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Regras de Derivacdo Derivada da Funcao Inversa
Derivacao Implicita

Derivada da Funcao Inversa

Considere f invertivel. Ent3o, para todo x € Dg-1,
f(F1(x)) = x.

Se, além disso, f e f~! forem derivaveis , pela Regra da Cadeia,

Portanto, para todo x € Ds-1, tal que f/(f~1(x)) # 0, vale
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Regras de Derivacdo Derivada da Funcao Inversa

Para mostrar que f~1 é diferencidvel usamos a seguinte proposico:

Proposi¢cdo (Derivada de fungdes inversas)

Seja f invertivel. Se f for diferencidvel em q = f~*(p), com
f'(q) # 0, entdo f~ serd diferencidvel em p e
1
fY(p)= = .
= F)

u,
/—L /—’L
De fato: Como f~! é continua em p, /I7im0 fY(p+h)=r"Yp).
_)

Usando que f(f~1(x)) = x, x € Df-1, temos
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Regras de Derivacdo Derivada da Funcao Inversa

Derivacao Implicita

Exemplo

1
n

1
Se g(x) = xn, entdo g'(x) = ;x%_l, 2<neN.

Recorde que, x > 0 se n for par e x # 0 se n for impar.

Solugcdo: Note que g(x) = xn = f~1(x) onde f(u) = u". Entdo
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Regras de Derivacdo Derivada da Funcao Inversa

Derivacao Implicita

Exemplo

Mostre que a funcdo f :
f(x) =senx, x € [-5,5

— —

7

Para verificar que f é - observamos que se _
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Regras de Derivacdo Derivada da Funcao Inversa

Derivacao Implicita

Exemplo
A inversa da fungdo f(x) = sen x, para x € [—%, %] é a funcdo

g(x) = arcsen x, para x € [—1,1]. Qual é a derivada de g(x)?

Solucgdo: Aplicando a Proposicio 1.

logo cos(arcsenx) = /1 — x2 pois cosy > 0 para =5 <y < 7.
Portanto,
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Regras de Derivacao Derivada da Funcdo Inversa

Derivacao Implicita

De maneira andloga podemos definir as fun¢des trigonométricas
inversas do cos x, tgx, sec x e cotg x, denominadas arccos x, arctg
X, arcsec x e arccotg x.

Exercicio: Mostre que

1
(3) arccos' x = _ﬁ; (b) arctglx = m;
1
Vse — . Iy
(Yaxesecx= =y (Dot =1
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Regras de Derivacdo Derivada da Fungao Inversa
Derivacao Implicita

Derivacao Implicita

Em geral, as fun¢des sdo dadas na forma y = f(x). Entretanto,
por uma relacao

entre x e y.

No exemplo x? 4 y? = 25 é possivel resolver uma equac3o e obter
y = £\ =5, Contudo, EIERBERCEEEIOY] o ¢ fici
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Regras de Derivacao Derivada da Fungao Inversa

Derivacao Implicita

Neste caso, para calcular a derivada de y, recorremos a derivacao

implicita, que consiste em_da equagao em

relacdo a x e entdo resolver a equacdo resultante para encontrar y’.

sers [mostradainorCaletlotlll. Este resultado mostrard que sempre

que podemos encontrar y’ o resultado é vilido.
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Regras de Derivacdo Derivada da Fungao Inversa

Derivacao Implicita

Exemplo
Se x? + y? = 25, encontre %.

Solucao: Derivando ambos os lados da equagdo e usando a Regra
da Cadeia,

SMA 353 Calculo |



Regras de Derivacdo Derivada da Fungao Inversa

Derivacao Implicita

Exemplo

Se x3 + y3 = 6xy, encontre %.

Solucao: Derivando ambos os lados da equagdo em relac3o a x,
obtemos 3x2 + 3y?y’ = 6y + 6xy’. Resolvendo em y’

Exemplo
Sey=f(x) € diferencidvel e xf(x)+senf(x)=4, determine f'(x).
Solucao: Note que,

Assim,
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O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqtiéncias

O Teorema do Valor Médio é um dos Teoremas mais importantes
do Célculo. A sua demonstracdo depende do seguinte resultado:

Teorema (de Rolle)

Se f:[a,b] — R € continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b) e

f(a)=f(b), entio existird c€(a,b) tal que f'(c)=0.

SMA 353 Calculo |



O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

Interpretacgdo: Se f:[a, b - R é continua em [a, b| e diferencidvel
em (a, b), x="f(t)a equagdo horaria do movimento de uma particula
sobre a reta.

Se e a particula estiver no mesmo lugar em 2 instantes distintos
de tempo, pelo Teorema de Rolle, existird um tempo para o qual a

velocidade se anula.
X

f(c) =0
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O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

entdo f(x1) # f(x2).

Logo,

Ent3o ¢ é um ponto de maximo ou de
minimo de f e ¢ € (a, b).

Vimos que se ¢ € um maximo ou um minimo de f em [a, b] e

c € (a, b), entdo - e o resultado segue.

x € (a,b). Logo, podemos escolher _ 0
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O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

Teorema (do Valor Médio)
Se f :[a,b] — R € continua em [a, b| e diferencidvel em (a, b),

entdo existe ¢ € (a, b) tal que

f(b) —f(a) = f'(c)(b - a),

ou seja

f(b ) f(a)

—a

Observagao: O [TeoremardoValoriVigdial diz que, se f for continua

em [a, b] e derivavel em (a, b), existird ¢ € (a, b) tal que - éo

fi(e) =
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O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

A

o 4
I
a
o

Observacdo. Se x = f(t) for a equagdo hordria do movimento de

uma particula, vy, = M serd a velocidade média entre t=a e
t=>b. O Teorema do Valor Médio assegura que existe um instante
c€(a, b) tal que vy, =f'(c) =velocidade instantdnea em t=c
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O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

Prova: A reta que passa por (a, f(a)) e (b, f(b)) é dada por

Definamos

Note que, h satisfaz as hipéteses do Teorema de Rolle, isto é,

(a) h(x) é continua em [a, b].

(b) h(x) é diferenciavel em (a, b).

(c) h(a) = h(b) = 0.

Logo, existe ¢ € (a, b) tal que h'(c) = 0. Portanto,
0=HEe=r(e) - M — (9 =1

e o Teorema do Valor Médio esta demonstrado.
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O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

Agora vamos obter informacdo do comportamento de uma fungdo
a partir de suas derivadas. Os fatos a seguir sdo conseqiiéncias do
Teorema do Valor Médio.

Corolério (1)
Seja f uma fungdo continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b).

Se f'(x)>0, Vxe(a,b), f serd estritamente crescente em |[a, b].

Se f'(x)<0,Vx€(a,b), f serd estritamente decrescente em|a, b].
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O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

Pelo Teorema do Valor Médio, aplicado a f em [xi, x2], existe
¢ € (x1,x2) tal que

ou seja, f(x1) < f(x2). Segue que f é estritamente crescente. A
prova do outro item € andloga.;

E facil ver que, se f for diferencidvel e crescente (decrescente) em

(a, b), entdo f'(x) > 0 (f'(x) <0), para todo x € (a,b). O
resultado a seguir mostra que a reciproca também é verdadeira.
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