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Limite da Composta

Limite da Composta

Teorema (Limite da Composta)

Sejam f : Dr — R e g : Dy — R fungées tais que Im(g) C D
L € Df. Se p é um ponto de acumulagdo de D, lim g(x) =
é continua em L , entdo P

im #(g(0) = £ (fim £(x)) = 1(0).

X—p

f €
Lef
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Limite da Composta

De fato: Como f é continua em L, dado € >0 existe dr >0 tal que
y€Df, |y—L<d = |f(y)—f(L)<e
Como )!i_r)npg(x) = L, dado df > 0 existe d; > 0 tal que
x€Dg, 0<|x—p|<éy = |g(x)—L| <.
Desta forma, como Im(g) C D¢, Dfog = Dg €
X€EDg=Drog,0< |x—p| < g = |g(x)—L|<dr= |f(g(x))—f(L)]| <e.
Logo lim f(g(x)) = f(L)

X—p
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Limite da Composta

Exemplo

. senbx
Calcule lim .
x—0 X

De fato:

senbx . senbx y=s5x .
im =5 lim =" 5 |lim
x—0 X x—0 bx u—0 U

senu
=5.

Exemplo

Calcule lim t8(2x) .

x—0 X

De fato:

tg(2 2 2
lim &(2) = lim sen(2x)

=2
x—0 X x—0  2x  cos(2x)
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Limite da Composta

Exemplo
1—
Calcule lim 7205)( .
x—0 X
De fato:
. l—cosx . (1—cosx)(1+ cosx)
lim ———— = Iim
x—0  x2 x—0 X2 1 + cos x
. 1—cos?x 1
= lim >
x—0 X 1+ cos x
sen?x 1 1

=i X L 2
x—0 x2 l4cosx 2

Exercicio: Calcule

22X - tg(2x)
(2) >I<T>qo sen(3x)’ (b) >|<[>no sen(3x)’
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Valor Intermediario e Aplicagdes

Funcdes continuas: Resuldados fundamentais ) Sl
i O Teorema de Weierstrass e Aplicagoes

Recorde que:

Definicdo (Continuidade)
Seja f: Df — R uma funcdo e p € Ds. Diremos que f(x) é
continua em p se, dado € > 0 existe um § > 0 tal que

x€Df e |x—p|<d, = |f(x)—Ff(p)<e.

> Se p é um ponto de acumulacido de Dy, f é continua em p se,

~ Diremos que & continua e for continua para todo p D).

¢ uma funcao continua.

> Funcdes [facionaisl e funcdes _ sdo continuas.
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O Teorema da Conservagao do Sinal
O Teorema do Valor Intermediario e Aplicagdes

Funcdes continuas: Resuldados fundamentais ) Sl
i O Teorema de Weierstrass e Aplicagoes

O Teorema da Conservacao do Sinal

Teorema (Teorema da Conservagdo do Sinal)

Seja f : Df — R uma fungdo continua e x € Dr tal que f(X)>0
(f(x) <0) . Entdo, existe § > 0 tal que f(x) >0 (f(x) <0)
sempre que x € Df e x € (X — 0,X + 0).

De fato: Como f é continua em X, dado _ existe

6 >0, tal que
x € Df, x € (x—0,x+06) = f(x) € (f(x)—¢, f(X)+¢€)) = (0,2f(%)).

Isto prova o resultado.f
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Valor Intermediario e Aplicaces

Funcdes continuas: Resuldados fundamentais 3 e
i O Teorema de Weierstrass e Aplicagoes

O Teorema do Valor Intermediario e Aplicacdes

Teorema (Teorema do Anulamento)

Se
f:[a,b] — R € continua e f(a)< 0 <f(b)

(f(a) > 0> f(b)), entdo, existe x € (a, b) tal que f(x) = 0.

De fato: Faremos apenas o caso f(a) < 0 < f(b). Seja

Note que @# AC [a, b] (pois f(b)>0). Seja z=inf A. Do Teorema
da Conservagdo do Sinal, z € (a, b) e z¢ A. Portanto f(z)<O0.

Por outro lado, do Teorema da Comparagdo, f(z) = |im+ f(x)>0
(pois x>z=x€A=f(x)>0). Logo, f(z)=04 **
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Valor Intermediario e Aplicaces
O Teorema de Weierstrass e Aplicacoes

Fungdes continuas: Resuldados fundamentais

Teorema (Teorema do Valor Intermedirio)

Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua e tal que f(a)<f(b)
(f(a) > f(b)) . Se f(a)<k<f(b) (f(a)>k>f(b)), entio existe
x € (a, b) tal que f(x) = k.

De fato: Considere a fun¢do g(x) = f(x) — k. Entdo

e do Teorema do Anulamento, existe X € [a, b] tal que g(x) = 0.
Portanto f(X) = k.
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Valor Intermediario e Aplicaces

Funcdes continuas: Resuldados fundamentais 3 e
i O Teorema de Weierstrass e Aplicagoes

Aplicacdes a localizacao de zeros

Exemplo
Mostre que
f(x)=x3+3x2+2x+1

tem uma raiz real no intervalo [—1, —1].

De fato: Note que

Como f é continua (em particular, em [—1,—1]) segue do Teorema
do Anulamento que existe X € [—1, —3] tal que f(X) = 0.
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Valor Intermediario e Aplicaces

Funcdes continuas: Resuldados fundamentais 3 e
i O Teorema de Weierstrass e Aplicagoes

Aplicacoes a sobrejetividade

Exemplo
Mostre que f:R—R, f(x)=x3, é bijetora. Recorde que a inversa

b ~ “._ - e e 1
de f é a funcdo, que chamamos “raiz ciibica”, f~1(x)=x3.

De fato: Vimos que f é injetora. Provemos que f é sobre. Note
que dado y € R, existe n € N* tal que y € (—n,n) e f(n) > n.

Visto que f é continua, do Teorema do Valor Intermediario, existe
X € R tal que f(x) = y. Isto mostra que f é sobrejetora.
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Valor Intermediario e Aplicaces
O Teorema de Weierstrass e Aplicacoes

Fungdes continuas: Resuldados fundamentais

Exemplo
Seja fn(x)=x", neN. Entdo, as funcées

for  RY—RT e hri1:R—R, k € N, sdo bijetoras.
: ~ ., » _ 1
As suas inversas sdo as raizes n—ésimas, f, }(x)=xn. Estas

fungbes sdo continuas em seus dominios.

De fato: Como x"—y" = (x—y)(x" 14x"2y + - .- 4 xy" 24y 1),
segue que f, : R™ — R™ & injetora.

e T

Logo, dado y € RT, seja £ € N* tal que y € [0,4) e f,(¢) > ¢.
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O Teorema da Conservacao do Sinal

O Teorema do Valor Intermediario e Aplicaces

Funcdes continuas: Resuldados fundamentais 3 e
i O Teorema de Weierstrass e Aplicagoes

do Teorema do Valor Intermedidrio, existe X € R tal que f(x) = y.

Veremos que a inversa de uma funcdo continua é uma funcdo
continua e disto seguird que as raizes sao fungdes continuas.
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Valor Intermediario e Aplicagdes

Funcdes continuas: Resuldados fundamentais 0 S
4 O Teorema de Weierstrass e Aplicaces

O Teorema de Weierstrass e Aplicacoes

Teorema (de Weierstrass ou do Valor Extremo)
Se f : [a,b] — R for continua, existirdo p,q € |a, b] tais que

f(p) < f(x) < f(q), para todo x € [a, b].
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Valor Intermediario e Aplicagdes

Funcdes continuas: Resuldados fundamentais

O Teorema de Weierstrass e Aplicaces

De fato: Verifiquemos, inicialmente, que _
[SEEsiana0 fosse0casel, dado ne N, existiria x, €[a, b] tal que,

x0 € [a, b] e |f(xn)|>max{n,|f(xn—1)|}, n€N* Seja A={x,:neN}.

Como f é continua em r, existe 6 > 0 tal que,

Segue que f(B) é limitado e contém infinitos pontos de f(A) e isto
é uma contradigdo. Segue que Im(f) é limitada.

Sejo [ ETRTEIREEIE ct50 /() >m. v x<[a.b]. Se f

ndo é constante m é ponto de acumulag¢do de {y €Im(f):y>mj}.
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Valor Intermediario e Aplicagdes
O Teorema de Weierstrass e Aplicaces

Funcdes continuas: Resuldados fundamentais

Seja xp €[a, b] tal que 0< f(xp)—m e xx €[a, b] tal que
0<f(xk)—m<min{%, f(xk_1)—m}, para kEN*.

O conjunto A = {x, : k € N} ¢é [infinitoredimitade], portanto A

tem um p.

Como _ para cada n € N*, existe §, > 0 tal que

Em particular, escolha x,x € A com k > n e tal que |xx — p| < 0p,

1 1 1 2
n n k n

Concluimos que f(p) = m.

A afirmativa restante segue de _ 0
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Valor Intermedidrio e Aplicac6es
O Teorema de Weierstrass e Aplicagoes

Fungdes continuas: Resuldados fundamentais

Se o intervalo ndo for limitado o teorema de Weierstrass ndo vale,
— 3 n3A & limi _ X2

em geral, por exemplo, f(x) = x> ndo € limitada e f(x) = 25

ndo tem maximo, em [0, +-00).

Se o intervalo ndo for fechado, o resultado também ndo vale, em
geral. Por exemplo, f(x) = 1 no intervalo (0, 1] ndo é limitada e a

fungdo f(x) = x ndo tem minimo em (0, 1].
Se a fung3o ndo for continua, o resultado também n3o precisa

valer. Por exemplo, f(x) = x para x € [0,2) e com f(2) =1 ndo
tem maximo.
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Valor Intermedidrio e Aplicac6es
O Teorema de Weierstrass e Aplicagoes

Fungdes continuas: Resuldados fundamentais

Como uma conseqiiéncia do Teorema do Valor Intermediario e do
Teorema de Weierstrass, obtemos o seguinte resultado

Corolario
Seja f:[a, b] =R uma fungdo continua. Se

m=min{f(x):x€[a, b]} e M=max{f(x):x€]|a, b]},

entao

Im(f)="f([a, b])=[m, M].
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