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Propriedades do Limite

Propriedades do Limite

Sejam f;:Dr — R, i=1 e 2, fungdes. Suponha que p seja um ponto
de acumulagdo de Dy N Dy, e que Ii_r}n fi(x) = L;, i =1,2. Entdo:
x—p

1) Jim (f + )0 = fim A(x) + im () = L+ Lo
2) lim k fi(x) = kL1 onde k = constante.
X—p
3) lgnp f(x) - f(x) = Jinp fi(x) - ignp f(x) = L1 - L.
lim fl(X)
4) lim Al _ xoe L se L, #0.
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Propriedades do Limite

Antes de provar estas propriedades vamos, rapidamente, nos
convencer da enorme quantidade de trabalho que evitamos ao
fazer o pequeno esforco de demonstra-las.

Primeiramente note que, como lim x = p entdo, de 3) segue que

X—p
lim x? = p? e, por inducio, obtemos que lim x"=p" neN*
X—p X—p

Agora, de 1), 2) e 3), podemos facilmente concluir que, se
f:R — R é um polindmio, lim,_,, f(x) = f(p).
Além disso, usando 4), concluimos que, se fi, ,:R—R sdo

A , . f(x)  f(p)
olindmios e p é tal que £ 0, lim =
p p que fo(p) # ()~ B(p)
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Propriedades do Limite

Mais geralmente, utilizando a propriedade do produto e um
argumento de indugdo obtemos que, se lim,_,, f(x) = L,

lim [f(x)]" = | lim f(x)]n = L", para todo n € N*.

X—p [x—>p

Exercicio

: . 341
Calcule Xlnz(5x3 —8),[R:32] e llnl i3 [R:1/4].
Exemplo
Calcule ,IITO (3+hh)2_9, [R: 6].
De fato: Simplesmente note que, para h # 0, (3+hh)2_9 = h+6

e que lim h+6 =6.
h—0
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Propriedades do Limite

Sabendo de que estas propriedades facilitam, enormemente, o
nosso trabalho, vamos fazer a demonstracdo das mesmas para
poder utiliza-las, livremente.

Prova de 1): )!@p(fl + h)(x) = )!lnpfl(x) - )!inp f(x) = L1+ L

Dado € > 0 seja §; > 0 tal que

x€Dg, 0<|x—p|<é = |filx)=L| < 5,i=12

Escolha § = min{d1,d2} . Entdo

x € Dr, N Dg, = Dg 45, 0<’X—p‘<(5é
€ €
|(fi+£)(x) = (Li+ L) < [J() =il +1R() = Lof <5 +5 =€

ou seja lim (A + f)(x) = L1 + L.
X—p
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Propriedades do Limite

Prova de 2): Ii_r}n k fi(x) = k L; onde k = constante
x—p

Se k = 0 o resultado é trivial. Se k # 0, dado € > 0 seja § > 0 tal
que

xe€Dg, 0<|x—pl <o = |ha(x)— L] < T -

Entao

x€Dg, 0<|x—p|<d = |k (x)—kLi|=|k| |f(x) — L] <|k]| % =e.

ou seja lim (kf1)(x) = kL;.
X—p
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Propriedades do Limite

Prova de 3): )!i_n;lp(ﬁ(x) - h(x)) = )!i_r)np f(x) - )!i_n;lp f(x)=L1- Lo

Dado € > 0 seja ;1 > 0 tal que

x€Dg, 0<|x—p|<d = [|Alx)— L] < min{m,l}.
e d» > 0 tal que

x€Dg 0<|x—pl<d = [[hx)= L] < min{m,l}.

Logo [BGIN < 1(x) — Lo| + |Lo [ < JLa] £1 sempre que
x € Dy, 0<|x—p| < do.

SMA 0353 Calculo |



Propriedades do Limite

Logo, se d=min{d1,d2} , para x& D NDyg, =Dy,.f,, 0<|x—p| <6,

(A~ f2)(x) — (L1 - L2)| < |(F(x) — L1)fa(x) + Li(fa(x) — L2)|
< [f(x) — La|[(x)] + [L1]|a(x) — L2

< NA)—La] (|L2|+1)+]| L] |fa(x)— L2
< aeEm (bl + 1) + L sy
2T ¢

ou seja )!i_r)np(fl -h)(x) = L1 Ly.
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Propriedades do Limite

lim f1(x)

A(x) _ x=p Ly
Prova de 4): || — _ Ly £0.
rova de 4): xp f(x) Ii_r;n h(x) L' e 270
x—p

Dado € > 0 seja 91 > 0 tal que

x€Dg, 0<|x—p|<d = |Alx) L] < #

e dp > 0 tal que

x €Dy, 0< |x—p| <d = |h(x)— L] < min{4(|L1H1),T

Logo, se x € Dy,, 0<|x—p|<do

|L2|

ILa| < [fa(x) — Lo| + |(x)| < "2+ |R(x)] e 2 <|h(x)|.
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Propriedades do Limite

Logo, se d=min{d1,02}, para x& D, NDs, =Dy, 0<|x—p| <9,
fi(x) L1, [(A(x)=L1)Lo+ (La—F(x))L4]
h(x) Lo 15(x)] |L2]
< a) = Lif[Lo[+ [Lo—A(X)[| L]
|Lo| [L2]/2

[fi(x)— L] |L1]
<2—t 1 25— fHr(x)|—%
= |L2| ‘ 2 2( )|’L2‘2

€|lla] 1 ella?> L e e
<2 — 2 <z+z-=€
4 (L] AL +1) |2 22

ouseja lim(f - H)(x) =Ly - L.

X—p
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima
Propriedades Adicionais: Comparagao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

Propriedades Adicionais: Comparacao e Confronto

Além das propriedades mostradas anteriormente, a comparagao o
confronto s3o propriedades extremamente (teis para que possamos
concluir a existéncia de limites. Comecamos com a comparac3o.

Teorema (Comparag&o)

Se p € um ponto de acumulagdo de Dr N Dy e f(x) < g(x) sempre
que x € (Df N Dg)\{p} e x estd proximo de p e os limites de f e g
quando x tende a p existem, entdo

lim f(x) = Lf < Lg = lim g(x).

X—p X—p

Observacdo: O texto em azul do enunciado significa que,
e exister>0tal quexe DrND,, 0<|x—p| < rimplica f(x) < g(x).
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima

Propriedades Adicionais: Comparagao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

De fato: Dado € > 0, existem dr > 0 e 6, > 0 tais que,

x€Df, 0<|x—p|<dfr= Lf—e<f(x) <Lf+e

EDg, 0<|x—p|<dg=Lg—e< gx)< Lg+e
Ainda, existe r > 0 tal que
x€DfrNDg, 0< |x—p|<r= f(x)<gx).
Assim, para d =min{ds,dg,r}, x€ DrNDg € 0< |x—p| <3, temos
L —e<f(x) <g(x)<Lg+e

e consequentemente Lr < L.
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima

Propriedades Adicionais: Comparagao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

Teorema (do Confronto)

Dadas f, g,h funcées e p ponto de acumulagdo de D= DfN DgN Dy,
se existe r > 0 tal que {x € Dg : 0 < |x —p| < r} C DN Dy

f(x) <g(x) < h(x), para xeD, 0<|x—p|<r,

e se
)!iﬁr\np fix)=L= )!iinp h(x),
entdo
)!i_n;p gx)=1L.
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima

Propriedades Adicionais: Comparagao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

De fato: Dado € > 0, existem df > 0 e &, > 0 tais que,
XxE€Df, O0<|x—p|<dr=L-—e<f(x) <L+e
XEDp 0<|x—p|<dp=L—e< h(x)<L+e

Ainda, existe r > 0 tal que
:Dg

—_——l
x€DrNDgN Dy, 0< |x—p|<r= f(x) <g(x) < h(x) .
Se d=min{d¢,dp,r}, x € Dy e 0<|x—p| <6, temos
XEDfﬂDgﬂDh, e

L—e<f(x)<g(x)<h(x)<L+e

X—p
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sima vezes limitada é infinitésima

Propriedades Adicionais: Comparagao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

Exemplo
As fungdes trigonométricas sdo continuas.

Prova: Das férmulas de transformacao de soma em produto, para

qualquer p, temos
2sen(X _ p)cos<x i p>
2 2

X_p> <2
sen( 5 ‘_

|senx — senp| =

<2 X—P

= bl

Onde usamos que [senf| < |f| para todo 0 € R.

Como lim (x — p) =0, do Teorema do Confronto, segue que
X—p

lim (senx — senp) = 0, ou seja, lim senx = senp. Logo a fungdo
xX—p X—p

seno é continua para todo p.
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Infin ma vezes limitada é infinitésima

Propriedades Adicionais: Comparagao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

A prova da continuidade do cosseno é feita de maneira similar
utilizando a igualdade

X+p X—p
cosx—cosp:—2sen( > )sen( > )

A continuidade das outras fun¢des trigonométricas seguem das
propriedades do limite.
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ma vezes limitada é infinitésima

Propriedades Adicionais: Comparagao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

Exemplo

Mostre que lim xsen— = 0.
x—0 X

De fato: Note que,
1
—1 <sen— < 1.
X
Multiplicando por x2 temos

1
—x? < x%sen— < x2 .
X

Como lim x?> = 0, pelo Teorema do Confronto, lim x?sen— = 0.
x—0 x—0 X
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima

Propriedades Adicionais: Comparagao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

Exemplo
Seja f: R — R tal que |f(x)] < x?, Vx €R.

(a) Calcule, caso exista, lim f(x) .
x—0
 Verifique se f & continua em 0|

Solugao: Como Iimox2 = 0, segue do Teorema do Confronto que
X—

Iim0 f(x) = 0 e, do fato que |f(x)| < x? segue que f(0) = 0. Logo
X—

existe o limite lim f(x) =0 = £(0) e |FICICONGMUSICMIXIEI0]
x—0

Observagao: Diremos que f € infinitésima em p se Ii_r;n f(x)=0.
X—p
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima
Propriedades Adicionais: Comparagao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

Infinitésima vezes limitada é infinitésima

Corolario
Dadas f:Df —R, g: Dg —R, p ponto de acumulacdo de DfNDy e,

para algum M>0er>0, |g(x)|<M,xeDg, 0<|x—p|<r. Entdo

)I(l'np |f(x)|:0<:))!lnp f(x)=0 e)![}np f(x):O:>)!lnpf(x)g(X):0.

De fato: Note que Ii;n f(x) =0 se, e somente se, dado € > 0
x—+p

existe 6 > 0 tal que
x€Df, 0< |x—p|<d=|f(x)—0]=||f(x)] -0 <e
se, e somente se )!i_r)np |f(x)|=0. Como
0 <|f(x)g(x)| < M|f(x)|, x € Dgg = DrNDg, 0 < |x —p| < r.

o resultado segue do Teorema da Confronto.
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima

Propriedades Adicionais: Comparagao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

Exercicio: Vimos que lim f(x)=0<«= lim |f(x)| = 0. Prove que
X—p X—p

Ii_r)n f(x)=L se, e somente se, Ii_r)n (f(x)—L)=0 se, e somente se,
X—p X—p

lim |f(x)—L|=0. Prove que lim f(x)=L=lim |f(x)|=|L]| e
X—p X—p X—p

que n3o vale a volta.

Sugestao:
» Para ver que lim f(x) = L se, e somente se, lim (f(x)—L)=0
xX—p X—p
use a propriedade que o limite da soma é a soma dos limites.
» Para ver que lim f(x) = L = lim |f(x)| = |L|, note que
xX—p X—p
[|f(x)] = |L]] < |f(x)— L|, para todo x € Ds.
» Para ver que n3o vale a volta, considere a fundo f : R — R
dada por f(x) =1sex € Qe f(x) = —1se x € R\Q.
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ma vezes limitada é infinitésima

Propriedades Adicionais: Comparagao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

Exemplo
1, x¢Q

o _ ( _
Ca/cule)!inox g(x), onde g:R—R € dada por g(x)= { 0, xcQ

Solucdo: Note que Iimox2 =0 e que |g(x)| <1, para todo x € R.
X—

Exercicio: Calcule

1 1
l = b) lim x* cos —.
(a) Jim xsen —; (b) Jim x"cos
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima
Propriedades Adicionais: Comparacao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

O Primeiro Limite Fundamental

Exemplo (O Primeiro Limite Fundamental)

lim
x—0 X

De fato: Note que que para x € (0, 7) vale a desigualdade

senx
O0< sen x < x <
fe

= tg x.

senx = |[PM| < |PA] < x e A(setorOPA) < A(AOTA)

> X tg x
sen X < X e = < —_

2 2

Tomando o reciproco e multiplicando por senx, obtemos

senx
1>—>cosx, xe€(0,%).
X
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ma vezes limitada é infinitésima

Propriedades Adicionais: Comparacao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

Sexe(-%5,0), —x€(0,5)e 1> sen(=x) > cos(—x) . Logo

senx T
1> > Cos X, 0< |x] < =.
X 2
_ . sen x
Como lim cos x = 1, pelo Teorema do Confronto, lim =1
x—0 x—=0 X
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Infinitésima vezes limitada é infinitésima

Propriedades Adicionais: Comparacao e Confronto O Primeiro Limite Fundamental

Exemplo
2
. sen<x
Calcule lim >
x—0 X
De fato: )

lim 2% = fim (25 (25)) =1-1=1
x—=0 X x—0 X X
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