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A Topologia Fraca∗ e o Teorema de Banach-Alaoglu

A prova da seguinte proposição é deixada como um exerćıcio.

Proposição

Seja X um espaço vetorial normado sobre R. Obtemos uma base
de vizinhanças de f0 ∈ X ∗ para a topologia σ(X ∗,X ) ao considerar

V = {f ∈ X ∗ : |〈f − f0, xi 〉| < ε, i ∈ I},

onde xi ∈ X, I é finito e ε > 0.
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Notação: Quando fn → f em (X ∗, σ(X ∗,X )), escrevemos

fn
∗
⇀ f

e dizemos que fn converge para f na topologia fraca∗.

Da mesma forma, a prova da proposição a seguir é deixada como
um exerćıcio.
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Proposição

Seja X um espaço vetorial normado sobre K. Se {fn} ⊂ X ∗ temos:

i) fn
∗
⇀ f ⇔ 〈fn, x〉 → 〈f , x〉, ∀x ∈ X.

ii) Se ‖fn − f ‖X∗ → 0, então fn
∗
⇀ f e se fn ⇀ f , então fn

∗
⇀ f .

iii) Se fn
∗
⇀ f , então {‖fn‖} é limitada e ‖f ‖ 6 lim

n→∞
‖fn‖.

iv) Se fn
∗
⇀ f e xn → x, então fn(xn)→ f (x).
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O Teorema de Banach-Alaoglu

Recorde que

Proposição

Seja X um conjunto e T a topologia em X induzida pela faḿılia
de funções ϕi : X → K, i ∈ I . Se (Z ,Σ) é um espaço topológico e
ψ : Z → X é uma função então, ψ é cont́ınua se, e somente se,
ϕi ◦ ψ é cont́ınua de Z em K, ∀i ∈ I .

Vamos usar esta proposição para provar o

Teorema (Banach-Alaoglu)

Seja X um espaço vetorial normado sobre K. O conjunto

B
X∗

1 (0) = {f ∈ X ∗ : ‖f ‖ 6 1} é compacto na topologia σ(X ∗,X ).
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Prova: Sejam

Y = KX = {f : X → K} = {(wx)x∈X}

com a topologia produto τ , Φ:(X ∗, σ(X ∗,X ))→(Y , τ) definida por

Φ(f ) = (f (x))x∈X

e πx : Y → K a projeção definida por πx((wx)x∈X ) = wx .
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Da caracterização de continuidade na topologia produto e da
definição de σ(X ∗,X ), Φ é cont́ınua pois

(X ∗, σ(X ∗,X )) 3 f → (πx ◦ Φ)(f ) = f (x) = Jx(f ) ∈ K

é cont́ınua para cada x ∈ X .

Provemos que Φ é um homeomorfismo de X ∗ sobre Φ(X ∗).

Claramente Φ é injetora e provemos que Φ−1 é cont́ınua.

Da caracterização de continuidade na topologia fraca*, é suficiente
mostrar que para todo x ∈ X fixo a aplicação

(Φ(X ∗), τ) 3 w 7→ 〈Φ−1(w), Jx〉 = 〈x ,Φ−1(w)〉 = wx ∈ K

é cont́ınua, o que é óbvio da definição da topologia produto emKX .
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Por outro lado, é claro que Φ(B
X∗

1 ) = K onde

K ={w ∈Y : |wx |6‖x‖,wx+y =wx+wy , wλx =λwx , λ∈K, x , y ∈X}.

Então, basta mostrar que K é um compacto de Y para concluir

que B
X∗

1 é compacto em X ∗. Mas K = K1 ∩ K2, onde

K1 = {w ∈ Y : |wx | 6 ‖x‖, ∀ x ∈ X} =
∏
x∈X

B
K
‖x‖X (0),

K2 = {w ∈Y : wx+y =wx +wy , wλx =λwx , λ∈K, x , y ∈X}

=
⋂

x ,y∈X
{w ∈Y :wx+y−wx−wy =0}︸ ︷︷ ︸

Ax,y

⋂⋂
λ∈K
x∈X

{w ∈Y :wλx−λwx =0}︸ ︷︷ ︸
Bλy

.
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Segue do Teorema de Tychonoff que K1 é compacto.

Como Ax ,y e Aλx são fechados (pois w 7→ wx+y − wx − wy e
w 7−→ wλx − λwx são cont́ınuas) segue que K2 é fechado.

Logo, K é compacto.
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Nesta seção (X , ‖ · ‖X ) será um espaço vetorial normado. Recorde
que C ⊂ X é convexo, se somente se,
[x , y ] = {ty + (1− t)y : t ∈ [0, 1]} ⊂ X sempre que x , y ∈ C .

Exerćıcio

Mostre que a interseção qualquer de convexos é convexa.

Definição

Seja (X , ‖ · ‖X ) um espaço vetorial normado e K ⊂ X. Definimos a
envoltória convexa de K por

coK = ∩{C ⊂ X : C é convexo e C ⊃ K}
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Proposição

Seja (X , ‖ · ‖X ) um espaço vetorial normado e K ⊂ X convexo.
Então,

K =

{
n∑

i=1

αiki :n∈N∗, ki ∈K , αi ∈ [0, 1], 16 i6n, e
n∑

i=1

αi = 1.

}

Prova: É claro que

K⊂

{
n∑

i=1

αiki :n∈N∗, ki ∈K , αi ∈ [0, 1], 16 i6n, e
n∑

i=1

αi = 1.

}

=
⋃

n∈N∗

{
n∑

i=1

αiki :ki ∈K , αi ∈ [0, 1], 16 i6n, e
n∑

i=1

αi = 1.

}
Seja

Kn :=

{
n∑

i=1

αiki :ki ∈K , αi ∈ [0, 1], 16 i6n, e
n∑

i=1

αi = 1

}
, n∈N∗.
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Mostremos, por indução, que Kn ⊂ K , para todo n ∈ N∗.

É claro que K1 ⊂ K . Suponha que, para 1 6 j 6 n − 1, Kj ∈ K e
mostremos que Kn ⊂ K .

Seja k ∈ Kn, isto é, k =
∑n

i=1 αiki , com ki ∈ K , αi ∈ [0, 1],
1 6 i 6 n e

∑n
i=1 αi = 1. Se αj = 0, para algum 1 6 j 6 n,

acabamos. Suponha que αi 6= 0 para todo 1 6 i 6 n e defina
0 < β =

∑n−1
i=1 αi < 1.

Logo αn = 1− β e

k̂ :=
n−1∑
i=1

αi

β
ki ∈ K e kn ∈ K .

Segue que
k = βk̂ + (1− β)xn ∈ K .
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Exerćıcio

Mostre que o fecho de um conjunto convexo é convexo.

Proposição

Seja (X , ‖ · ‖X ) um espaço vetorial normado e K ⊂ X. Então,

coK =

{
n∑

i=1

αiki :n∈N∗, ki ∈K , αi ∈ [0, 1], 16 i6n, e
n∑

i=1

αi = 1.

}
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Prova: Para verificar que o conjunto

K̂ :=

{
n∑

i=1

αiki :n∈N∗, ki ∈K , αi ∈ [0, 1], 16 i6n, e
n∑

i=1

αi = 1.

}

é convexo basta tormar dois elementos x =
∑n

i=1 αiki e

x ′ =
∑n′

i=1 α
′
ik
′
i e notar que para todo β ∈ [0, 1],

βx + (1− β)x ′ ∈ K (exerćıcio). Logo K ⊂ coK ⊂ K̂ .
Do teorema anterior, qualquer convexo que contenha K deve
também conter K̂ . Logo coK = K̂ e o resultado está
demonstrado.
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Definição

Chamaremos de envoltória convexa fechada de K ao conjunto
coK = (coK )−.

Exerćıcio

Mostre que coK =
⋂
{F ⊂ X : F é convexo e F = F− ⊃ K.

Proposição (Teorema de Mazur)

Se (X , ‖ · ‖X ) for um espaço vetorial normado e K ⊂ X for
totalmente limitado então, coK será totalmente limitado.
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Prova: Seja ε > 0 dado. Fixe nε ∈ N∗ e ki ∈ K , 1 6 i 6 nε, tais
que K ⊂ ∪nεi=1B

X
ε
2

(ki ). Se Kε = co{k1, · · · , knε}. Da Proposição 5

(completando com zeros as somas com menos de nε somandos)

Kε =

{
nε∑
i=1

αiki : αi ∈ [0, 1], 1 6 i 6 nε, e
nε∑
i=1

αi = 1,

}
.

Note que

Snε =

{
(α1, · · · , αnε) :αi ∈ [0, 1], 16 i6nε, e

n∑
i=1

αi =1

}
⊂ [0, 1]nε ,

é compacto e f :Snε→X definida por f (α1, · · · , αnε)=
∑nε

i=1 αiki é
cont́ınua e tem imagem f (Snε)=Kε. Logo Kε é compacto.
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Note que {BX
ε
2

(kε) : kε ∈ Kε}, como cobertura de Kε, tem uma

subcobertura finita {BX
ε
2

(k iε) : 1 ≤ i ≤ mε}. Segue que

{BX
ε (k iε) : 1 ≤ i ≤ mε} cobre O ε

2
(Kε) = co

⋃nε
i=1 B

X
ε
2

(ki ) que

contém coK .
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