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A TOPOLOGIA FRACA®* E O TEOREMA DE BANACH-ALAOGLU

A prova da seguinte proposi¢cao é deixada como um exercicio.

Seja X um espaco vetorial normado sobre R. Obtemos uma base
de vizinhangas de fy € X* para a topologia o(X*, X) ao considerar

V=A{feX :|(f—fo,x)| <e i €l}

onde x; € X, | € finito e ¢ > 0.

.
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Notagdo: Quando 7, — f em (X*, o(X*, X)), escrevemos
fo—fF
e dizemos que f, converge para f na topologia fraca®*.

Da mesma forma, a prova da proposicao a seguir é deixada como
um exercicio.
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Seja X um espago vetorial normado sobre K. Se {f,} C X* temos:
i) f, 5 f e (f,x) = (f,x), VxeX.
ii) Se ||f, — f||x= — 0, entdo f, =~ f ese f, —f, entdo f, = f.
iii) Se f, = f, entdo {

|fall} € limitada e ||f]| < lim |[|f]].
n—oo

iv) Se f, = f e x, — x, entdo fy(xn) — f(x).

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP Andlise Funcional



A TopoLOGIA FRACA™ E 0 TEOREMA DE BANACH-ALAOGLL

O TEOREMA DE BANACH-ALAOGLU

O TEOREMA DE BANACH-ALAOGLU

Recorde que

Seja X um conjunto e T a topologia em X induzida pela familia
de fungées ¢ : X — K, i € |. Se (Z,X) é um espago topoldgico e
Y Z — X é uma fungdo entdo, 1) € continua se, e somente se,
pjo é continua de Z em K, Vi € I.

Vamos usar esta proposi¢do para provar o

SeJa X um espago vetorial normado sobre K. O conjunto
B1 (0) ={f € X* : ||f|| < 1} é compacto na topologia o(X*, X).

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP Andlise Funcional



A TopoLOGIA FRACA™ E 0 TEOREMA DE BANACH-ALAOGLL
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Prova: Sejam
Y =KX ={f: X = K} = {(wx)xex}
com a topologia produto 7, ®:(X*,o(X*, X)) — (Y, 7) definida por
O(f) = (F(x))xex

e x : Y — K a projecdo definida por my((wy)xex) = wy.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP Andlise Funcional



A ToPOLOGIA FRACA™ E O TEOREMA DE BANACH-ALAOGLU

Da caracterizacao de continuidade na topologia produto e da
definicdo de o(X*, X), ® é continua pois

(X*,0(X*, X)) f = (mxo®)(f) =f(x)=Ix(f) e K
é continua para cada x € X.
Provemos que ® é um homeomorfismo de X* sobre ®(X*).
Claramente @ ¢ injetora e provemos que ® ! é continua.

Da caracterizagcdo de continuidade na topologia fraca*, é suficiente
mostrar que para todo x € X fixo a aplicagdo

(D(X*),7) 3w = (O H(w), Jx) = (x,d Hw)) = wy € K
é continua, o que é Sbvio da definicdo da topologia produto em KX,
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Por outro lado, é claro que ¢(§f*) = K onde
K={we Y:|w|<|x]|, wxry =wix+wy, wae=Awy, A€K, x,yeX}.

Ent3o, basta mostrar que K é um compacto de Y para concluir
—X*
que B] € compacto em X*. Mas K = K1 N K>, onde

=K
Ki = {weY:|wm|<|xl, Vxe X} =[] Bjx(0),
xeX

Ko = {weY :wy=witw, wa=Awy, XK, x,yeX}

- m{we Y WX+Y_WX_Wy:O}ﬂﬂ{W€ Y: W/\X_/\WXIO}'

x,yeX xeK
Y Axy xEX Bxy
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Segue do Teorema de Tychonoff que K; é compacto.

Como A, , e Aj sdo fechados (pois w — wyi, — wx — w, e
W — Wy, — AWy S30 continuas) segue que K; é fechado.

Logo, K € compacto.
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CONVEXOS E O TEOREMA DE MAZUR

Nesta se¢do (X, || - ||x) serd um espago vetorial normado. Recorde
que C C X é convexo, se somente se,
x,y] ={ty + (1 —t)y : t €[0,1]} C X sempre que x,y € C.

Mostre que a intersecdo qualquer de convexos é convexa.

Seja (X, || - ||x) um espago vetorial normado e K C X. Definimos a
envoltoria convexa de K por

coK =n{C C X:C éconvexoe C DK}
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Seja (X, || - [[x) um espago vetorial normado e K C X convexo.
Entao,

n n
K:{Za,—k,—:neN*, k€K, i €[0,1], 1<i<n, e Za,—:l,}

i=1 i=1

Prova: E claro que

KC{Za;k;:nEN*, kieK, a;€[0,1], 1<i<n, e Za,-:l.}
i=1 i=1

= U {zn:oziki:k,'EK, a;€[0,1],1<i<n, e Zn:oé,':L}

neN* (j=1 i=1
Seja
n n
Ky:= {Za;k,-:k,-eK, Qi €[0,1], 1<i<n, e Y ;= 1}, neN*,
i=1 i=1
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Mostremos, por inducdo, que K, C K, para todo n € N*.

E claro que K1 C K. Suponha que, paral < j<n—-1 KicKe
mostremos que K, C K.

Seja k € K, isto é, k =i, ajk;, com k; € K, a; € [0,1],

1<i<ne) ! ,aj=1 Sea;=0, paraalgum 1< <n,

acabamos. Suponha que «; # 0 para todo 1 < i < n e defina
0<pB=Y"lai<1,

Logoa,=1—0e

n—1
~ O
k = flk, c K € k” € K.
2%
Segue que k=pk+(1-B)x, € Kg
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Mostre que o fecho de um conjunto convexo € convexo.

Seja (X, || - |[x) um espago vetorial normado e K C X. Ent3o,

coK = Zak neNY, kieK, a;€[0,1], 1<i<n, eZa,_l
i=1 i
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Prova: Para verificar que o conjunto

K := Zak neN* kieK, a;j€[0,1], 1<i<n, eZa;zl.
i=1 i=1

€ convexo basta tormar dois elementos x = 27:1 ajk; e

X' = 3" o/k! e notar que para todo 4 € [0, 1],

Bx+ (1 — B)x" € K (exercicio). Logo K C coK C K.

Do teorema anterior, qualquer convexo que contenha K deve
também conter K. Logo coK = K e o resultado est3
demonstrado.
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Chamaremos de envoltéria convexa fechada de K ao conjunto
coK = (coK)™.

Mostre que coK = (J{{F C X : F é convexoe F = F~ D K.

Se (X,|| - |lx) for um espaco vetorial normado e K C X for
totalmente limitado entdo, coK serd totalmente limitado.
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Prova: Seja ¢ > 0 dado. Fixe n. € N* e k; € K, 1 < i < n,, tais
que K C U,’.’;lBg(k,). Se K. =co{ky, - ,kp }. Da Proposmao 5

(completando com zeros as somas com menos de n. somandos)

ne
Ke=149> aiki:ai€[0,1,1<i<n,, e Za,— :
i=1 i

Note que
Sp.=< (a1, ,an.):a;€[0,1],1<i<n,, e Za,—l c [0,1]"™,

é compacto e f:S, — X definida por f(aq, -+ ,an )=> 1 ajk; é
continua e tem imagem f(S,.)=K.. Logo K. é compacto.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP
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Note que {B?(ke) . ke € Kc}, como cobertura de K¢, tem uma
subcobertura finita {Bg(ke’) 11 <i<m}. Segue que
{BX(ki):1< i< m} cobre O« (Ke) = colUis4 Bg(k;) que
contém coK
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