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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

OTEOREMA DE FRIEDRICHS

Se A : D(A;) C H — H s3o operadores lineares densamente
definidos e Ay C Ay, entdo A7 D A3.

Prova: Se y € D(A3) entdo
D(A2) 3 x — (Aax,y) € K

se estende a un Unico funcional linear limitado em H* que tem
como representagdo (pelo TRR) Ajy. Segue que

D(A1) 3 x = (A1x,y) = (Axx,y) €K

também se estende ao mesmo funcional linear limitado. Sendo
assim, y € D(A}) e Ay = Ajy g

Este resultado indica que, se buscamos um operador auto adjunto
A que estende um operador simétrico A, AC A C A*.
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

OTEOREMA DE FRIEDRICHS

O teorema a seguir e o Teorema anterior constituem as principais
ferramentas utilizadas para obter de operadores auto-adjuntos.

Seja H um espago de Hilbert sobre K e A: D(A) C H — H um
operador simétrico para o qual existe um o € R tal que

(Ah, h) < o|hl[* ou (A, h) > al|hl? (1)

para todo h € D(A). Entdo A admite uma extensdo auto-adjunta
que preserva a limitacdo (1).

N
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Prova: Vamos fazer a prova apenas no caso em que

(Ax, x) > a|x||? para todo x € D(A) e para algum e € R. O
outro caso pode ser deduzido deste considerando o operador —A.
Também consideraremos apenas o caso a = 1 pois o caso geral
pode ser deduzido deste considerando o operador A+ (1 — a)/.

Em D(A) considere o produto interno
D(A) x D(A) 3 (x,y) — (Ax,y) € K.

Claramente, a norma D(A)Bx»—)HxH;z(Ax,xﬁ €RT resultante
2
deste produto interno satisfaz ||x||1 > ||x||.
2

1 . N
Denote por H2 o completamento de D(A) relativamente a norma
|| - |1 construido da seguinte forma:
2
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Se {xp} é de Cauchy em (D(A),]| - H%), {xn} é de Cauchy na norma

|- || de H. Seja x € H tal que x, =3 x na norma || - || de H.

Note que, se {X,} é outra seqiiéncia de Cauchy em (D(A),| - ||1)
2

tal que ||xp —%H% 23 0 entdo X, —3 x na norma || - || de H.

Ainda, se {x,} é de Cauchy em (D(A),] - H%) Ii_}m Ixallr=a, e
n—oo 2

lim ||xp]| = 0. Ent3o,
n—oo

)>m n—o0Q,

2Re(Axn,Xm) = (Axn,Xn) + (AXm,Xm) — (A(Xn—Xm),(Xn — Xm 232

e a =0 pois (Axy, Xm) —3 0.
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Seja H> c Ho conjunto de todos os x € H para os quais existe

uma seqiiéncia de Cauchy em (D(A),|| - ||1) com que converge para
2

x nanorma || - || de H.

Sexeyc H> s3o limites na norma de H das sequéncias de

Cauchy {xn} e {yn} em (D(A), || - |l1), defina [Ix|; :=
2 2

© <X’y>% = n”—>moo

|x|[1 = 0 se, e somente se x = 0.
2

lim [|xp]| 1
n—oo 2
(Axn, yn). Do que fizemos anteriormente,

E imediato que (;)1: H? x H> — K define um produto interno e
2

1 , . :
que || - |1 : H2 — R™ é a norma associada a este produto interno.
2
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Se {x,} é de Cauchy em (D(A),| - |l1) e x, =3 x em H entdo
2
I|m || Xn —XH1 = lim lim |[/x, —Xm||1 =0
n—r n—o0 Mm—0o0

Se {yn} é de Cauchy em H%, para cada n € N, podemos escolher
xn € D(A) tal que ||xp, — y,,H% < 1. Como {x,} é de Cauchy em

H2 existe x € Hz tal que lim |[x,—x||1=0e lim |ly,—x|/+=0.
n—oo 2 n—o0 2

Segue que, 0 espaco (H%, (-, >%) é um espago de Hilbert, D(A) é

1 . .~ . o
denso de (H2,(-,-)1) e a inclusdo é uma isometria linear.
2
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

OTEOREMA DE FRIEDRICHS

Assim, construimos um completamento (H%, Il - ||H%) de

(D(A), || - ll1) que é um espago de Hilbert continuamente imerso
2

em H.

Seja D = - D(A")N Hz. Como D(A) C D(A*), devemos ter que

D(A) ¢ D ¢ D(A*). Definimos A tomando a restricio de A* a D
e mostraremos que A é é auto-adjunto.
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Primeiramente mostremos que A é simétrico. Se x,y € D existem

sequiéncias {xn },{yn} em D(A) com Hx,,—x||;"2>00 Hyn—}’Hln2>OO-
2 2
Segue que
:<Xn7}’m>% :<Xn7}/m)%
. . . . ﬂa
lim lim (Axp, ym) = lim lim (Axp, ym) = (x,¥)1
m—00 N— 00 n—o0 m—oQ 2

existe e coincide com

lim lim (Axy, ym) = lim (Axp,y) = (xn, Ay) = (x, Ay) e com

lim
n—,oo m—oo n—oo n—oo

lim lim (Axn, ym) = lim (x, Ayn) = lim (Ax, ym) = (Ax, y).
m—00 N—00 m—00 m—00

Assim A é simétrico.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP



OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Para concluir a demonstracio é suficiente mostrar que A é
sobrejetor e isto segue da seguinte forma. Seja y € H e considere o
funcional f : D(A) — K dado por f(x) = (x,y). Entdo f é um
funcional linear continuo relativamente a norma || - H% e pode ser

) ) . , 1 .
estendido a um funcional linear continuo de H2 e sendo assim, do

o . . 1
Teorema de representacio de Riesz, existe y' € H2 tal que

f(X) = <X7Y> = <X7y,> = <AX7yI>7 Vx € D(A)'

1
2

Logo y' € D(A*) N Hz e A*y' = Ay’ = y mostrando que A é
sobrejetor, portanto auto-adjunto.
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS
OTEOREMA DE FRIEDRICHS

Exemplo

Seja Xp = C([0,7],R) o conjunto das fung¢des continuas e, para
x, y € Xp, defina o produto interno

Xo x Xo 2 (x,y)—(x,y) :/wa(s)y(s)ds eR.

O espaco (Xo, (-,-)) é um espaco com produto interno. Seja L?(0, 7)
um espaco de Hilbert obtido por completamento de (X, (-, -)).

Serd visto em um curso de Medida e Integracdo que um
completamento possivel é o espaco das classes de equivaléncia
(pela relagdo de equivaléncia ‘igualdade quase sempre’) de fungdes
cujo quadrado é Lebesgue integravel.
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Se T:(Xo,(,-,")) = L%(0,7) e f,g € L?(0, ) existem seqiiéncias
fn, gn € Xp tal que

110y = im_ [ 1) e (F.)iz0m) = lim [ Fls)em(s)ds

m,n— o0

Diremos que v € L?(0,7) tem derivada fraca de ordem m se existir
ueL?(0, ) tal que

(v, ™)z = (~1)"(u, ¢)2, Vo € C'(0,).
Neste caso u é denotado por v(™.

Seja H1(0,7) o completamento de C([0,7],R) relativamente a
norma dada produto interno

CY([0,7],R) x CY([0,7],R) 2 (u, v) — (u,v)2 + (v, V)2 € R.
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Se {un} é de Cauchy em HY(0,7), {un} e {u,} sdo de Cauchy em
L2(0,7). Sendo assim, s3o convergentes para u,g em L?(0, ).

Com isto, para toda ¢ € C&(O,Tl’),
(u,0")2 "= (un, ¢)2 = —(u)y, )2 =3 —(g, ¢)2

Disto segue que u tem uma derivada fraca e v/ = g. Assim, {u,} é
convergente para u em H(0,7).

Também pode ser mostrado que, se u € L?(0,7) tem uma

derivada fraca v’ € L2(0, ) entdo existe uma seqiiéncia {u,} em
n—oo n—,oo

C([0,7],R) tal que |lup — ullp == 0 e ||u), — /|| == 0.
Definimos

HY(0,7) x HY(0,7) 3 (u, v) — (u,v)2 + (t/, V)2 € R.
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Se ¢p€ H1(0,7) entdo ¢ € C([0, 7], R) e é 3-Hélder continua. De
fato existe ¢, € C1((0,7),R) com ||¢n—| 11 (o) —3 O

t 1
6n(t) — d(3)] < / 16,(6)]d6 < (t — )} [ 6)ll 20

Do Teorema de Arzeld-Ascoli toda subseqiiéncia de {¢,} tem uma
subsequiéncia uniformemente convergente para uma fungdo em Xp
que deve coincidir com ¢. Disto segue que a seqiiéncia converge

para ¢ e que

6(t) — $(5)] < (t = 9)2 ¢ | 2(0.m)-
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

OTEOREMA DE FRIEDRICHS

Seja X = L2(0,7) e D(Ag) = C3(0,7) o conjunto das funcées
duas vezes continuamente diferencidveis e que tem suporte
compacto em (0, 7). Defina Ay : D(Ag) C X — X por

(Aog)(x) = =¢"(x), x € (0,m).
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

E facil ver que Ag é simétrico e que (Aog, d)2 > 25 |8]|%, ¢ € D(Ao).
Do Teorema 1, Ap possui uma extensao auto adjunta A que
satisfaz (Ag, ¢)2 > 2, ||¢||% para todo ¢ € D(A).

Observe que o espaco X3 do Teorema de Friedrichs é, neste
exemplo o fecho de D(Ap) na norma || - ||1 é denotado por
2

H3(0,7). H}(0,7) C H}(0,7) com normas equivalentes. Se
¢ € HY(0,7), entdo ¢ é Holder continua com expoente % e se

6 € HY(0,7), 6(0) = o() = 0.
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

OTEOREMA DE FRIEDRICHS

Por outro lado D(A*) é characterizado por
D(A5)= {6 X:36*E X tal que (—u",6) = (u,6%), Yue D(Ao)}
e Atd=—¢' = 6" Yue D(AL).

Assim, D(A)=H?(0,7)NHZ(0,7) e Au= —u", Yu € D(A), no
sentido fraco previamente definido.
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(‘('l,\\'llHCI\'A\(,"(’JI',\‘ SOBRE COMPACTOS E O TEOREMA DE RIESZ

CONSIDERAQ()ES SOBRE COMPACTOS E O TEOREMA DE RIESZ

Muitas solucdes de problemas matematicos importantes sio
obtidas como minimos, maximos ou pontos fixos de funcoes
definidas em espacos de dimens3o infinita.

Desta forma a no¢do de compacidade desempenha um papel
fundamental para a solu¢do de inimeras questes importantes em
andlise matematica.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP Andlise Funcional



('U,\*ll'l{l\ﬁ\("f}l:\‘ SOBRE COMPACTOS E O TEOREMA DE RIESZ

Seja X um espaco vetorial normado e {f;, -, f,} um conjunto
linearmente independente de vetores de X.

Se F =[fi, - ,fp] entdo F é completo.

Prova: Mostremos que existe ¢ > 0 tal que
n n
sup{[| Y aifillx : (o, ) €K"Y fai| =1} > c.
i=1 i=1

Se nio, existiria uma seqiiéncia {(aX, - -,af) }xen com S0 ak|=1

k— .
e tal que || Y7 akfi|x —=3°0. Tomando subsegiiéncias, podemos

assumir que XX a;. Logo 37, [ai|=1e 327, aifi = 0 o que
contradiz a independéncia linear de {f;,--- ,f,}. Agora a
completude de F segue facilmente.
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('U,\*ll'l{l-h\("f)l_\‘ SOBRE COMPACTOS E O TEOREMA DE RIESZ

Se F € espaco vetorial normado de dimensdo n € N sobre K,
e existeuma transformagdo linear continua de F sobre (K", ||-||1).

e todas as normas em F s3o equivalentes.

todas as normas em K" sjo equivalentes.

e K C F € compacto se, e somente se, K é fechado e limitado. )
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