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OPERADORES COS E AUTO-ADJUNTOS

OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Seja H um espaco de Hilbert e (-,-)y : H x H — K o seu produto
interno. Se A: D(A) C H — H é um operador densamente
definido, o adjunto A®: D(A®) C H — H de A é definido por

D(A*) ={ue H:v— (Av,u)y : D(A) — K é limitado}

e, se u € D(A®), A®u é o Unico elemento de H (Teorema de
Representagdo de Riesz) tal que

(v,A%u)y = (Av,u)py, Vv € D(A).
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

RECORDE A DEFINIGAO DE OPERADOR DUAL

Se A: D(A) C H— H é um operador densamente definido, o dual
A* : D(A*) C H — H de A é definido por

D(A*) ={ue H:v (Av,u")y n- : D(A) — K é limitado}
e, se u* € D(A*), A*u* é o Unico elemento de H tal que

(v, A"u)y p= = (Av, U" )y 1=, Vv € D(A).
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OPERADORES MET] COS E AUTO-ADJUNTOS

RELACIONANDO OPERADORES ADJUNTOS E DUAIS

Se H é um espaco de Hilbert sobre C, E : H — H* definido por
Eu(v) = (v, u)y, € uma isometria linear-conjugada entre H e H*.
Identificaremos H e H* identificando u com Eu.

Se A*: D(A*)C H* — H* é o dual de A, entdo D(A*) = E(D(A))
e A*=E10A*0E e A*=EocA®cE~1 .
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Prova: Se u* € D(A*) (Teorema de Rep. de Riesz) u* = Eu e
D(A)s v (v, Au™) g o= (Av, U") g == (Av, Eu) g p+=(Av, u)y €K
é limitado. Segue que u € D(A®) e, para todo v € D(A),
(v, ETYA*Eu)y = (v, A" u") e = (Av, u)y = (v, Au).
Reciprocamente, se u € D(A®),
D(A)> v (v, A®u)y=(Av, u)y=(Av, u)y=(Av, Eu) yy 1+ €K
é limitado. Segue que Eu € D(A*) e, para todo v € D(A),
(v, ETYA*Eu)y = (v, A*Eu)y - = (Av, Eu) i = (v, A®u).

Logo D(A*) = E(D(A)) e E-1A*Eu = A*u(EA*E~1u* = A*u®),
Vu € D(A) (u* € D(A")) g
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Note que, embora E e E~! sejam operadores lineares-conjugados,
E~1 0 A* o E é linear por dupla conjugac3o.

Chamaremos ambos A® e A* de adjunto de A e denotaremos
ambos por A* mas € importante observar que, se A = aB entdo
A® = aB*® enquanto que A* = aB*.

Muitas vezes escreveremos A* para denotar os operadores dual e
adjunto, indistintamente. Nos referiremos a ambos como operador
adjunto. Em espags de Hilbert sobre R eles sdo indistinguiveis.
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Seja H um espago de Hilbert sobre K com produto interno (-, ).
Diremos que um operador A: D(A) C H— H é simétrico (também
chamado Hermitiano quando K = C) se D(A) = H e A C A*; isto
€ (Ax,y)n = (x,Ay)n para todo x,y € D(A). Diremos que A é

auto-adjunto se A = A*.
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Seja H um espaco de Hilbert sobre K com produto interno (-, -) .
Se A: D(A) C H— H é um operador auto-adjunto, injetor e com
imagem densa, entdo A~! é auto-adjunto.
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Seja H um espaco de Hilbert sobre K com produto interno (-, -).
Se A: D(A) C H— H é um operador simétrico e sobrejetor, entdo
A € auto-adjunto.
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

Prova: Primeiramente mostremos que A e A* s3o injetores. Se

h € D(A) e Ah =0, temos que (Ah,v) = (h, Av) para todo

v € D(A) e consequentemente, do fato que R(A) = H temos que
h = 0. Para ver que A* é injetor procedemos da mesma forma.

Agora mostremos que A é fechado. De fato, se

D(A)* D D(A)> h, — he€ H e Ah, = A*h, — g, entdo

h € D(A*) e A*h = g. Como A é sobrejetor, existe w € D(A) tal
que Aw = A*w = A*h e da injetividade de A* temos que w = h.
Com isto h € D(A) e Ah = g, mostrando que A é fechado.

Segue que do Teorema do Gréfico Fechado que a A tem inversa

A=l € £(X). Claramente A~! ¢ auto-adjunto e da Proposi¢io 2
segue que A é auto-adjunto.
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OPERADORES SIMETRICOS E AUTO-ADJUNTOS

O teorema a seguir e o Teorema 1 constituem as principais
ferramentas para a obtencdo de operadores auto-adjuntos.

Seja H um espaco de Hilbert sobre K e A: D(A) C H— H um
operador simétrico para o qual existe um o € R tal que

(Ah, h) < al[hl|* ou (Ah, h) > of|h]]® (1)

para todo h € D(A). Entdo A admite uma extensdo auto-adjunta
que preserva a limitagdo (1).
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