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TEOREMA DA APLICAGAO ABERTA
PRINC{PIO DA LIMITAGAO UNIFORME
TEOREMA DO GRAFICO FECHADO

CONSEQUENCIAS DO TEO A DE CATEGORIA

TEOREMA DA APLICAGAO ABERTA

Sejam X, Y espacos vetoriais normados e T : X — Y uma
transformacdo linear.

(1) Diremos que T serd aberta se T(U) for aberto em Y, sempre
que U for aberto em X.

(2) Diremos que T serd fechada se G(T) = {(x, Tx) : x € X} for
fechado em X x Y.

.
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TEOREMA DA APLICAGAO ABERTA

Seja X um espaco de Banach e Y um espaco vetorial normado.
Se T € L(X,Y) e T(X) for de segunda categoria em Y ent3o,
(a) T serd sobrejetora,

(b) T serd aberta e
(¢) Y serd de segunda Categoria.

Sejam X e Y espacos de Banach.
(1) Se T € L(X,Y) for sobrejetora entdo, T serd aberta.

(2) Se T € L(X,Y) for bijetora entdo, T serd um isomorfismo.
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TEOREMA DA APLICAGAO ABERTA

Sejam X, Y espacos vetoriais normados e T : X — Y uma
transformacgado linear entdo, sdo equivalentes:
a) T é uma aplicacdo aberta;

b) Existe r > 0 tal que T(B;(0)) D> BY(0).

V.

Se X for Banach, Y for um espago vetorial normado e T€ L(X,Y)
for tal que, para algum r > 0,

BY(0) C [T(BY(0))]~
B%Y(O) C T(B{(0)).

entao,
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TEOREMA DA APLICAGAO ABERTA

Prova do Teorema:

Como X =22, BX(0), T(X) = U2, T(BX(0)) é de segunda
categoria em Y.

Como Y >y — ny € Y é um isomorfismo que leva T(B;X(0)) em
T(BX(0)), do Teorema de Baire T(B;(0)) ndo é nunca denso.

Ou seja, deve existir yo€ Y e r>0 tais que By (o) C[T(B(0))]".
Segue que By (—yo) C [T(B{(0))]” e que By(0) C [T(B{*(0))]"-

Dos Lemas anteriores B, (0) C T(B{X(0)) e T é aberta. Segue
imediatamente que T é sobrejetora e que Y é de segunda
categoria.f
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TEOREMA DA APLICAGAO ABERTA

Se X e Y sdo espacos de Banach e T € L(X,Y) é bijetora, entdo
T é um isomorfismo; isto é, T~L € L(Y, X).
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PRINCIPIO DA LIMITAGAO UNIFORME

Sejam X e Y espacos vetoriais normados e A C L(X,Y).

a) Se{xe X :sup{||Tx||: T € A} < oo} for de segunda
categoria entdo, sup{||T| : T € A} < .

b) Se X for Banach e {x € X :sup{||Tx||: T € A} < oo} =X
entdo, sup{||T||: T € A} < 0.

c) Se X for Banach, {T, : ne€ N} C L(X,Y), {Tyx} for
convergente, para cada x € X, e T : X — Y for definida por
Tx = Ii_)m Tox entdo, T € L(X,Y) e | T| < liminf || T,].

n—oo
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Prova: Provaremos a), b) e c) seguem de a). Seja
En={xeX:sup||Tx|| <n}= [){xeX:|Tx| <n}
TeA TeA

Entdo, os E,'s sdo fechados e como sua unido contém um conjunto
de segunda categoria devemos ter que algum E, contém uma bola,
[B(x0)]~, r > 0.

Entdo Ezp D [B(0)]~ pois, |
ITx| = IT(x+ %)l + I Txol| < n+n=2n ¥V T €A

x| <r=x+x€[Br(x0)]" CEpe

Logo || Tx|| <2n sempre que [|x||<r e para todo T € A. Segue que

2
HTH<7” V TeAq
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Se X é um espago de Banach, B C X e f(B) = {f(b): be B} é
limitado para toda f € X*. Entdo B ¢é limitado

Prova: Para cada b € B, defina b: X* - K por
b(f) = f(b), Vf e X*.
Entdo para cada f € X*
sup |b(f)| = sup |f(b)| < oo
beB beB
segue do Principio da Limitagdo Uniforme que

sup [|Bl| = sup [|b]] < so.g
beB beB
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Seja X um espaco de Banach e B* C X*. Suponhamos que

Vx € X o conjunto B*(x) = {b*(x) : b* € B*} € limitado. Entdo
B* € limitado.

Prova: Por hipdtese, para cada x € X, sup |b*(x)| < c. Segue
b*€B*
do Principio da Limitacdo Uniforme que sup |b*|| < oo
* B*
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TEOREMA DO GRAFICO FECHADO

Se X e Y forem espacos de Banach e T : X — Y for fechada
entdo, T serd limitada.

Prova: Sejam 7 e m; as projecdes de G(T) em X e Y, isto €,
mi(x, Tx) = x e mo(x, Ty) = Tx.

Obviamente m1 € L(G(T),X) e m € L(G(T), Y).

Como X e Y sdo completos X x Y é completo e portanto G(T) é
completo (pois é fechado).

Como 71 é uma bijegdo de G(T) em X, ;! é limitado. Entdo

T =mom; ! élimitado.
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OPERADORES DUAIS

A seguir recordamos a definicdo de operadores duais. Sejam X e Y
espacos vetoriais normados sobre um corpo K com duais X* e Y*.

Se x* € X* (y* € Y*) denotaremos o seu valor em um vetor
x € X (yeY)por (x,x7) ({v,y").

Note que (X x Y)* = X* x Y*.
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OPERADORES DUAIS

Se A: D(A) C X — Y um operador linear densamente definido, o
dual A* : D(A*) C Y* — X* de A é o operador linear definido da
seguinte forma:

DAY ={y'eY*:3dz"e X" tal que (Ax,y")=(x,z*),Vxe DA)} (1)

Se y* € D(A*) definimos A*y* := z* onde z* € o (inico) elemento
de X* satisfazendo (1). Desta forma,

(Ax,y™) = (x, A*y"),Vx € D(A) e Vy* € D(A*)
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