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TEOREMAS DE HAHN-BANACH: FORMAS GEOMETRICAS

Seja X um espacgo vetorial normado real.

Um hiperplano (afim) é um conjunto da forma

H={xeX:f(x)=a}

onde f : X — R é um funcional linear ndo identicamente nulo e
a € R. Diremos que H € o hiperplano de equagio [f = a.

O hiperplano de equacio [f = «] € fechado se e somente se f é
continua. )
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Note que, se X é um espaco vetorial e f : X — K é um funcional
linear ndo nulo, existe xf € X tal que f(x¢)=1. Agora, dado xe X
podemos escrever, de maneira Unica,

x=z+w, zelN(f), wex].
De fato,se x=z+w =2+ w' com z,Z2/ € N(f) e w,w € [x¢],
entdo z — zZ/ = w' — w € N(f) N [x¢], segue que e z — 2/ = axy,
para algum a € K e f(z — z’) = 0. Logo, como f(xf) =1, a = 0.

Portanto, w=w' e z=2'. Claramente z=x—f(x)xf e w="7(x)x.

Consequentemente
X = N(f) ) [Xf].
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Dados X um espaco vetorial sobre K, n € N* e {xq,- -+ ,xp} um
conjunto linearmente independente de vetores de X, existem

funcionais lineares {fi, -+ ,f} taisque f(x;) =1,1<i<n, e
X =[N & [x, - xal.
i=1

s . S
Se X é um subespaco vetorial normado, dado F ¢’ X com F de
. ~ - . SEV
dimensao finita, existe G C X fechado e tal que

X=GaF.
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Seja X um espaco vetorial sobre K. Diremos que C C X é convexo
setx+ (1 —t)y € C sempre que t € [0,1] e x,y € C.

V.

Se A, B C X dizemos que o hiperplano de equacdo [f = «] separa
A e B no sentido fraco se

fx)Sa V xeA e
f(x)>a V xeB.

Diremos que o hiperplano de equacio [f = o] separa A e B no
sentido forte se existe € > 0 tal que

f(xX)<a—e V xeA e
f(x)>a+e V xeB.
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Lemma (O Funcional de Minkowski de um convexo)

Seja X um espago vetorial normado sobre R e C C X um aberto
convexo com 0 € C. Para todo x € X defina

p(x) =inf{la>0; a xe C}

(p € o funcional de Minkowski de C). Entdo, p é um funcional
sub-linear e existe M tal que

<p(x) < Mlx|, v xeX, (1)
={xe X:p(x)<1}.

0
C
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Seja C C X uma aberto convexo ndo vazio e xy € X \ C. Entdo
existe f € X* tal que f(x) < f(xp) para todo x € C. Em particular
o hiperplano fechado de equagdo [f = f(xp)] separa C de xp no
sentido fraco.
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Prova: Por translacdo sempre podemos supor que 0 € C. Sejam p
o funcional de Minkowski de C e G =Rxg e g : G — R dada por

g(txo)=t, teR.

E claro que

B [ t<t-p(xo) =p(txg), t>0
g(X)g(tXO){ t <0< p(txo), t<O.

Logo, do Teorema de Hahn-Banach real, existe f : X — R tal que
f‘G =g €
f(x)<pkx) V xeX.

Em particular f(xp) = 1 e f é continua pois p(x) < M||x||. Além
disso f(x) < 1 para todo x € C e o resultado esta provado.
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Seja X um espago vetorial normado real e sejam A, B C X dois
conjuntos convexos, ndo vazios e disjuntos. Se A € aberto existe
um hiperplano fechado que separa A e B no sentido fraco.

Prova: Seja C = A— B. Entdo C é convexo e abertoe 0 ¢ C
(pois AN B =0). Segue do lema acima que existe f € X* tal que

f(z)y<0 V zeC

e portanto
f(a)<f(b) V acA e beB.

Seja « tal que sup,c4 f(x) < a < infpep f(b). Entdo, o hiperplano
de equagdo [f = o] separa A e B no sentido fraco.
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Seja X um espago vetorial normado real, A e B convexos, ndo
vazios e disjuntos em X. Suponha que A é fechado e B é
compacto. Entdo existe um hiperplano fechado que separa A e B
no sentido forte.
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Prova: Seja Ac = A+ B.(0), B.=B+ B(0), ¢ >0, entdo A,
e B sdo abertos, convexos e n3o vazios. Para € > 0 pequeno A,
e B. sdo disjuntos (como A é fechado d(b,A) >0 V be Be
como B é compacto infyeg d(b,A) = d(B,A) >0).

Da primeira versdo que existe um hiperplano fechado que separa
Ac e B¢ no sentido fraco. Logo

fix+ez)<a<f(y+eZ) V xeA yeB, z,Z € By(0) .
Assim, obtemos que
F(x)+ellfl Sa<f(y)—ellf| V xeA yeB

e o resultado segue do fato que f # 0.
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Seja X um espaco vetorial normado sobre K e F C X um
subespaco vetorial proprio de X (F C X). Entéo, existe f € X*,
f # 0 tal que

f(x)=0, VxeF

Prova: Sabemos que se X é um espaco vetorial normado sobre R.
Dado xg € F, existe f € X — R linear continua tal que

f(x) < f(x0), Vxe€F.
Segue que, f(x) =0, Vx € F.

Seja g : X — C dado por g(x) = f(x) — if(ix) no caso em que X
é um espaco vetorial normado sobre C.
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Obs.: E freqiiente utilizar o coroldrio acima para mostrar que F é
denso mostrando que

f(x)=0, Vx€F = f=0.
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