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Introdugédo

Introducao

Neste minicurso vamos apresentar uma pequena parte da teoria da
dimens3do fractal para atratores de semigrupos em espacos de
Banach de dimens3o infinita.

Esta teoria trata de responder se os atratores dos semigrupos em
espacos de Banach de dimens3o infinita podem ser vistos como
objetos em espacos de dimensdo finita sem que haja perda de
qualquer informagdo (sobre a dindmica) contida no atrator.
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Introdugédo

Na primeira parte do minicurso apresentamos no¢oes bdsicas de
espacos métricos necessarias para a introducdo da nogdo de
dimensao topoldgica para espagos métricos compactos.

Em seguida apresentamos o teorema de imersdo que nos assegura
que um espaco métrico compacto de dimensdo m é homeomorfo a
um subconjunto de R?™+1,
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Introdugédo

Na segunda parte do minicurso faremos uma breve apresentacio
sobre os atratores globais de sistemas dindmicos auténomos,
daremos exemplos de equag¢des diferenciais que dio origem a
sistemas dindmicos com atratores globais e mostraremos que os
atratores para semigrupos em espac¢os de Banach de dimensao
infinita tém (em geral) dimensio fractal finita.

Sabendo-se que a dimens3o fractal é um limitante superior para a
dimensao topoldgica, obteremos que os objetos dindmicos contidos
nos atratores de semigrupos em espacos de Banach de dimensido
infinita sdo (em geral) finito dimensionais.
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Introdugédo

Os resultados sobre a dimensdo fractal de conjuntos negativamente
invariantes associados a semigrupos diferencidveis remontam aos
trabalhos de John Mallet-Paret [14] e Mafié [15]. Estes resultados,
suas simplificagdes e generalizacbes podem ser encontrados em

[1, 2].

O principal avango obtido em [15] relativamente a [14], onde os
resultados s3o mostrados para espacos de Hilbert, é o tratamento
em espacos de Banach gerais. Em [15] também pode ser
encontrado um resultado de imersdo que substitui homeomorfismos
gerais por proje¢des injetivas, no caso em que o conjunto tem
dimensao fractal finita n, para a imersao em R2+2
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Introdugédo

Existem provas alternativas desses resultados que buscam
encontrar estimativas timas da dimens3o fractal. E minha opinido
que essas provas alternativas (veja por exemplo [19, 13]) sdo
inspiradas nos trabalhos de John Mallet-Paret e Maiie, sdo mais
dificeis e ndo fica claro que as estimativas obtidas para a dimens3o
sdo efetivamente melhores que aquelas dadas em [1].
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Introdugédo

Por outro lado, os resultados de [3, 4] adotam uma perspectiva
completamente diferente e ndo requerem diferenciabilidade.

Antes de continuarmos, vamos brevemente introduzir algumas
nocdes sobre espacos métricos compactos e a no¢ao de dimensio
topoldgica para os mesmos.

O estudo dos espacos métricos é fundamental para a formac3o de
um matematico e, em geral, é apresentado numa disciplina de
Toplogia, de Introdu¢do a Analise ou de Espagos Métricos.
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Espagos Métricos

Espacos Métricos

Seja X um conjunto ndo vazio. Uma fungdo p: X x X — [0, 00)
satisfazendo

» p(x,y)=0& x =y,
> p(x,y) = p(y,x), para todo x,y € X,
> p(x,2) < p(x,y) + ply, z), para todo x,y,z € X.

é chamada uma métrica em X. Um espaco métrico consiste de um
conjunto ndo vazio X e uma métrica p em X. Escreveremos (X, p)
para indicar o espagco métrico consistindo do conjunto X e da
métrica p.
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Espagos Métricos

Se (X, p) é um espaco métrico temos que:
» B(x):={yeX:p(x,y)<r}, xe€ X, r>0¢échamado bola
aberta de centro em x e raio r.

» Um conjunto E C X é dito aberto em (X, p) se para cada
x € E existe r, > 0 tal que B, (x) C E.

» Um conjunto F C X é dito fechado em (X, p) se F€©
(complementar de F) é aberto em (X, p).
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Espagos Métricos

E ficil provar que
» A unido (interse¢do) qualquer de conjuntos abertos (fechados)
em (X, p) é um conjunto aberto (fechado) em (X, p).

» A intersecdo (unido) finita de conjuntos abertos (fechados)
em (X, p) é um conjunto aberto (fechado) em (X, p).
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Espagos Métricos

Definimos entdo

» O interior E° de um conjunto E C X é a unido de todos os
abertos de (X, p) contidos em E. E claro que E é aberto se e
somente se £ = E°.

» O fecho E~ de um conjunto E C X é a intersecdo de todos os
fechados de (X, p) contendo E. E claro que E é fechado se e
somente se E = E™.

» Um conjunto E C X é dito densoem X se E~ = X. Um
conjunto E C X denso em X se, e somente se, E€ tem
interior vazio.

» Uma seqiiéncia {x,} em (X, p) converge para x € X se
p(Xn, x) — 0 quando n — oo.
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Espagos Métricos

Seja (X, p) um espaco métrico. Uma seqiiéncia {x,} € X" ¢ dita

m,n—00
—

uma seqiiéncia de Cauchy se p(xp, Xm) 0. Toda seqiiéncia

convergente é de Cauchy.

Um conjunto E C X é dito completo se toda seqiiéncia de Cauchy
em E é convergente e seu limite pertence a E.

Tipicamente os espagos métricos que vamos utilizar aqui s3o
espagos de Banach (espagos vetoriais normados que sdo completos
com a métrica induzida pela norma p(x,y) = ||x — y||) ou
subconjuntos desses.
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Espagos Métricos

Exercicio (1)

Se E C X temos que, x € E~ se, e somente se, qualquer bola
aberta centrada em x intersepta E se, e somente se, existe uma
seqiiéncia {x,} de elementos de E que converge para x.

Exercicio (2)

Um subconjunto fechado de um espaco métrico completo é
completo e um subconjunto completo de um espaco métrico
qualquer é fechado.
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Espagos Métricos

Solucdo do Exercicio 1: Se existe r > 0 tal que B,(x) C E€
entdo x € E< e como E°¢ é fechado e contém E temos que

x ¢ E~. Segue que, se x € E~, entdo B,(x) N E # (). Se

B.(x) N E # () para todo r > 0, entdo ou x € E e podemos tomar
Xp = x para todo n € N, ou x ¢ E e tomamos x, € Byn(x) N E,
Xn 7 X, em ambos os casos {x,} converge para x. Se existe uma
seqiiéncia {x,} de elementos de E que converge para x e x ¢ E~
entdo existe r > 0 tal que B,(x) C E~€ e portanto x, € E~€ para
n suficientemente grande o que é um absurdo. Segue que x € E~ .m
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Espagos Métricos

Solucao do Exercicio 2: Se (X, p) é um espago métrico
completo, E C X é fechado e {x,} é uma seqiiéncia de Cauchy em
E temos que {x,} é convergente para algum x € X. Pela
Proposicao 1 segue que x € E e E é completo.

Se por outro lado E é um subconjunto completo de um espaco
métrico qualquer (X, p) e x € E~ temos pela Proposi¢do 1 que
existe uma seqliéncia {x,} em E que converge para x. Segue do
fato que toda seqiiéncia convergente é de Cauchy que x € E. Isto
mostra que E é fechado. |
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Espagos Métricos

Seja (X, p) um espaco métrico. Se x € X e E, F C X definimos a
distancia p(x, E) de x a E, a distancia p(E,F) de Ea F, 0
didmetro diam(E) de E e a semidistancia de Hausdorff disty(E, F)
entre E e F por

plx, E) == inf p(x, e)

E,F):= inf f) = inf inf p(e, f
P(E F) eellfr,]fe/—'p(e’ ) elgEflng(e )
diam(E) := sup p(er, e)

e, 0€E
disty(E, F) :=sup p(e, F) = sup inf p(e, ).
ecE ecefeF

J4 vimos que x € E~ se e somente se p(x, E) = 0 (Exercicio 1).
Diremos que E C X é limitado se diamE < oo.

Exercicio

Mostre que disty(E, F) = 0 se, e somente se, E C F.
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Espagos Métricos

» Se E C X e {V4}aea é uma familia de subconjuntos de X tal
que E C UyeaV,, diremos que {V,}oca é uma cobertura de
E.

» Um refinamento de uma cobertura {V,, },ca de E é uma
cobertura de E {W;p}cp tal que, para cada § € B existe
ag € A tal que Wg C V.

» Uma sub-cobertura de uma cobertura {V,, },ca de E é uma
cobertura {V,}aca de E com A" C A.
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Espagos Métricos

» Se (X, p) é um espago métrico, diremos que E C X é
totalmente limitado se, para cada € > 0, pode ser coberto por
um ndmero finito de bolas de raio e.

» E claro que todo conjunto totalmete E limitado é limitado,
mas nao é verdade, em geral, que todo conjunto limitado é
totalmente limitado.

» Também é claro que se E é totalmente limitado entdo E~ é
totalmente limitado.
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Espagos Métricos

Todo conjunto compacto é fechado pelo Exercicio 2 e limitado, a

reciproca em geral é falsa mas é verdadeira em R” como mostra o
exercicio abaixo.

Exercicio
Todo subconjunto fechado e limitado de (R",|| - ||2) € compacto
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Espagos Métricos

Teorema
Se E é um subconjunto de um espaco métrico (X, p), as seguintes
afirmativas sdo equivalentes:
a) E é completo e totalmente limitado
b) (A propriedade de Bolzano-Weierstrass) Toda seqiiéncia em
E tem uma subseqiiéncia que converge para um ponto de E
c) (A propriedade de Heine-Borel) Se {V,},ca € uma
cobertura de E por abertos de (X, p), existe um conjunto
finito F C A tal que {Vy}acF cobre E.
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Espagos Métricos

Prova: Mostraremos que a) e b) s3o equivalentes, que a) e b)
juntos implicam ¢) e que c) implica b).

a) implica b): Suponha que a) vale e que {x,} é uma seqiiéncia
em E. E pode ser coberto por um nimero finito de bolas de raios
% e pelo menos uma dessas bolas deve conter x, para um nimero
infinito de indices: Digamos que x, € By parane Ni. ENB;
pode ser coberto por um nimero finito de bolas de raio 2—12 e
portanto uma dessas bolas contém x, para um nimero infinito de
indices: Digamos que x, € B, para n € Ns.
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Espagos Métricos

Indutivamente obtemos uma seqiiéncia de bolas B; de raio 2% e

uma sequiéncia decrescente de subconjuntos infinitos N; de N tal
que x, € Bj para n € N;. Escolha ny € Ny, np € N, ... tal que
np < nmy <.... Entdo {x,} é uma seqiiéncia de Cauchy pois
p(x,,j,x,,k) < 2% se k > j, como E é completo o limite dessa
subsequéncia pertence a E.
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Espagos Métricos

b) implica a): Mostraremos que se qualquer das condi¢cdes em a)
falha entdo b) falha. Se E ndo é completo, existe uma seqiiéncia
de Cauchy {x,} em E que n3o tem limite em E. Nenhuma
subseqiiéncia de {x,} pode convergir em E pois caso contrario a
sequéncia seria convergente com o mesmo limite. Por outro lado,
se E ndo é totalmente limitado, seja ¢ > 0 tal que E nao pode ser
coberto por um ndmero finito de bolas de raio €. Escolha x, € E
indutivamente da seguinte maneira. Comece com qualquer x; € E
e tendo escolhido xi, ..., x, escolha xp+1 € E\ U7_; Bc(x;). Entdo
p(Xn, Xm) > € para todo m, n e portanto {x,} ndo tem
subsequéncia convergente.
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Espagos Métricos

a) e b) implicam ¢): E suficiente mostrar que se b) vale e {V,}aca
€ uma cobertura de E por conjuntos abertos, existe € > 0 tal que
toda bola de raio € que intersepta E estd contida em algum V/,
pois E pode ser coberto por um niimero finito de tais bolas de a).
Suponha que ndo; isto é, que para cada n € N existe uma bola B,
de raio 1/2" tal que B, N E # () e B, n3o estd contida em nenhum
V,,. Escolha x, € B, N E. Passando para uma subseqiiéncia
podemos assumir que {x,} é convergente para algum x € E.
Temos que x € V,, para algum o € A e como V,, é aberto, existe
€ > 0 tal que B.(x) C V,. Mas se n é suficientemente grande tal
que p(xn,x) < €/3 27" < ¢€/3, entdo B, C B(x) C V,
contradizendo a hipétese sobre B,,.
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Espagos Métricos

c) implica b): Se {x,} é uma seqiiéncia sem subseqiiéncia
convergente, para cada x € E existe uma bola By centrada em x
que contém x, no maximo para um ntmero finito de indices n
(caso contrdrio haveria uma subseqiiéncia que converge para x).
Entdo {By}xce é uma cobertura de E por abertos sem
subcobertura finita.
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Espagos Métricos

Em um espago métrico (X, p), um conjunto E C X é dito
compacto se tem as propriedades a)-c) do teorema anterior e é
dito relativamente compacto se E~ é compacto.
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Espagos Métricos

Proposicao

Seja (X, p) um espago métrico compacto e f : X — R uma fungdo
continua. Entdo, existem x1,xp € X tais que f(x1) < f(x) < f(x)
para todo x € X.

Prova: Seja m; = infyex f(x) e mp = sup,ex f(x). Sejam {x}} e
{x2} tais que f(x}) =% my and f(x2) =3 my. Como (X, p) é

compacto, existem x1, x> e conjunto infinito N C N tais que

r’; NBI‘I_—)}OO i, j = 172 e aSSim, f(Xl) =m S f(X) S my = f(X2)

para todo x € X. [ ]
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Espagos Métricos

A seguinte versao elementar do Lema de Urysohn sera utilizada a
seguir.

Lema

Seja (X, d) um espagco métrico, U C X um aberto e K C U um
compacto. Entdo existe uma funcdo continua f € C(X,[0,1]) tal
que xk < f < xu.

Prova: Basta tomar

d(x, U°)
d(x,Uc) +d(x,K)

f(x) =
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Espagos Métricos

Um conjunto A C X é dito de Primeira Categoria em X se estd
contido numa unido enumerdvel de conjuntos fechados com
interior vazio, caso contrdrio ele é dito de Segunda Categoria em
X. E uma conseqliéncia imediata desta definicdo que
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Espagos Métricos

Proposicao

(X, p) € de segunda categoria nele mesmo se e sé se, em qualquer
representagdo de X como unido enumerdvel de conjuntos fechados,
pelo menos um deles contém uma bola.
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Espagos Métricos

Lema (Baire)
Se X um espago métrico completo,

» a unido enumerdvel de fechados com interior vazio tem
interior vazio,

> a intersecdo enumerdvel de abertos densos é densa e

» X € de segunda categoria nele mesmo.
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Espagos Métricos

Prova: As duas primeiras afirmativas s3o claramente equivalentes.
Seja {A, : n € N} uma familia de conjuntos abertos e densos.
Mostremos A = (1), An € denso; ou seja, que se O é um aberto
qualquer de X, entdo O N A # &. Dado xg € O seja ry > 0 tal que
By, (x0) C O e escolha x; € Byy(x0) NA1 e 0 < rp <% tais que

Erl (Xl) C Bro(XO) N A;.

Por indugdo, tendo escolhido x, e ry,, escolhemos x,11 e rpy1 tais
que 0 <rp1 < Ze

Efn+1 (Xn+1) C Brn(Xn) N Anti1.
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Espagos Métricos

Segue que a seqiiéncia {x,}nen € de Cauchy e portanto
convergente em X. Seja x = limp00 Xp. Como Xpip € By, (Xn)
para todo p € N temos que x € B,,(x,) C A, N O para todo

n € N. Logo x € AN O e o resultado segue.

A ultima parte do lema segue por reducdo ao absurdo. Suponha
que X = U2, F; com cada F; fechado e de interior vazio. Entdo
@ = Njen X\Fi 0 que é um absurdo pois, pelo que acabamos de
provar, [,y X\Fi é denso em X. [
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Espagos Métricos

Definicao

Seja X um espaco métrico e {Uy,--- ,U,} uma cobertura aberta

de X. Diremos que uma familia {¢; : 1 <i < n} C C(X,[0,1]) €

uma particdo da unidade subordinada a cobertura {U,--- , Uy} se

1. supp(¢i) C U;, 1 <i<n,
2. 371 ¢i(x) =1, para todo x € X.
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Espagos Métricos

Teorema

Seja {U1,--- ,Up} uma cobertura aberta para um espagco métrico
compacto X. Entdo existe uma particdo da unidade subordinada a
cobertura {Uy, -+ , Upn}.
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Espagos Métricos

Prova: Podemos escolher coberturas abertas {V17 , Vit e
{Wh,--- W}deXtalsqueWCW cVvicVv CU,-,
1 < < n. Basta escolher V4 = Oj,(A1) onde

! 1
Ar=X\{JUx e 61 = 5 d(A1L, X\Uh).
Pt
Considerar a cobertura {V4, Ua,--- , U,} e prosseguir por indugdo.
Exatamente da mesma forma obtemos { Wy, --- , W,}.
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Espagos Métricos

Seja
J 4, X\V)
d(x, W) + d(x, X\ V;)’

Claramente v; : X — [0, 1] é continua, supp(¢;) C V; C U;,

Yi(x) =

V(x) = Zw;(x) > 1, para todo x € X
i=1

e {¢1, -+ ,Pn} com ¢i(x) = \ﬁ((;()) 1 <7< n, é uma particdo da
unidade subordinada a {U1,--- , Up}. ]
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Dimensao Topolégica

Dimensao Topoldgica

Se K é um espaco topoldgico, diremos que K tem dimensdo finita
se existir um natural n tal que, toda cobertura aberta U de K
possui um refinamento U/’ com a propriedade que cada ponto de K
pertence a no maximo n + 1 subconjuntos de U’ (U’ tem ordem
n+ 1). Neste caso, a dimensdo dim(K) de K é o minimo n com
esta propriedade.
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Dimensao Topolégica

Este conceito tem a propriedade de que a dimensdo de qualquer
subconjunto compacto com interior ndo vazio de R" é ne, se K é
um espago métrico compacto de dimens3o finita, entdo é
homeomorfo a algum subconjunto de R2dim(K)+1 (Este teorema é
devido a G. Nobeling (1931) (veja [17]) e sera provado a seguir
com o auxilio do Lema de Baire).
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Dimensao Topolégica

Definicdo

Diremos que o conjunto {zy,--- ,zx} em RN é geometricamente
independente se lefzo aizi=0e lele a; = 0 implica a; = 0,

0 <i<k. Eclaro que {zy,--- ,zc} é geometricamente
independente se, e somente se, {z1 — zg, -+ ,zx — 20} €

linearmente independente.

Definicao

Um conjunto A de pontos de RN estd em posicdo geral em RV se
todo subconjunto de A contendo N + 1 ou menos pontos de A é
geométricamente independente.
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Dimensao Topolégica

Teorema
Dado um conjunto finito {z,--- ,z,} de pontos de RN e § > 0
existe um conjunto {yi,--- ,y,} de pontos de RN que estio em

posicdo geral em RN e tal que ||z; — yilloo < 6, 1 < i < N.

Prova: A prova é feita por indugdo. Faca y; = z; e se

{y1,--+ ,yp} estdo em posicdo geral e satisfazem ||z; — yil|oc < 6,
1 <i < p. Considere y,1 um ponto que ndo pertence a nenhum
dos hiperplanos gerados por N (aqui usamos o Lema de Baire) ou
menos pontos de {yi,--- ,yp} e que diste menos que § de z, ;.
Assim {y1, -, ¥p, Yp+1} estd em posicdo geral. [
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Dimensao Topolégica

Teorema
Todo espaco métrico compacto de dimensdo topoldgica m é
homeomorfo a um subconjunto compacto de R>m+1
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Dimensao Topolégica

Prova: Seja N = 2m + 1 e denote por RY, o espaco RV com a
norma ||x|lsc = supj<;<p |xi|. Seja C(X,RY) o espaco das funcdes
continuas com a norma [flleex,rry = maxxex [|f(x)]lo- Segue
que RY e C(X,RL) sdo espagos métricos completos.

Dada f € C(X,RY) defina

A(f) = sup diam(f1(z2)).
zef(X)

Note que, o nimero A(f) é uma medida do quanto f deixa de ser
injetiva. De fato, A(f) = 0 se, e somente se, f € injetiva.
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Dimensao Topolégica

Dado € > 0, defina U, = {f € C(X,RN) : A(f) < €}
Mostraremos que U, é aberto e denso em C(X,RY) e segue do
Lema de Baire que

é denso e portanto n3o vazio. De fato, existe um conjunto denso
em C(X,RY ) onde todas as fungdes sdo injetivas. Do fato que X
é compacto, X é homeomorfo a um subconjunto compacto de R(’)Vo.
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Dimensao Topolégica

Mostremos que U, é aberto em C(X,RY). Dado f € U, escolha
b € (A(f),€). Note que, se f(x) =f(y) =z, {x,y} C f}(z)e
d(x,y) < b. Segue que, se F = {(x,y) € X x X : d(x,y) > b},
entdo F é compacto e X X X 3 (x,y) — |f(x) — f(y)] e RT é
positiva em F.

Seja 6 = 3 min{|f(x) — f(y)} : (x,y) € F}. Se g € C(X,RL)) é
tal que sup,cx [|f(x) — g(x)|lc < 0, para (x,y) € F temos que
1£6) — F(Plloe > 29 € 8(x) — &)l > 0. Logo, g(x) = ()
implica que d(x,y) < b e portanto A(g) < b < e. Segue que

g € U e U, é aberto.
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Dimensao Topolégica

Mostremos que U, é denso em C(X,RN). Seja f € C(X,RY) e
€ > 0. Dado 4 > 0 mostremos que existe uma func¢do g € U, tal
que supyex [|f(x) — &(x)llc < 6.

Considere uma cobertura {Uy,--- , U,} de X tal que
» diamU; < 5,1 <7 <n,
» diamf(U;)) < $,1<i<ne

» {U1, -+ ,U,} tem ordem m + 1.

Seja {¢; : 1 <i < n} uma parti¢do da unidade subordinada a
cobertura {Uy,---, Up}.
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Dimensao Topolégica

Para cada i, escolha x; € U; e z € RN tal que z; € Bs (f(x;)) e de
2

forma que {z1, -+ ,z,} estd em posicio geral em RV Finalmente
defina g : X — RN por

= Z ¢i(x)zi
i=1

e mostremos que sup,cx ||f(x) — g(x)||cc < 0 € que g € U..

Note que

g(x) — f(x) = Z¢ (¥)(z — f(x) +Z¢, (F(xi) = £(x))-
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Dimensao Topolégica

Da escolha de x; e z; temos que ||z; — f(x;)|lco < %. Como

¢i(x) # 0 implica x € U;, como diam(f(U;)) < %; isto &,

1f(xi) = F(x)]|oc < & sempre que x € U; e como 37, ¢i(x) =1
para todo x € X temos que ||g(x) — f(x)|| < J para todo x € X e
supxex [[f(x) — 8(x)[lc <.

Para ver que g € U, mostraremos que, g(x) = g(y) implica que
x,y € Uj, para algum 1 </ < n. Assim, necessariamente,
d(x,y) < 5 e consequentemente A(g) < § < e.
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Dimensao Topolégica

Suponha que g(x) = g(y). Entdo > ;[¢i(x) — ¢i(y)]zi = 0. Do
fato que a cobertura U; tem ordem no maximo m -+ 1, no maximo
m + 1 dos ¢(x) (e dos ¢;(y)) sdo ndo nulos e assim a soma

Yo q[#i(x) — ¢i(y)]zi = 0 tem no maximo 2m + 2 parcelas ndo

nulas e que Y7, [éi(x) — ¢i(y)] = 0.

Como os z; estdo em posicdo geral, qualquer subconjunto de N +1
ou menos elementos sdo geométricamente independentes. Como
N + 1 =2m + 2 devemos ter que ¢;(x) = ¢i(y) para todo
1<i<Nex,y € Uparaalgum 1 <;j <N, provando que

Ag) <e. n
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Semigrupos e seus atratores

Semigrupos e seus atratores

Considere a equacio diferential

d
d—:—l—Au:f(u), t>0

U(O) =uy € X

(1)

onde X é um espago de Banach e A é um operador linear
(possivelmente ilimitado) and f é o termo forgante ndo linear
“dominado por A".
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Semigrupos e seus atratores

A equacgdo acima pode ser uma EDO, um problema de reacdo e
difusdo, uma equacdo de ondas, a equacao de Navier-Stokes, uma
equacdo diferencial funcional ou qualquer outro processo evolutivo
modelado por equag¢des diferenciais.
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Semigrupos e seus atratores

Suponha que, para cada up € X existe uma fun¢do continua
u(-,up) : [0,00) — X que é a Unica solugdo fraca de (1). Suponha
que

R* x X 3 (t,ug) — u(t,ug) € X

seja continua. Se C(X) é o espago das fungdes continuas de X nele
mesmo, t € R, defina T(t) € C(X) por

T(t)up = u(t, up).

O operator T(t) evolui o espaco de fase X do instante 0 para o
instante t.
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Semigrupos e seus atratores

E claro que
1. T(0)=1,
2. T(t)T(s) = T(t+s), para todo t,s € Rt e
3. RT x X 3 (t,up) — T(t)up € X é continua.

Uma fanilia de operators {T(t) : t > 0} C C(X) com as
propriedades acima é chamada semigrupo ou sistema dinamico.
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Semigrupos e seus atratores

Nosso objetivo é estudar o comportamento assintético de tais
semigrupos (ou sistemas dindmicos).

Agora vamos definir o objeto dindmico que (em vdrias ocasides)
contém todos os estados assintéticos de um semigrupo. Para este
fim, as no¢Oes de invariancia e de atracao para semigrupos
desempenhardo um papel fundamental.
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Semigrupos e seus atratores

INVARIANCIA

Um subconjunto A de X € invariante sob a acdo do semigrupo
{T(t):t>0} se T(t)A= A para todo t € RT.

ATRACAO
Dados By, B C X, diremos sue By atrai B sob a acdo do
semigrupo {T(t) : t > 0} se

tILn;O disty(T(t)B, By) = tlngo Z:g d(T(t)b, By) = 0.
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Semigrupos e seus atratores

Agora estamos prontos para definir atratores globais

Defini¢do (Atrator Global)

Diremos que </ é um atrator global para o semigrupo
{T(t):t >0} se é compacto, invariante e atrai cada subconjunto
limitado de X.

O atrator global <7, quando existe, é dado por
o/ = {x € X : existe uma solucdo global limitada £ : R — X por x}.

Assim, para entender o comportamento assintético do semigrupo,
devemos estudar o seu atrator global.
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EDOs

EDPs Parabélicas

Equacdes de Ondas Amortecidas
Equacdes de Navier-Stokes

Equacoes Diferenciais com Atratores Globais

Considere o problema

u="f(u), t>0

U(O) =up e R (2)

com f : R" — R" continuamente diferencidvel e tal que
f(u)-u<0

se ||u|| > M, para algum M > 0. Ent3o o semigrupo associado a
(2) em X = R" tem um atrator global.
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EDOs
EDPs Parabélicas
Equacdes de Ondas Amortecidas

Equacoes Diferenciais com Atratores Globais - N
4 Equacdes de Navier-Stokes

EDPs Parabdlicas

Seja Q ¢ RN, N > 2, um dominio suave. Considere o problem
parabdlico
ur—Au+u="~(u), emQ, t>0
u=0,em 092, t>0 (3)
u(0) = up € L9(Q), g€ (1,00)

onde f : R — IR satisfaz
|F(u) = F(v)] < clu—v|(lu]P~ +|v[P ! + 1),

comp=1+ QW" e, para algum M >0, f(u)u <0, se |u| > M.O
semigrupo associado a (3) in L9(€2) tem um atrator global.
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EDOs
EDPs Parabdlicas
Equacdes de Ondas Amortecidas

Equacoes Diferenciais com Atratores Globais - N
4 Equacdes de Navier-Stokes

Equacdes de Ondas Amortecidas

Seja Q ¢ RN, N > 3, um dominio suave e a € {0, 1}

ugr + n(—=A)%u — Au=f(u), t >0, xe€Q
u(x,t) =0, t >0, x € 9Q (4)
u(x,0) = up € Hy(R), u(x,0) = v € L3(Q)

onden >0ef:R — R satisfaz

|F(u) = F(V)] < clu—v|(lufo™t + ][ 4 1),
with po < JE% e f(u)u < O for |u| > M para algum M > 0. O
semigrupo associado a (4) tem um atrator global.
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EDOs
EDPs Parabélicas
Equacdes de Ondas Amortecidas

Equacoes Diferenciais com Atratores Globais s p
quac ferenciat m Atrator ! Equacdes de Navier-Stokes

Equacdes de Navier-Stokes

Para um dominio suave Q C R?

u —vPAu+ P(u-V)u=Pf(x), t >0, xeQ
u(x,t) =0, t >0, x € 0N (5)
u(x,0) = ug € L2(Q)

com f € H=5(Q,RR?), s < 2. O semigrupo associado a (5) em L2
tem um atrator global.
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Dimensao Fractal

Dimensao Fractal

Agora vamos apresentar a definicdo de dimens3o fractal. Seja K
um espago métrico compacto. Defina N(r, K) como o niimero
minimo de bolas de raio r necessario para cobrir K. A dimensdo
fractal c(K) de K é definida por:

_ limsu log N(r, K)
c(K) =1 rjop log(1/r)

Exercicio

Mostre que, c(K) é o menor nimero para o qual, dado € > 0,
existe um § > 0 tal que

1 c(K)+e
N(r,K)<<;> s 0<I‘<5
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Dimensao Fractal

Exercicio
Encontre exemplos de seqiiéncias que convergem para zero e tém
dimensao fractal positiva e dimens3o topologica igual a zero.
Existem conjuntos com dimens3o fractal infinita e com dimens3o
topoldgica finita (veja [15]).
Exercicio
Seja K um subconjunto compacto de um espaco métrico X.
Mostre que, se « > 0 en € (0,1), entdo
n
¢(K) = limsup w.
nsoo  — log(an”)
Mais geralmente, se {a,} € uma seqiiéncia decrescente em (0, c0)

s n— - : log N(an, K
coma, =3 0e 1og‘_1,"”:1 =31, entdo c(K) = limsup=&; Io(ga(;’ ))‘
n n—oo "
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Dimensao Fractal

Lema
Seja X um espaco vetorial normado e K1, Ky subconjuntos
compactos de X. Entdo c(Ki + Kz) < c(Ki) + c(Ka).
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Dimensao Fractal

Prova: Note que, se N; = N(r, K;) existem x{,--- ,x} em K tais
N; N> Ny

queK,-CUB )eaSS|mK1—|—K2CUU< 1)—1—3(?)).
Jj=1 i=1j=1

Como B,(x}) + B/(x?) = Bar(x} + x7) temos que
N(2r, K1 + K2) < N(r, K1)N(r, Kz) e assim

log N(2r, K1 + K2)

c(K1 + Kz) = limsup

r—0 |0g(1/2f)
< limsup 8N KIN(r, K2)
S0P T log(1/2r)
. log N(r,K1) . log N(r, K>)
< limsup ————2——% 4+ limsup ———>-2~
ot log(1/) | io log(1/r)

= c(K1) + c(K2)m
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Estimativas da dimensao fractal

Estimativas da dimensao fractal

Nesta secdo mostraremos (usando a regularizacdo de semigrupos)
que, em geral, o atrator global de um semigrupo tem dimensao
fractal finita. Aproveitaremos para construir o que se conhece na
literatura como atratores exponenciais (veja [6] para o caso de
espacos de Hilbert e [5] para o caso de espagos de Banach).
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Estimativas da dimensao fractal

O foco dos resultados desta secdo é a demonstracdo de que o
atrator global tem dimensdo fractal finita e, consequentemente,
dimensao topoldgica finita. Nao hd qualquer preocupagio com a
obtencdo de uma melhor quota para a dimens3o. As técnicas
utilizadas aqui n3o exploram as propriedades espectrais da
lineariza¢do do operador (squeezing). Em lugar disso, as
estimativas obtidas para a dimensao dependem de propriedades de
regularizagcdo do operador e de propriedades de imersdes compactas
entre espacos de Banach (ndmeros de entropia, veja [7]).
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Estimativas da dimensao fractal

A construcdo dos atratores exponenciais dada a seguir basea-se na
construgdo dada em [8] que é bastante mais geral que aquela dada
nos trabalhos iniciais de [6, 5] e também muito mais simples. H3
uma enorme literatura voltada a aplicacdo dos resultados abstratos
sobre atratores exponenciais o leitor pode tomar como referéncia
inicial os exemplos apresentados em [8].

Faremos apenas a construcdo dos atratores exponenciais para o
caso discreto, o caso continuo é deixado para o leitor (veja os
casos continuo e ndo-auténomo em [3]).
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Estimativas da dimensao fractal

Definicao

Seja {S" : n € N} um semigrupo num espaco métrico X.
Diremos que M é um atrator exponencial para {S" : n € N} se
for compacto, positivamente invariante (S"(M) C M, n € NT),
¢(M) < oo e existir uma constante v > 0 tal que

lim e""disty(S"(B), M) =0
n—o0

para cada B C X limitado.
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Estimativas da dimensao fractal

Sejam (X, || - |Ix) e (Y,] - ||y) espagos de Banach e suponha que
(X, |l - lIx) esteja compactamente imerso em (Y, || - ||y) ; isto é,
que X C Y e que os limitados de (X, || - ||x) sejam relativamente
compactos em (Y, - |ly). Seja S : X — X uma fungdo continua
tal que
» {S": n e N} é limitado dissipativo; isto é, existe um conjunto
limitado By C X tal que, para todo B C X limitado existe
ng € N tal que S"(B) C By para todo n > ng.
» Existe uma constante K > 0 tal que
|ISx — Sy|lx < K||x — y|ly, para todo x,y € By.
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Estimativas da dimensao fractal

Teorema
Nas condicées acima, para todo v € (0,1), {S" : n € N} tem um
atrator exponencial M,, e se N(r, A) denota o niimero minimo de

bolas de raio r em (Y| - ||y) necessdrias para cobrir A C Y, entdo
M, pode ser escolhido de modo que

log(N(5%, Bi'(0)))
log(L) '

O semigrupo {S" : n € N} tem um atrator global A com
c(A) < c(M,).

c(My) <
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Estimativas da dimensao fractal

Prova: Vamos assumir (tomando iteradas de S, se necessdrio) que
ng, = 1. Sejav € (0,1), No = N(%, Bo) e
Vo ={x1, - ,xn} C Bo tais que

Assim,

Us %X,)HBO UBX (x))NS(By) (6)
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Estimativas da dimensao fractal

Seja Vi = S(Vo) e N, = N(5%, B{*(0)). Logo, existe
Vo ={xj:1<i< Ny, 1<j<N,}CS(By) tal que

No N,

UBX (x1)) N S(Bo) = [ J | B (i) N S(By).

i=1j=1
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Estimativas da dimensao fractal

Como antes, existe V3 = {xji : 1 < i< No, 1 <j,k <N, }
C 52(30)

No N,
S*(Bo)=JJs(B

i=1j=1
No N,

No N, N,
—UUB (5(x)) N S%(Bo) = UUUBYxUk)HS(Bo)

i=1j=1k=1

X\‘N~<

(x;7) N Bo) N S?(Bo)
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Estimativas da dimensao fractal

No N, N,

SB)=JUU s x,,k) N By) N S3(Bo)
i=1j=1k=1
No N, N,

_UUUB S(xix)) N S3(Bo)

i=1j=1k=1
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Estimativas da dimensao fractal

Prosseguindo por inducdo obtemos V,, C S"(By) com
#V, = NoN7—1

S"(Bp) C Uxev, BS(Sx).
Segue de (6) que S(Bp) € relativamente compacto e portanto

{S": n e N} tem um atrator global A. E claro que A € 5"(Bo)
para todo n € N e portanto N(v", A) < NgN"~1. Segue que

c(A) = limsup log(N(", A))

n—o00 log%
< Im log(NoN~1)  log,
S =
n—00 log% log%

Alexandre N. Carvalho ICMC - USP Dimensao Fractal de Invariantes



Estimativas da dimensao fractal

Observe que

disty(S"(Bo), Vi) < v".
: X
Defina EO = Vo, En_|_1 = Vn_|_1 U S(En), neN, e MV = UnEN E, .
E claro que S(M,) C M, e que

disty(S"(Bo), M) < v" = e85
Como By é absorvente, dado B C X limitado, existe C(B) > 0 tal

que
disty(S"(B), M,) < C(B)e ™84 n e N.
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Estimativas da dimensao fractal

Resta mostrar que ¢(M,) < co. Primeiramente note que
Enyj C S"Bp para todo j € N* e assim

M, C EgU--- U E, U Sn(By).

Agora, #(EgU---UE,) <[(n+1)2 — 1]NoN L e
N(v",S"(By)) < NoN2~—1. Assim

N@", M,) < (n+1)*NoN"L,

logN,
log(3)

Disto segue que ¢(M,) < e a prova estd completa. [
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Estimativas da dimensao fractal

No Teorema 5 supomos implicitamente que S : X — X seja um
operador compacto (S(Bp) € um conjunto absorvente compacto).

Estes resultados podem ser estendidos ao caso em que S é soma
de um operador compacto com uma contracdo estrita.

Como conseqiiéncia os resultados que garantem que o atrator
global tem dimens3o fractal finita também podem ser estendidos

(veja [4]).

Alexandre N. Carvalho ICMC - USP Dimensao Fractal de Invariantes



Estimativas da dimensao fractal

@ A.N. Carvalho, J. A. Langa and Robinson, J. C.
Finite-dimensional global attractors in Banach spaces, Journal
of Differential Equations, 249 (12) 3099-3109 (2010).

@ A. N. Carvalho, J. A. Langa and Robinson, J. C. Attractors for
Infinite-dimensional non-autonomous dynamical systems,
Applied Mathematical Sciences 182, Springer Verlag NY
(2013).

@ A. N. Carvalho and S. Sonner, Pullback exponential attractors
for evolution processes in Banach spaces: Theoretical results,
Communication on Pure and Applied Analysis 12 (6)
3047-3071 2013.

Alexandre N. Carvalho ICMC - USP Dimensao Fractal de Invariantes



Estimativas da dimensao fractal

@ J. W. Cholewa, R. Czaja and G. Mola, Remarks on the fractal
dimension of bi-space global and exponential attractors. Boll.
Unione Mat. Ital. (9) 1 (2008), no. 1, 121-145.

@ L. Dung and B. Nicolaenko, Exponential attractors in Banach
spaces, J. Dynam. Differential Equations 13 (4) (2001)
791-806.

@ A. Eden, C. Foias, B. Nikolaenko and R. Temam, Exponential
attractors for dissipative evolution equations, Research in
Applied Mathematics, John Willey & Sons (1994).

@ D. E. Edmunds and H. Triebel, Function Spaces, Entropy
Numbers and Differential Operators, Cambridge University
Tracts 120, Cambridge University Press (1996).

Alexandre N. Carvalho ICMC - USP Dimensao Fractal de Invariantes



Estimativas da dimensao fractal

@ M. Efendiev, A. Miranville and S. Zelik, Exponencial attractors
and finite-dimensional reduction for nonautonomous dynamical
systems, Proceedings of the Royal Society of Edinburgh,
135A, 703-730, 2005.

@ J. K. Hale Asymptotic Behavior of Dissipative Systems,
Mathematical Surveys and Monographs 25 (American
Mathematical Society, Providence, RI) (1988).

@ D. Henry, Geometric Theory of Semilinear Parabolic
Equations, Lecture Notes in Mathematics 840,
Springer-Verlag, Berlin, 1981.

@ W. Hurewicz & H. Wallman, Dimension Theory Princeton
University Press (1948).

Alexandre N. Carvalho ICMC - USP Dimensao Fractal de Invariantes



Estimativas da dimensao fractal

@ J. P. Kahane, Measures et dimensions, Turbulence and the
Navier Stokes equation, Lecture Notes in Mathematics 565
Springer-Verlag, New York, (1976).

@ O. A. Ladyzhenskaya, Attractors for semigroups and evolution
equations, Leizioni Lincee, Cambridge Univ. Press, Campridge,
UK (1991)

@ J. Mallet-Paret, Negatively invariant sets of compact maps
and an extension of a theorem of Cartwright, J. Differential
Equations, 22 331-348 (1976).

@ R. Mafié, On the dimension of the compact invariant sets of
certain non-linear maps, Lecture Notes in Mathematics 898
230-242 Springer-Verlag, New York, 1981.

Alexandre N. Carvalho ICMC - USP Dimensao Fractal de Invariantes



Estimativas da dimensao fractal

[ J. R. Munkres, Topology, Second Edition, Pearson Education
(2000).

E G Nobeling; Uber eine n-dimensionale Universalmenge im
R271 Math. Ann. 104 (1) 71-80 (1931).

@ J. C. Robinson, Dimension, Embeddings, and Attractors,
Cambridge Tracts in Mathematics 186, Cambridge University
Press, Cabridge UK (2011).

@ Temam, R. Infinite dimensional dynamical systems in
mechanics and physics, Applied Mathematical Sciences 68,
Springer-Verlag (1997)

Alexandre N. Carvalho ICMC - USP Dimensao Fractal de Invariantes



	Introdução
	Espaços Métricos
	Dimensão Topológica
	Semigrupos e seus atratores
	Equaçoes Diferenciais com Atratores Globais
	EDOs
	EDPs Parabólicas
	Equações de Ondas Amortecidas
	Equações de Navier-Stokes

	Dimensão Fractal
	Estimativas da dimensão fractal

