
Dber eine n-dimensionale Universalmenge im /t.~+. 
Von 

Georg N5beling in Wien. 

Unter einem Raum verstehen wit ]m ~olgenden stets einen metrisehen 
Raum, in dem eine abz~hlbare Teilmenge dicht liegt. Meager hat den 
folgenden Satz ausgesproehenl): 

Satz  1. Fiir beliebiges n ist ~eder n-dimensionale Raum mit einer 
Teilmenge des ( 2 n - k  1)-dimensionalen Cartesischen R~,+ I homSo~norph. 

F i i r n  ~-0 ist dies der Satz yon Sierpifmki2), dab jeder im Sinne 
der Dimensionstheorie nutldimensionale Raum mit einer Teilmenge der Ge- 
raden homSomorph ist, Der Beweis des Satzes 1 wurde yon Menger flit 
n - 1 erbracht und Rirn ~ 2 skizziert, abet nicht voltst~i~dig du~ehgefiikrts). 
Es ist der Zweek dieser Arbeit, den Satz I unabh~ngig von jener Beweis- 
skizze allgeme~u zu beweisen. 

Wit werden mehr beweisen. Naeh Meager heift ein Raum ein 
n-dimensioaaler Universalraum, wenn er selbst n-c]/mensional ist und zu 
j edem n-dimensionalen Raum eine homSomorphe Teilmenge enth~ilt. Uber 
die Existenz von Universak~umen behauptet Meager den ~) 

Satz 2. F~r ]edes n gibt es einen n-dimensionalen Universalraum. 

F ~  n = 0 ist dies bewiesen dutch den Satz yon Sierpifiski~), dab 
das Cantorsche Diskontinuum ein nul]dimensionaler Univemslraum ist. Fiir 
n = 1 hat Meager einen eindimensionalen Universalraum im R~ konstruiert~). 

Wit wollen nun beweisen, daft die Menge aUer der]enigen Punl~e des 
R.~,,~,, die hdchstens n rationale Koordinaten lzaben, ein n-dimensionaler 
Universalraum ist. Damit werden Satz 1 und Satz 2 bewiesen sein~ 

~) Meager, ,Dimensionstheorie a, Teubner 1928, S. 295. 
e) Sierpifiski, Fund. Math. 2, S. 89. 
~) Menger, ~Dimensionstheorio ~, S. 296ff. 
~) Meager, .Dimensionstheorie" S. 315. 
~) Meager, Proe. Acad. Amsterdam 29, S. 1125. 
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Zungchst behaupten wit den 

H i l f s s a t z  1. Sind im k-dimensionalen Cartesischen Raum R k m nicht 
notwendig verschiedene Punkte 

(x;  . . . .  , x ; )  (~  = 1 , . . . ,  m) 
und eine Zahl e > 0 gegeben, so k6nnen wit m Punkte 

(~? . . . . .  ~;)  (~ = 1 , . . . ,  ~ )  
so wiihlen, dab erstens 

(1) I * 2 - ~ ; l < ~  (~ .=1  . . . . .  ~; , , , = l ,  ..., m) 

gilt, und zweitens der Rang jeder h6chstens (k q-1)-zeiligen Matrix 

i i l ~ ; '  ~ ; , j  
(2) M = '[ "'" ( �9 o o . . , 

1 ~,~a g,.h :i 
1 - , *  k 

gleich der Anzahl h ihrer Zeilen ist. 

Beweis .  Nach einem bekannten Satz der Algebra 6) kann man die Punkte 

( ~  . . . . .  ~;)  (~ = 1 , . . . ,  ~ )  
mit 

i , 2 - ~ 2 1 < ~  ( ~ = 1  . . . . .  k; ~ , = 1 , . . . , ~ )  

so wghlen, dab alle Determinanten der Ma~rizen M yon Null verschieden 
sin& Diese Punkte haben die verlang~en Eigenschafgen. 

Besitzen n q - 1  ( n ~ 0 )  Pnnkte (• . . . . .  x;)  ( v = l , . . . , n q - 1 )  des 
l-dimensionalen Cartesischen Raumes R z die Eigenschaft, dab die Matrix 

1 . . .  xff tl I xl li} 
�9 ~ . . . .  ] 

I n - I - 1  n + l  
I x 1 . . .  x l 

den Rang n ~ 1 hat, so nennt man die Menge Sa l l e r  Punk~e (x~ . . . . .  xt) mit 

z ,  = 21 x~ § , . .  § ~+1  z, 
�9 o . . . . . . . . . .  

(a) .~ = q ~  + . . .  + ; . .+ix? +1 
1 = , ~  - - . . . + & + ,  
t 1=>_ 0 , . . . ,  &+,  >=0 

das yon den Punkten (x~, . . . ,  x~) auIgespannte n-dimensionale Simplex. 
aedes vo~ i -,- 1 (i =< n) ~untaen (x;', ..., xz ) ,  . .  . ,  ~ , . . . ,  x;'+9 aut- 
gespannte Simplex hei_6t eine i-dimensionale Seite von S; die Punkte 
(x;', . . . .  xL ~) heil~en auch Eckt)tmkte von S. 

6) Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl., 1 (1898), S. 147. 
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Sind endlich viele hSchstens n-dimensionale Simplizes $1 , . . . ,  Sj ge- 
geben, yon denen wenigstens elnes genau n-dimensional ist, trod yon denen 
je zwei als Durchschnitt die leere Menge oder eine beiden gemeinsame 
Seite haben, so nennt man die Summe K = S 1 -~- . . .  ~- S 3 einen n-dimensio- 
na]en Komplex. Die Eckptmkte der Simplizes S i nennt man die Eek- 
ptmkte des Komplexes K. 

Es sei im R~ ein beliebiger n-dimensionaler Komptex K -=~ S I ,-~ . . .  q- Sj 
mi~ den Eckl3unktea (x~ . . . . .  x[') (# = 1 . . . . .  m) gegeben, wobei jeder Eek- 
ptmkt nut einmal aufgeschrieben ist. Wit denken uns seine Darstellung 
•1 @ ' "  q- ~qJ so gewii3alt, da~ zu jedem Simplex Si auch alle seine Seite~ 
unter den Simplizes $1 , . . . ,  S~ vorkommen. /st  p -=~ (x~, . . . ,  xz) ein Punkt 
yon K, so gibt es tinter den S 1 . . . .  , Sj genau ein niedrigstdimensionales 
Simplex S~, in dem p tiegt. Sind die PunkCe (xi . . . .  , .. 
die Ecken yon S~, so gilt 

xl ~ ) ' 1x l  -~ -" .~ -  rex1 
. . . . . . .  o , . 

l 

(4) 
G ~ > O ,  . . . ,  ~,, > 0 

2~ = 0  fiir /~#~t ,  . . . . .  #i ( / = _ < n + l ) ,  

Pa < "'" < #~" 

Diese Darstellung des Punktes p wollen wit die ausgezeiehnete Dai- 
stetiung nennen. Die Parameter )~ (# = 1, . . . ,  m) sind eindeutige, stetige 
Funk-tionen yon p, and hSchstens n T 1 yon ihnen sind yon Null ver- 
schieden. 

Wit behaupten jetzt den 

Hi l f  s s a t z 2. Ist  im l- dimensionalen Cartesischen Raum R t (1 ~> 2 n -~ 1 ) 
ein n-dimensionaler Komplex /f: und eine positive Zahl e gegeben, so 
kann man K auf eine Teilmenge K '  des (2n  q-1)-dimensionalen Cartesi- 
schen Raumes R~+~ derart abbilden, da~, wenn p = (x 1 . . . . .  x.~ +1, . . . ,  x~) 
ein P u n ~  aus K, p ' :=  (x~ . . . . .  x ~ + l )  sein Bildptmkr in K '  ist, die Be- 
ziehungen 

(5) Ix , - -  x ']  < z ( i = 1  . . . . .  2 n  q - l )  
getten. 

Beweis :  Esseien(x~*, . . . ,  x~") (/~ = 1  . . . . .  m) die EckTunkte des Kom- 
plexes K, wobei jeder nut  einmat aufgeschrieben ist. Neben jedem Punkte 
(x~ *, . . . .  x~') betrachten wir den Punkt (x~ , . . . ,  x~"~+~) des R~,~+~, dessea 
Koordinaten mit  den 2 n  @1 ersten Koordinatcn des Ptmktes (x~ . . . . .  x~) 
iibe~einst, lravoen. Auf die m Punkte (x~', . . . ,  x~+x) des R~+x wenden wir 
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den Hilissatz 1 an, der uns die Punkte 

( ~ '  . . . .  , ~ + ~ )  
liefer~. 

I s t  n u n  

( #  = I . . . . .  m)  

X l  ~1 1 , ~ m x~ -i- �9 .. -7 ,tin x l  

xz = ,~ x~ § . . .  + , ~  x f  ~ 

1 =) '1  + . . .  + 2 . ~  

2.~ > 0 . . . .  , 2 , ,  > 0 

2 , = 0  fiir # = ~ / ~  . . . . .  /~ ( i<_~n-~] )  

/6 < ..- ~ /x l  
die ausgezeichnete Darstellung eines Ptmkt~s p - - ( x l ,  . . . , x , )  aus K,  so 
m:dnen wit ihm den P a n k t  p ' ~ -  (x~ . . . . .  x~n~l)  nfit  

r r 

. . . . . . . .  ~ . . . . .  

X p -1 ~ ~ ~m 
�9 ~ n q - 1  : ~1  X 2 n t l  �9 " �9 -i f-  A m  ~ n §  

als Bildpunkt zu. Die Menge aller PunkCe p '  heifie K ' .  

Diese Abbildung K---~K'  hat, wie wit je~zt zeigen wollen, die be- 
haupteten Eigenschaften. 

Zun/ichst ist sie eiadeatig und stetig, da die Parameter 2~ eincleutige 
und stetige Funk~ionen yon p sin& 

Ihre Eineindeutigkeit wird iolgendermaBen bewiesen: 
Es sei p" ~ (x~ . . . . .  x~,~+~) das Bild der beiden P u n k ~  p ~ (x~ .... , x~) mit 

x 1 ---- 2~ xl -~- . . .  -7- 
. ~ o o . . . . . .  

1 =21 ~ - . . . + 2 , ,  

)vq > O, . . . ,  )>, > 0 

/~x < --- <:/~i 
u n d  q =- (y~ . . . .  , y~) m i t  

�9 . �9 o . o o . . . .  

1 : 2 ;  + . . . + ~  

z~. > 0, , > 0 

Z ~ = O  flit #=t=~t l , . . . ,#~ ( / _ _ < n + l )  



n-dimensionale Universalmenge. '/5 

Dann gelten die Gleichungen 
P - - / a '  ; - - ~ u  s 

�9 ~ . �9 . . . . . . . .  . . . . . .  . . . . 

�9 

&, §  + ~,, = a;; + . . .  + Q .  

Da abet nach Hilfssatz 1 der Rang der wegen i g n q- 1 und ] ~_~ n § 1 
hSchstens (2 n § 2)-zeiligen Matrix 

1 ~i ~' . . .  - "~ Xenq-1  

1 ~ ' . . .  -"'  X e n + l  

1 - r  2v; I, 
X l ~  " " " 2 n - { - 1  

gleich de~ Anzahl ihrer verschiedenen Zeilen ist, mul~ i-~';/,~---~#; .... , ~ '  
and 

sein. Da abet weiter fiir /~ =4= ,%, . . . ,  & gilt ~,=.  ~'~ = 0, so sind p und 
q identisch. 

Unsere Abbildung K - + K '  ist also eineindeutig und ste~g und daher 
wegen der Kompakthdt  von K topologisch. 

I~t ~ohli.~Uoh p = ( x . . . . , ~ , )  ~ ~ k ~  au~ K, p ' =  (~I . . . . .  ~;~+~) 
sein Bfldpunkt in K', so gilt 

, ~ _ ,-:- .. ~ r - m  �9 ,-~, ;.1(~J ~:) �9 § ~,<~.-z:~) (~=~,'",~n§ 

Da abet 
,q > o, ..., ;,,,,> o, 

1 = ~1-7-"" § )~,  
.und nach Hitfssatz 1 

!-1 1,,<~, ~ ? _  x ? l <  ~ 
X v - -  Xv ~ "''~ i 

ist, so folgt 
!x~' -- %1 < e (u = 1 , . . . ,  2 n  ,~-1). 

Damit ist I~lfssatz 2 bewiesen. 
$ $ 

$ 

Es sei H der ttilbertsche Raum. Mit R= wo!len wit den m-dimensio- 
nalen, duxch die Gleichmagen, 

X m +  1 = X.m+, a = . . .  = 0 

defmierten Euklidischen Teitraum yon H bezeichnen. Sodann bedeute U~ 
die Menge aller derjenigen Punkte (x~ . . . .  , x = , 0  . . . .  ) yon R~n+l, fiir 
welche hSchstens n der Koo~dinaten x~ . . . .  , x~+~ ~ational siad. 
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Diese Menge U~ ist h6chstens n-dimensional. Bedeutet n~mlich V~ 
mit 0 _~ ~ :~ n (lie Menge aller PunkCe des R ~ + I  , die genau u rationale 
Koordinaten haben, so ist U , ~ - V  o + . . . - ~ - F , .  Die Mengen F, sind abet 
nulldimensionaF). Also ist die Menge U~ h5ehstens n-dimensional. 

Bezeichnen wir alIe n-dimensionalen Ebenen ( R : , + I  der Form 

x~ = r~ . . . . .  x ~  = r,+~ (1 ~ i 1 < . . .  < i,,+~ ~ 2 n + 1), 

wo r i , . . . ,  r~+ 1 rationale Zahlen becleuten, in irgendeiner Reihenfolge mit 
E I, E~ . . . .  , so gilt flit die Menge U~ die Gleichung 

(6) U~= R+,,+~-- (E~ + E+ + . . . ) .  

Wit behaupten jetzt den 

Satz .  Jeder n-dimensionale Raum Mis t  mit einer Teilmenge M* 
de+" Menge U~ homSomorph. 

Beweis .  Da nach Hurewiez s) jeder n-dimensionale Raum mit einer 
Teilmenge eines kompaJ~ten n-dimensionalen Raumes homSomorph ist, 
geniigt es, unsern Satz /fir kompak:~e R~iume M zu beweisen. 

Da weiter vermSge eines Satzes yon Urysohn 9) jeder ]~ompakte Raum 
mit einer Teilmenge des Hitbertsehen Raumes H homSomorph ist, geniigt 
es fib den Beweis unseres Satzes, den Raum M als eine l~ompakte n-di- 
mensionale Teilmenge des Hilbertschen Raumes H anzunehmen. 

Und schliel3Iieh bedeutet es keine Einschrs der Allgemeinheit 
anzunehmen, dai~ flit alle Ihmkte (x 1 . . . . .  x ~ . l ,  x~..+~, . . . )  yon M die 
Gleichmagen 

X l =  . , .  = Z 2 n + l  = 0 
gelten. 

Es sei M k,~ (k ~: 1, 2, . . . ,  ad inf.; m = l  . . . .  . m~) eine erzeugende 
Doppelfolge yon M 1% bestehend aus in M abgeschlossenen Mengen ~d~. 

Wir orclnen nun allen Punkten yon M einen beliebigen, abet festen 
i~nlct+ e = (el . . . . .  e+=~+x, 0 . . . .  ) des R~=,,+, als Bild zu, wobei ~l . . . .  , e ~ + l  
beliebige IrrationaLzahlen sind. Die aus dem ;Pun]rte ~) bestehende Menge 
heiBe M~. Die Abbildung M - +  Mx ist eindeutig mad stetig. Die Menge M~ 
hat yon der Ebene E~ einen i b s t an d  

( 7 )  ~ = ~ ( M .  E l )  > 0 .  

Wit setzen noch 

( 8 )  ~ = 1.  

~) Menger, ,,Dimensionstheorie", S. 147. 
~) Proc. Acad. Amsterdam 80 (1927), S. 425. 
q) Math. Annalen 94 (1924), S. 309; Math. Annalen 92 (1924), S. 302. 

lo) Menger, ~Dimensionstheorie", Teubner 1928, $. 61. 



n- dimensionate Universalmenge. 77 

Ausgehend von dieser eindeufigea und stefigea AbbJldung M--* Mt 
bilden wit sukzessive fiir i ~-1, 2, ..., ad inf. die Menge M auf eine Teil- 
menge M i des R~+~ eindeutig und stetig ab gemgfi tier folgenden Induk- 
tionsvorschrift: 

Liegen fiir ein natiirliches i zwei Zahlen e~ und ~]~ und eine eindeutige 
stetige Abbildung der Menge M a u f  eine Teilmenge M i des R~+~ vet, so 
bezeichnen wir die Bilder der Mengen M;~ in Me mit (M)e)~ and wghlen 
nun eine positive Zahl Q+, gem/iB fo]genden Bedingungen: 

g~ 
(O) ~+~ < ~-, 

(10) ~i§ < 2-' 

(n) ~ e~+l ldeiner als tier Abstand je zweier fremder Mengen M~ mit k ~ i, 

M3 (12) 4 e~+ x tdeiner als der Abstand j e zweier fremder Mengen ( ~)r mit k ~ i. 

Wenn nun p = ( O , . . . , O , x ~ , + v . . .  ) e in  P u n k t  aus  M und (xx,. . . ,  
x ~ _ ~ ,  0 . . . .  ) sein Bildpun~ in M i ist, so ordnen wit dem Punkte p den 
P t m k t  p ~ =  ( z  x . . . . .  x ~ , ~ + v x ~ + v . . .  ) als Bfld zu. Die Menge aller Punkte p '  
heifle Mk Diese Abbildung M--+ M ~ ist topotogisch, denn ers~ens liegen 
wegen de~ Stetigkeit der Abbildung M - +  M~ fiir je zwei hinreichend nahe 
beieinander liegende Punkte p = (0 . . . . .  0, x~+~, . . . )  und q ----- (0 . . . . .  
0, y.~,,+~ . . . .  ) yon M die Koordinaten x~ und Ys (~" ~ 2 n + 1) ihrer Bild- 
punk~e in M~ mad daher auah ihre Bildpunkte p~ und qi bdiebig nahe 
beieinander; und zweitens gilt fiir irgendein ] >~ 2 n + 2, wean p und q 
verschieden sind, x j  ={= y j ,  woraus sofort p i +  q~ folgt. 

Nach Alexandroff n) k6nnen wit die Menge M i bei geeigneter Wahl 
der Zahl 1 >_ 2 n + 1 auf einen n-dimensionalen Komplex K i ( R~ eindeutig 
und stetig derart abbilden, dal~ jeder P u n k t  p ~ = ( x v . . . ,  x~,~ + ~ , x~ ,, + ~ , . . . ) 

aus M ~ yon seinem Bilclptmkt ~ =  (x~ . . . . .  x~, 0 . . . .  ) einen Abstand 

(la) a (p ' ,  ~ )  < *'+* 
3V2n+l 

hat, so dab also insbesondere die Ungleiehtmgen 

(14) I x~ - -  x~'{ < ~,+1 (j = 1 . . . . .  l) 
3 | '2n+l  

gelten. 
Nach B'iif.~.~tz 2 kSnnea wit den n-dimensionalen Komplex .K, < R~ 

auf eine Menge K~< R~.~+I topologiseh dera~t abbflden, daft, wenn 
(~; . . . . .  :#, o , . . . )  ein Po~k, ~,~s K, una (x;" . . . .  .~,,+." 0 . . . .  ) ~em B~d- 

u) Atexmadroff, Annals of Mathematics (2) 30 (1928), S, 18. 
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punkt in K~' ist, die Ungleichungen 

(15) ( i=1, . . . ,  2 n +  1) 
3 |/2n+1 

gelten. 
Schliel~lic.h w~ihlen wit eine positive Zahl ~ < _~L+I so klein, dal~ 

3 ~2n-F1 
3~ ldeiner ist als der Abstand je zweier fremder Bilder yon Mengen 
M~ (k ~ i) in K~'. Sodann kSnnen wit nach Alexandrof[ 1~) die Menge K~ 
auf eine Menge Mi+ 1 ( R ~ + t  eindeutig and stetig abbilden, so da~ ers~ns 
der Absta~d ~i+1 der Menge Mi+ ~ yon der Ebene Ei,1 

(16 )  = > 0 

ist, und so, dal] zweitens jeder Pank~ (x;', x "  0 , . . . )  aus K( von 
�9 " "~ 2 n - i -  1 ~ 

seinem Bildpuakt (x~", .. . ,  x : .§  " 0 , . .  .) einen Abstand < $ hat; hieraus 

folgen abet einerseits wegen ~ ~ ~'+' die Ungleichungen 
3~2n+1 

(17) I x ; ' - - x ; " ! <  --%-~ (~'-----1 . . . . .  2 n + l ) ,  
3~2u+1 

und anderseits haben nach Wahl yon ~ die Bilder ($/~,)i+1 und (M~)i=~ 
zweier Mengen M~, und M i (k ~ i) in M~+~ einen Abstand 

[( > o < i), 
(18) falls die Bilder der Mengen M~, und M~._ in K~' fremd sind. 

Die dutch Aneinanderreihang der eindeutigen stetigen Abbildungen 
t ! I 

M--~ M i, M --,- K~, K~ -~  Ki, K~ --~ Mi+l entstehende Abbildang der 
Menge M anf eine Teilmenge "~+1 des R ~ + I  ist eindeutig und stetig. 

Aus der vorgegebenen Abbildnng M - ~  M i u n d  den Zahlen e~ and ~]~ 
haben wit damit eine Abbfldang M - ~  M~+~ und die ZaMen el+ t u n d  y~.~ 
konst~uiert. 

Auf Grund dieser Induktionsvorschrift konstruleren wit, ausgehend 
von dex Abbi]dung M ~ M~, sukzessive Iiir i = 1, 2 . . . . .  ad inf. eine ein- 
deutige stetige Abbildung der Menge M a u f  eine Teilmenge M~ des 
R:,+~. Wit wollen jetzt zeigen, dait die Folge der Abbildungen M - *  M~ 
(i = 1, 2 . . . . .  ad inf.) gegen eine topologische Abbildung der Menge M auf 
eine Teilmenge M* des R~,+x konvergiert. 

Es sei p ~-(0 . . . . .  0, x~+~, . . .) ein beliebiger Punkt aus M, und es 
seien p~=(x~ ,  x~,+:~,O, .) und p~+~ (x;" . . . . .  " 0, . . .) seine 
Bildptmkte in Mi und M~+~. Dana folgen aus (14), (15) trod (17) die 
Ungleichungen 

} x , - - x [ " ] <  ~'+" (~- -1  . . . . .  2 n + 1 ) ,  

a~) Alexandroff, GSttinger Nachrichten 1928, S. 37. 
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Also haben die Punk~ Pi and Pi+l efiaen Abstand 

(19) < 

1 
(20) ei+, < ~v-  

Also ist wegen (19) und (20) die Pmaktiolge p,, p~ . . . .  eine Cauchysche 
Folge und besitzt daher im R.~+I einen Limes p*, den wit dem Punkte p 
sls Bild maordnen. Die Menge aller Punkte p* heiBe M*. Wit wollen 
zeigen, daft diese Abbildung M--~ M* topologisch ist. 

Ihre Stetigkeit folgt daraus, da~ die Folge der eindeutigen stetigen 
Abbildungen M -* M~ (i = 1, 2 . . . .  , ad inf.) gegen die Abbildung M--~ M* 
wegen (19) and (20) gleichm~i~ig konvergiert. 

Um die Eineindeutigkeit der Abbildung M -~ M* zu zeigen, w~ihlen wit 
zwei verschiedene PunkCe p und q yon M und haben zu zeigen, dab ihro 
Bilder p* und q* verschieden sind. Zun~ichst kann man eine Zahl i so 
finden, dab zwei Mengen M,~I und M~, yon denen die eine den Punkt p, 
die andere den Punkt q enth~l~, einen Abstand 

8 ( Ms Mi,~) > O 
haben. Wegen (11) ist also 

Um so mehr ist, wenn wit mit (M~) ~ das Bild yon M~ in M / bezeichnen, 

wie sofort aus der Definition der Menge M i folgt. Hiernach haben wegen 

(13) und ~+~ < ei+l die Bilder der Mengen M~, mad M~ in K/einen 
3 |'2ud-t 

positiven Abstand. Da abet Ki und Ki' homSomorph sind, haben auch 
die Biider de~ Mengen M~,, und M~ in K~ einen positiven Abstand. ttier- 
aus folgt wegen (18) 

und daher ist wegen (12) 

Insbe~nde:te haben also die Punkte P/+:t< (M~,)i+l und qi+x( (ML)i+a_ 
einen Abstand 

(21) (p,+,, > 4 

Nun folgt fiir jedes ~ > i + 1 aas (9) und (19) 

j - i  -~ 

k = O  
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Mithin gilt fiir den ~ p * ~  li~mp~ )-~ 

and analog 
(q,+l, q*) <= 2 

Aus diesen beiden Ungleichungen und (21) folgt 

(p*, q*) > 0, 

d.h. p* uncl q* sind verschieden. Damit ist die Eineindeutigkeit der Ab- 
bildang M--~ M* gezeigt. 

Die Abbildung M - - - M *  ist also eineindeutig und stetig, und daJaer 
wegen der Kompaktheit yon M topologisch. 

Schlieglich beweisen wit noch, daI~ M* Teilmenge yon U~ ist. 
]~iir ein beliebiges natiirliches i o gilt nach (7) und (16) 

Da nun wegen (10) fiir i > i o die Ungleichang 

~o 

gil~, so folgt aus (19) fiir jeden Punkt p aus M 

and daher ffir p*=hmoop, 

Hiernach ist wegen (22) 

~ - 2  

(p*, E~o) > 0 

fiir jeden Punkt p*, d.h. die Menge M* ist 
5Tun war abet i o beliebig gew~hlt. Also 

EI+E++... 
fremd. Wegen (6) ist 4aher M* Teilmenge der Menge U s. 

Damit ist unser Satz vollst~ndig bewiesen. 

zu ESo fremd. 
is~ M* auch zur Menge 

(Eingegangen am 27. 3. 1930.) 


