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Instruções:

• Escolha 05 questões com uma de cada uma das Partes (I, II, III, IV e V).

• Para cada questão escolhida escolha 01 ı́tem e justifique.

• Cada questão vale 2.0 pontos, desses 1.0 é o valor da justificativa do ı́tem escolhido.



Parte I

1.a Questão. Seja (X, ρ) um espaço métrico completo. Para cada ı́tem assinale V para

verdadeiro ou F para falso.

Ítem V ou F

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(1) Se, para cada n ∈ N, Un ⊂ X for aberto e denso em X ,

então
⋂∞

n=1 Un será denso em X .

(2) Se, para cada n ∈ N, Fn for não-vazio e limitado, Fn+1 ⊂ Fn

e lim
n→∞

diam(Fn) = 0, então
⋂∞

n=1 F
−
n 6= ∅.

(3) Se, para cada n ∈ N, Fn for fechado e
⋃∞

n=1 Fn = X , então

existem n0 ∈ N, f0 ∈ Fn0
e r0 > 0 tais que Br0(f0) ⊂ Fn0

.

(4) Toda função cont́ınua f : R → R será diferenciável em pelo

menos um ponto.

(5) Se, para cada n ∈ N, Un = Uo
n ⊂ X e U−

n = X , então
⋂∞

n=1 Un 6= ∅.

2.a Questão. Para cada ı́tem assinale V para verdadeiro ou F para falso.

Ítem V ou F

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(1) Seja X for um espaço vetorial. Uma base para X é um conjunto

linearmente independente de vetores B tal que todo elemento de

X pode ser escrito como combinação linear finita de elementos de

B. Sabendo que que todo espaço vetorial tem base, se X for um

espaço de Banach de dimensão infinita, então nenhuma base de

X será enumerável.

(2) Se X for um espaço de Banach e T : X → X for uma trans-

formação linear limitada e sobrejetora então, existirá r > 0 tal

que T (BX
1 (0)) ⊃ BX

r (0).

(3) Se X for um espaço de Banach e T : X → X for uma trans-

formação linear limitada e bijetora, então T tem inversa limitada.

(4) Nenhum espaço métrico enumerável pode ser de segunda catego-

ria nele mesmo.

(5) Se X for um espaço de Banach, T : X → X será uma trans-

formação linear fechada se, e somente se, for uma transformação

linear limitada.



Parte II

3.a Questão. Sejam X e Y espaços de Banach e L(X, Y ) o espaço das transformações

lineares e limitadas de X em Y com a norma ‖T‖L(X,Y ) = sup
x 6=0

‖Tx‖Y
‖x‖X

. Para cada ı́tem assinale

V para verdadeiro ou F para falso.

Ítem V ou F

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(1) Se T ∈ L(X, Y ), T será sobrejatora se, e somente se, T for uma

aplicação aberta.

(2) Se T ∈ L(X, Y ) for bijetora, então T−1 ∈ L(Y,X).

(3) Se T : X → Y for linear, então T ∈ L(X, Y ).

(4) Se {Tn} for uma seqüência em L(X, Y ) e {Tnx} for convergente,

para cada x ∈ X , com limite Tx, então T ∈ L(X, Y ).

(5) L(X, Y ) será completo.

4.a Questão. Seja ℓp = {{xn} ∈ R
N :

∑∞
n=0 |xn|

p < ∞}, com a norma ‖{xn}‖p =

(
∑∞

n=0 |xn|
p)

1

p , e ℓ∞ = {{xn} ∈ R
N : supn∈N |xn| < ∞}, com a norma ‖{xn}‖∞ = supn∈N |xn|.

Recorde que uma base para um espaço vetorial X é um conjunto linearmente independente

de vetores B tal que todo elemento de X é combinação linear finita de elementos de B. Para

cada ı́tem assinale V para verdadeiro ou F para falso.

Ítem V ou F

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(1) Dado p ∈ [1,∞], um subconjunto compacto K de ℓp e ǫ > 0,

então existirá um subsepaço F , de dimensão finita, tal que K ⊂

{y ∈ ℓp : inff∈F ‖y − f‖ < ǫ}.

(2) Se δni = 0 para i 6= n e δnn = 1, defina ên = {δni }i∈N. Dado

p ∈ [1,∞], todo elemento de ℓp é limite de combinações lineares

finitas de {ên : n ∈ N}.

(3) ℓp, 1 6 p < ∞, possui uma base enumerável enquanto que ℓ∞

não possui base enumerável.

(4) As combinações lineares finitas de {ên : n ∈ N} formam um

subconjunto denso de ℓp, para todo p ∈ [1,∞].

(5) Toda cobertura aberta de B
ℓp

1 (0) tem uma subcobertura enu-

merável, 16p6∞.



Parte III

5.a Questão. Se (X, ρ) for um espaço métrico e, para todo n ∈ N, An ⊂ X for fechado,

não-vazio e An+1 ⊂ An. Para cada ı́tem assinale V para verdadeiro ou F para falso.

Ítem V ou F

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(1) Se An for conexo, para todo n ∈ N,
⋂

n∈NAn será conexo.

(2) Se (X, ρ) for compacto
⋂

n∈NAn 6= ∅.

(3) Se A1 for compacto e An for conexo, para todo n ∈ N,
⋂

n∈N An

será conexo.

(4) Se A1 for compacto,
⋂

n∈N An será compacto.

(5) Se, para algum n0 ∈ N, An for conexo, para todo n > n0 e, para

algum n1 ∈ N, An1
for compacto, então

⋂
n∈NAn será compacto

e conexo.

6.a Questão. Se (X, ρ) for um espaço métrico compacto. Para cada ı́tem assinale V para

verdadeiro ou F para falso.

Ítem V ou F

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(1) Toda seqüência em X terá uma subseqüência de Cauchy.

(2) Toda cobertura aberta de X terá um refinamento formado por

bolas abertas de mesmo raio.

(3) Existirá uma seqüência {xn} tal que, cada elemento de X será o

limite de alguma subseqüência de {xn}.

(4) Se {Fi : i ∈ N} for uma seqüência de conjuntos fechados, não

vazios, decrescente (Fi ⊃ Fi+1, i ∈ N) e tal que diam(Fi)
i→∞
−→ 0,

então
⋂

i∈N Fi será um conjunto unitário.

(5) Se {Fi : i ∈ I} for uma coleção de fechados não vazios e
⋂

i∈I Fi =

∅ então,
⋂

i∈J Fi = ∅, para todo conjunto finito J ⊂ I.

7.a Questão. Para cada ı́tem assinale V para verdadeiro ou F para falso.

Ítem V ou F

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(1) Se (X, ρ) e (Y, σ) forem espaços métricos compactos e f : X → Y

for cont́ınua e bijetora, então f será um homeomorfismo.

(2) Se (X, ρ) for um espaço métrico compacto, então (X, ρ) será de

segunda categoria nele mesmo.

(3) Se (X, ρ) for um espaço métrico compacto e fn : X → R, n ∈ N

for tal que supx∈X supn∈N |fn(x)| < ∞, então {fn} tem uma

subseqüência convergente em C(X,R), com a métrica da con-

vergência uniforme.

(4) Se (X, ρ) for um espaço métrico eX =
⋃∞

n=1Xn comXn compacto

para todo n ∈ N, então X será separável.

(5) Se (X, ρ) for um espaço métrico compacto, infinito e enumerável,

então X terá um ponto de acumulação.



Parte IV

08.a Questão. Se (X, ρ) for um espaço métrico compacto e (Y, σ) for um espaço métrico.

Para cada ı́tem assinale V para verdadeiro ou F para falso.

Ítem V ou F

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(1) Toda função cont́ınua de X em R assumirá seu valor máximo e

seu valor mı́nimo.

(2) Toda função cont́ınua de X em Y será uniformemente cont́ınua.

(3) Com a métrica da convergência uniforme, C(X, Y ) será separável.

(4) Se f cont́ınua e injetora, X e Yf = f(X), com a métrica induzida

pela métrica de Y , serão homeomorfos.

(5) Se f cont́ınua, Yf = f(X) com a métrica induzida pela métrica

de Y , será de segunda categoria nele mesmo.

9.a Questão. Sejam (X, ρ) e (Y, σ) espaços métricos e f : X → Y uma função cont́ınua.

Para cada ı́tem assinale V para verdadeiro ou F para falso.

Ítem V ou F

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(1) f−1(K) será fechado em X sempre que K for compacto em Y .

(2) f(C) será compacto em Y sempre que C for compacto em X .

(3) f−1(K) será limitado em X sempre que K for compacto em Y .

(4) Se (X, ρ) for compacto f será uniformemente cont́ınua.

(5) Se (X, ρ) for compacto então, f−1(F ) será compacto emX sempre

que F for fechado em Y .



Parte V

10.a Questão. Use os resultados sobre espaços métricos compactos para qualificar a alter-

nativa como verdadeira ou falsa.

Ítem V ou F

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(1) Se (X, ρ) for um espaço métrico compacto, α ∈ (0, 1],H > 0, {fn :

n ∈ N} ⊂ C(X,R), supx,y∈X supn∈N |fn(x)−fn(y)| 6 H(ρ(x, y))α

e existir x0 ∈ X tal que supn∈N |fn(x0)| < ∞, então {fn : n ∈

N} será um subconjunto limitado de C(X,R), com a métrica da

convergência uniforme.

(2) Se (X, ρ) for um espaço métrico compacto, α ∈ (0, 1], H > 0 e fn :

X → R, n ∈ N forem tais que supx,y∈X supn∈N |fn(x) − fn(y)| 6

H(ρ(x, y))α, então {fn : n ∈ N} será uma famı́lia equicont́ınua de

C(X,R).

(3) Se (X, ρ) for um espaço métrico compacto e fn : X → R, n ∈ N

forem tais que supx∈X supn∈N |fn(x)| < ∞, então cada fn será

uniformente cont́ınua e a famı́lia {fn : n ∈ N} será equicont́ınua.

(4) Se (X, ρ) for um espaço métrico compacto e {fn : n ∈ N} ⊂

C(X,R), então a famı́lia {fn : n ∈ J} será equicont́ınua, para

cada J ⊂ N finito.

(5) Se (X, ρ) for um espaço métrico compacto, α ∈ (0, 1],H > 0, {fn :

n ∈ N} ⊂ C(X,R), supx,y∈X supn∈N |fn(x)−fn(y)| 6 H(ρ(x, y))α

e existir x0 ∈ X tal que supn∈N |fn(x0)| < ∞ então, {fn : n ∈ N}

terá uma subseqüência convergente em C(X,R), com a métrica

da convergência uniforme.

11.a Questão. Se ℓ2 = {{xn} ∈ R
N :

∑∞
n=0 |xn|

2 < ∞} com a norma ‖{xn}‖ℓ2 =

(
∑∞

n=0 |xn|
2)

1

2 . Qualifique as alternativas abaixo em verdadeira ou falsa.

Ítem V ou F

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(1) Existe um compacto K ⊂ ℓ2 com interior diferente do vazio.

(2) K ⊂ ℓ2 será compacto se, e somente se, K for fechado e totalmente

limitado.

(3) Existe uma seqüência limitada em ℓ2 que não possui subseqüência

convergente.

(4) Existe uma cobertura aberta de B̄ℓ2
1 (0) que não possui subcober-

tura finita.

(5) O conjunto {{ xn

n+1
} : ‖{xn}‖ℓ2 6 1} é um subconjunto totalmente

limitado de ℓ2.


