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O Teorema de Baire
es do Teorema de Baire
o Aberta
Uniforme

Categoria de Baire

Teorema do G
FungGes continuas nunca diferenciaveis

Categoria de Baire

serd nunca denso se o seu fecho tiver interior vazio.

Definicdo (Categoria)

enumeravel de conjuntos nunca densos, caso contrdrio ele serd de
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O Teorema de Baire

Aplicacoes do Teorema de Baire
Teorema da Apl o Aberta
Principio da Limit Uniforme
Teorema do Gréfico Fechado

Categoria de Baire

Fungées continuas nunca diferencidveis

O Teorema de Baire

Teorema (Baire)

Exemplo

e Todo espaco de Banach é de segunda cateoria nele mesmo.

nao € enumerdavel.

(de Hamel) enumeravel.
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Categoria de Baire O Teorema de Baire
Aplicagoes do Teorema de Baire
Teorema da Aplicacdao Aberta
Principio da Limitacao Uniforme
Teorema do Gra ‘echado

Funcgées continuas nunca diferencidveis

Aplicacoes do Teorema de Baire

Definicdo (Aplicagdo Aberta e Fechada)

transformacao linear.

(1) [EiFemeslaReTiserd aherea se (U rorebertolemiY]

sempre que U for aberto em X.

(2) Diremos que T serd fechada se G(T) = {(x, Tx) : x € X}
for fechado em X x Y.
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O Teorema de Baire

Aplicacoes do Teorema de Baire
Teorema da Aplicagao Aberta
Principio da Limitacao Uniforme
Teorema do G o Fechado

Fun¢des continuas nunca diferenciaveis

Categoria de Baire

Teorema da Aplicacao Aberta

Teorema (da Aplicagdo Aberta)
Se T e L(X,Y) e T(X) for de segunda categoria em Y ent3o,
(a) T serd sobrejetora,

(b) T serd aberta e

() |¥ serd de segunda Categoria.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0343 Espacos Métricos



O Teorema de Baire
Aplicacoes do Teorema de Baire
Teorema da Aplicagao Aberta

Categoria de Baire

Principio da Limitacao Uniforme
Teorema do Grafico Fechado
Fun¢Ges continuas nunca diferenciaveis

Coroldrio

(1) Se T € L(X,Y) for sobrejetora entdo, T serd aberta.

) e s
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Categoria de Baire a de Baire

ao Uniforme
Teorema do Grafico Fechado
FungGes continuas nunca diferenciaveis

Principio da Limitagdo Uniforme

Teorema (Principio da Limitagdo Uniforme)

a) Se{xeX :sup{||Tx||: T € A} <o} for de segunda categoria

b) Se X for Banach e {xe X : sup{||Tx||: T€e A} <o} = X
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O Teorema de Baire
Aplicacoes do Teorema de Baire
Teorema da Aplicacdo Aberta

Categoria de Baire

Principio da Limitacdao Uniforme
Teorema do Grafico Fechado
FungGes continuas nunca diferenciaveis

Corolario

Se {T,} C L(X,Y), {T,x} for convergente com limite Tx, para
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O Teorema de Baire
s do Teorema de Baire
a Aplicacao Aberta

Categoria de Baire

Principio C
Teorema do Grafico Fechado
Fungdes continuas nunca diferenciaveis

Teorema do Grafico Fechado

Teorema (Grafico Fechado)

entdo, T serd limitada.
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O Teorema de Baire
s do Teorema de Baire
a Aplicacao Aberta
a Limitacdo Uniforme
Teorema do Grafico Fechado
Fun¢Ges continuas nunca diferenciaveis

Categoria de Baire

Funcdes continuas nunca diferenciaveis

Exemplo

nenhum ponto de [0, 1].
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Cobertura, Subcobertura e Refinamento
Espacos Métricos Compactos Conjuntos Totalmente Limitados

Caracterizagoes da Compacidade

Definicao de Compacidade

Primeiros Resultados

Cobertura, Subcobertura e Refinamento

Comegamos com algumas definicGes e resultados gerais que nos
levardo a definicio de um espaco métrico compacto.

Fixemos um espago métrico (X, p) e E C X.

Definicdo (Recobrimento ou Cobertura)

E C Uyea Vo, diremos que {V,}aca serd uma cobertura de E.
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Cobertura, Subcobertura e Refinamento

Espacos Métricos Compactos Conjuntos Totalmente Limitados

Caracterizagoes da Compacidade
Defi de Compacidade
Primeiros Resultados

Definicdo (Refinamento e Subcobertura)
Seja {Va}aca uma cobertura de E,

E tal que, para cada B € B existe ag €A tal que Wz C V.

{Va}aeA’ de E com A’ C A.
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Cobertura, Subcobertura e Refinamento
Espacos Métricos Compactos Conjuntos Totalmente Limitados

Caracterizagoes da Compacidade

Definicao de Compacidade

Primeiros Resultados

Conjuntos Totalmente Limitados

Definicdo (Conjuntos Totalmente Limitados)

limitado se, para cada € >0, puder ser coberto por um nimero finito

Observacio

E pode ser limitado e ndo ser totalmente limitado (e.g. Bf”(O)).
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Cobertura, Subcobertura e Refinamento
Espacos Métricos Compactos Conjuntos Totalmente Limitados

Caracterizacées da Compacidade

Definicao de Compacidade

Primeiros Resultados

Caracterizacoes

Teorema

a) E é completo e totalmente limitado.

b) 1|A propriedade de Bolzano-Weierstrassi

c) (A propriedade de Heine-Borel)
Toda cobertura aberta de E tem subcobertura finita.
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Cobertura, Subcobertura e Refinamento
Espacos Métricos Compactos Conjuntos Totalmente Limitados

Caracterizagoes da Compacidade

Definicdo de Compacidade

Primeiros Resultados

Definicao de Compacidade

Definicdo (Compacidade)

compacto se tem as propriedades a)-c) do teorema anterior e €

Todo conjunto relativamente compacto é limitado, a reciproca é

Todo conjunto compacto é fechado e limitado, a reciproca é falsa,
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Cobertura, Subcobertura e Refinamento
Espacos Métricos Compactos Conjuntos Totalmente Limitados

Caracterizagoes da Compacidade

Definicao de Compacidade

Primeiros Resultados

Primeiros Resultados

Proposi¢do (Caracterizagdo dos Compactos de R")

Proposicdo (Compactos sdo completos)
Se (X, p) for métrico compacto entdo, (X, p) serd completo.

e todo fechado de um métrico compacto serd compacto e
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Cobertura, Subcobertura e Refinamento
Espacos Métricos Compactos Conjuntos Totalmente Limitados
coes da Compacidade
de Compacidade
Primeiros Resultados

em R assumem seus valores extremos.

Proposicdo (Teorema de Weierstrass)

continua. Entdo, existem x1,xy € X tais que f(x1) < f(x) < f(x2)
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Lema do recobrimento de Lebesgue

O Teorema de Mazur

Propriedade da Intersecdo Finita
Propriedades Importantes dos Compactos Intersecdo de compactos e conexos

Separabilidade

Compacidade como invariante topoldgico

Produto Cartesiano de Compactos

Lema do recobrimento de Lebesgue

Definicdo (Nimero de Lebesgue)

Dada uma cobertura aberta {G;:i € I} de X, se r > 0 for tal que,

em G;j, para algum j€l, r serd chamado um niimero de Lebesgue

Proposi¢do (Lema do Recobrimento de Lebesgue)
Se (X, p) for um espagco métrico compacto, toda cobertura aberta
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Lema do recobrimento de Lebesgue

O Teorema de Mazur

Propriedade da Intersecdo Finita
Propriedades Importantes dos Compactos Intersecdo de compactos e conexos

Separabilidade
Compacidade como invariante topoldgico
Produto Cartesiano de Compactos

Estes resultados permitem concluir que

Corolario

terd um refinamento formado por bolas abertas de mesmo raio.
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Lema do recobrimento de Lebesgue
O Teorema de Mazur
Propriedade da Intersecdo Finita
Propriedades Importantes dos Compactos de compactos e conexos
dade
ade como invariante topologico
Produto Cartesiano de Compactos

O Teorema de Mazur

Recorde que C C X é convexo, se somente se,

Exercicio
Mostre que a intersecdo qualquer de convexos € convexa.
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Propriedades Importantes dos Compactos

Definicao

Lema do recobrimento de Lebesgue

O Teorema de Mazur

Propriedade da Intersecdo Finita
Intersecdo de compactos e conexos
Separabilidade

Compacidade como invariante topoldgico
Produto Cartesiano de Compactos

Definimos a envoltéria convexa de K por

Nolasco de Carvalho
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Lema do recobrimento de Lebesgue
O Teorema de Mazur
Propriedade da Intersecdo Finita

Propriedades Importantes dos Compactos Intersecdo de compactos e conexos
Separabilidade
Compacidade como invariante topoldgico
Produto Cartesiano de Compactos

Proposicao
Seja (X, || - ||x) um espago vetorial normado e K C X. Entdo,
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Lema do recobrimento de Lebesgue

O Teorema de Mazur

Propriedade da Intersecdo Finita
Propriedades Importantes dos Compactos Intersecdo de compactos e conexos

Sepa idade
Compacidade como invariante topoldgico
Produto Cartesiano de Compactos

Definicao

Exercicio
Mostre que coK = (J1{F C X : F é convexo e F = F~ D K}.

Proposicdo (Teorema de Mazur)

totalmente limitado entdo, coK serd totalmente limitada.

Corolério
Se X for um espaco de Banach e K C X for um conjunto compacto
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Lema do recobrimento de Lebesgue

O Teorema de Mazur

Propriedade da Intersecdo Finita
Propriedades Importantes dos Compactos Intersecdo de compactos e conexos

Separabilidade

Compacidade como invariante topoldgico

Produto Cartesiano de Compactos

Propriedade da Intersecao Finita

Teorema

espaco métrico compacto X tal que, [, Fi # @ sempre que
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Lema do recobrimento de Lebesgue

O Teorema de Mazur

Propriedade da Intersecdo Finita
Propriedades Importantes dos Compactos Intersecdo de compactos e conexos

Separabilidade

Compacidade como invariante topoldgico

Produto Cartesiano de Compactos

Intersecao de compactos e conexos

Exercicio

Teorema

seqliéncia decrescente de conjuntos nao vazios, fechados e conexos
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Lema do recobrimento de Lebesgue

O Teorema de Mazur

Propriedade da Intersecdo Finita
Propriedades Importantes dos Compactos Intersecdo de compactos e conexos

Separabilidade
Compacidade como invariante topoldgico
Produto Cartesiano de Compactos

encaixados seja conexa.

{{(X’y)ERz\{(O’O}:_l <x<1—7 <y < %} neN*}
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Lema do recobrimento de Lebesgue

O Teorema de Mazur

Propriedade da Intersecdo Finita
Propriedades Importantes dos Compactos Intersecdo de compactos e conexos

Separabilidade

Compacidade como invariante topoldgico

Produto Cartesiano de Compactos

Separabilidade

Definicao

conjunto enumerdavel A={xi,x2,x3,---} C X tal que A~ =X.

Proposicao

espaco métrico separavel.
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Lema do recobrimento de Lebesgue

O Teorema de Mazur

Propriedade da Intersecdo Finita
Propriedades Importantes dos Compactos Intersecdo de compactos e conexos

Separabilidade

Compacidade como invariante topoldgico

Produto Cartesiano de Compactos

Compacidade como invariante topolégico

Proposicao

métrico e f : X — Y uma fungdo continua e sobrejetora entdo,
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Lema do recobrimento de Lebesgue

O Teorema de Mazur

Propriedade da Intersecdo Finita
Propriedades Importantes dos Compactos Inters de compactos e conexos

Separabilidade

Compacidade como invariante topoldgico

Produto Cartesiano de Compactos

Exercicio

uma fungdo continua e bijetora entdo, f serd um homeomorfismo.

Proposicao

for uma funcdo continua entdo, f serd uniformemente continua.
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Lema do recobrimento de Lebesgue

O Teorema de Mazur

Propriedade da Intersecdo Finita
Propriedades Importantes dos Compactos Intersecdo de compactos e conexos

Separabilidade

Compacidade como invariante topoldgico

Produto Cartesiano de Compactos

Produto Cartesiano de Compactos

Teorema (Tychonoff)
Sejam N € N* e (Xi, pi), 1 < i< N, espagos métricos compactos.
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Lema do recobrimento de Lebesgue

O Teorema de Mazur

Propriedade da Intersecdo Finita
Propriedades Importantes dos Compactos Intersecdo de compactos e conexos

Separabilidade
Compacidade como invariante topoldgico
Produto Cartesiano de Compactos

Proposicao

Ento, ([[:2,Xi, ™) serd compacto se, e somente se, (X;, p;) for
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Particdo da Unidade
Dimensao Topoldgicz
O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagoes

Mais propriedades importantes dos Compactos 9
's propri !mportan mp Lema de Riesz

Lema de Urysohn

Lema (Lema de Urysohn)
Seja (X, d) um espaco métrico, U C X um aberto e K C U um

que xk < f < xu-
Prova: |[Bastaltomar

d(x, U°)
flx) = d(x, U¢) + d(x, K) H
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Particdo da Unidade
Dimensao Topoldgica
O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagoes

Mais propriedades importantes dos Compactos .
Lema de Riesz

Particao da Unidade

Definicdo (Particdo da Unidade)

de X. Diremos que uma familia {¢; : 1 < i< n} C C(X,][0,1]) €

supp(¢;) = {x € X : ¢i(x) >0}~ C U;, 1 <i<n,
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Particdo da Unidade

Dimensao Topoldgica

O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagoes
Lema de Riesz

Mais propriedades importantes dos Compactos

Teorema (Particdo da Unidade)

Entdo existe uma particdo da unidade subordinada a {Uy,--- , U,}.
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Particao da Unidade
Dimensao Topoldgica
O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagoes

Mais propriedades importantes dos Compactos 9
's propri !mportan mp Lema de Riesz

Dimensao Topoldgica

Definicdo (Dimensdo Topoldgica)

Diremos que X terd dimensao topoldgica finita se, e somente se,

de X tenha um refinamento U’ para o qual, cada ponto de X

Neste caso, diremos que U’ tem ordem n+1. A dimensao topolégica

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0343 Espacos Métricos




Particao da Unidade
Dimensao Topoldgica

. . . O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagoes
Mais propriedades importantes dos Compactos o . plicac
Lema de Riesz

subconjunto compacto com interior ndo vazio de R"” é n e,

Teorema

entdo, X serd homeomorfo a algum subconjunto de R24im(X)+1
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g
O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagoes

Mais propriedades importantes dos Compactos 9
's propri !mportan mp Lema de Riesz

Terminologia para o Teorema de Arzela-Ascoli

fungbes continuas f : X — R com a métrica

é um espago métrico completo que denotamos por C(X,R).
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Particao da Unidade
Dimensao Topoldgica

O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagoes
Lema de Riesz

Mais propriedades importantes dos Compactos

Definicdo (Familias Uniformemente Limitadas)

for limitada em C(X,R), isto €, se existir M > 0 tal que

Definicdo (Familias Equicontinuas)
Uma colecdo F de fungées em C(X,R) serd chamada equicontinua

feF, x,xeX, p(xX,x) <d=|f(x) - f(xX)| <e
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¢ao da Unidade
ensao Topol

Mais propriedades importantes dos Compactos @ Teorema_ dF Qrzelafscullilinlicacoes
Lema de Riesz

Exemplo
-
finita em C(X,R) serd equicontinua
« SeL>0, f serd Lipschitz com constante L se, e somente se,
|f(x) — f(y)| < Lp(x,y), para todo x,y € X. Se

entdo, F| € uma familia equicontinua e fechada de C(X,R).
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Particao da Unidade
Dimensao Topolégica
O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagoes

Mais propriedades importantes dos Compactos 9
's propri !mportan mp Lema de Riesz

Teorema de Arzela-Ascoli

Teorema (Arzeld-Ascoli)

se, e somente se, for uniformemente limitada e equicontinua.
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Particao da Unidade

Dimensao Topoldg

. . . O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagoes
Mais propriedades importantes dos Compactos q plicac
Lema de Riesz

Lema de Riesz

serd compacta se, e somente se, X tiver dimensdo finita.

Isto segue do seguinte resultado:

Lema (Lema de Riesz)

subespaco vetorial fechado. Entdo, para cada € > 0, existe u € X
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¢ao da Unidade
ensao Topol

. N . O Teorema de A a-Ascoli e Aplicacoes
Mais propriedades importantes dos Compactos Lema de Riesz

Teorema (Riesz)

for compacta entdo, X terd dimensdo finita.

Corolério
Seja X um espaco vetorial normado de dimensao infinita. Se K C X

Exemplo

Para espagos ¢, o coroldrio acima € trivial pois podemos exibir

na prova do Teorema de Riesz.
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Separabilidade de C(K,M)
O Teorema de Aproximacao de Weierstrass
O Teorema de Stone-Weierstrass

Espagos Métricos Separaveis

Espacos Métricos Separaveis

um subconjunto enumeravel denso.
Exemplos:
[ ]
e R e C com as métricas usuais s3o métricos separaveis.

se, e somente se, ([[7_; Xi, ) for separdvel

e R" com a métrica discreta nio é separavel.
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Separabilidade de C(K,M)
O Teorema de Aproximacao de Weierstrass
O Teorema de Stone-Weierstrass

Espagos Métricos Separaveis

Proposicao

entdo, (Y, d) € separdvel.
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Separabilidade de C(K,M)
O Teorema de Aproximacao de Weierstrass
O Teorema de Stone-Weierstrass

Espagos Métricos Separaveis

Para mostrar que ¢, ndo é separavel usamos o lema a seguir

Lema (Critério negativo para separabilidade)

i) O; seja aberto e ndo vazio em X, para todo i € I,

3 0N0 =5, w iie

iif) 1 ndo seja enumerdvel
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Separabilidade de C(K,M)
O Teorema de Aproximacao de Weierstrass
O Teorema de Stone-Weierstrass

Espagos Métricos Separaveis

Separabilidade de C(K, M)

Teorema

M for separdvel, entdo C(K, M), com a métrica da convergéncia

Coroldrio
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Separabilidade de C(K,M)
O Teorema de Aproximacdo de Weierstrass
O Teorema de Stone-Weierstrass

Espagos Métricos Separaveis

O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

Teorema (de Aproximagdo de Weierstrass)

tal que ||p — f|loo = max |f(x) — p(x)| < e.
x€|a,b]

Corolario
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Separabilidade de C(K,M)
O Teorema de Aproximacdo de Weierstrass

O Teorema de Stone-Weierstrass
Espagos Métricos Separaveis

Observacao
Para C([a, b],R) com a norma ||f|| = m[a>zl|f(x)| mostramos que
x€la

)

e As fungbes de C([a, b],R) sdo uniformemente continuas.

e Os compactos de C([a, b],R) sdo, exatamente, os conjuntos

C([a, b],R) € separdvel e o subespaco P([a, b],R) formado
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Separabilidade de C(K,M)
O Teorema de Aproximacao de Weierstrass
O Teorema de Stone-Weierstrass

Espagos Métricos Separaveis

O Teorema de Stone-Weierstrass

funcdes continuas de X em R com a métrica usual, isto é,

Em C(X,R) definimos a soma f+g e multiplicagdo f-g de duas

implicaf+ge€A f-geAeaf €A
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Separabilidade de C(K,M)
O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

O Teorema de Stone-Weierstrass
Espagos Métricos Separaveis

Exemplo

C([a, b],R).

Definicio (Algebra gerada)

uma dlgebra, denotada por A(E), chamada dlgebra gerada por E.

Exemplo
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Separabilidade de C(K,M)
O Teorema de Aproximacao de Weierstrass
O Teorema de Stone-Weierstrass

Espagos Métricos Separaveis

também é uma &lgebra (exercicio).

Teorema (Stone-Weierstrass Real)

fechada tal quel € Aesex,y € X, x # y, existe f € A tal que
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Separabilidade de C(K,M)
O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

O Teorema de Stone-Weierstrass
Espagos Métricos Separaveis

Teorema (Stone-Weierstrass Complexo)

fechada tal que 1 € A, se x,y € X, x # y, existe f € A tal que
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Separabilidade de C(K,M)
O Teorema de Aproximacao de Weierstrass
O Teorema de Stone-Weierstrass

Espagos Métricos Separaveis

Corolario

conjunto compacto X de R" € limite uniforme de uma seqiiéncia
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Separabilidade de C(K,M)
O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

O Teorema de Stone-Weierstrass
Espagos Métricos Separaveis

Coroldrio

e>0existep: B— B (p=(p1,---,pPn), pi, 1L < i< n, polinmios)
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