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Terminologia para o Teorema de Arzelá-Ascoli

Seja (X , ρ) um espaço métrico compacto. O espaço métrico das

funções cont́ınuas f : X → R com a métrica

ρ(f , g) = max{|f (x) − g(x)| : x ∈ X}

é um espaço métrico completo que denotamos por C (X ,R).
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Definição (Faḿılias Uniformemente Limitadas)

Uma coleção F de funções será dita uniformemente limitada se

for limitada em C (X ,R), isto é, se existir M > 0 tal que

|f (x)| 6 M, ∀x ∈ X e ∀f ∈ F .

Definição (Faḿılias Equicont́ınuas)

Uma coleção F de funções emC (X ,R) será chamada equicont́ınua

se, dado ǫ > 0, existir δ > 0 tal que,

f ∈ F , x , x ′ ∈ X , ρ(x ′, x) < δ ⇒ |f (x) − f (x ′)| < ǫ.
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Exemplo

• Uma coleção finita em C (X ,R) será equicont́ınua

• Se L>0, f será Lipschitz com constante L se, e somente se,

|f (x)− f (y)| 6 L ρ(x , y), para todo x , y ∈ X. Se

FL = {f ∈ C (X ,R) : f é Lipschitz com constante L}

então, FL é uma faḿılia equicont́ınua e fechada de C (X ,R).
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Teorema (Arzelá-Ascoli)

Se (X , ρ) for compacto,F ⊂C (X ,R) será relativamente compacto

se, e somente se, for uniformemente limitada e equicont́ınua.

Arzelà, Cesare. Note on series of analytic functions. Ann. of
Math. 5 (2) (1904) 51-63.
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Prova: Se F for relativamente compacto, F será totalmente

limitado e portanto limitado emC (X ,R).

Dado ǫ > 0 sejam f1, · · · , fn tais que F⊂
⋃n

i=1 B ǫ

3
(fi ). Se f ∈ F ,

x , x ′ ∈ X e 1 6 i 6 n, temos

|f (x)− f (x ′)| 6 |f (x)− fi(x)| + |fi(x)− fi (x
′)|+ |fi (x

′)− f (x ′)|.

Escolha 1 6 j 6 n tal que

max
x∈X

|f (x)− fj(x)| <
ǫ

3
.

Então

|f (x) − f (x ′)| 6
2ǫ

3
+ |fj(x)− fj(x

′)|.
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Como X é compacto, f1, · · · , fn são uniformemente cont́ınuas.

Logo, existe δ > 0 tal que ρ(x , x ′) < δ implica

|fi (x)− fi(x
′)| <

ǫ

3
, 1 6 i 6 n.

Segue que se ρ(x , x ′) < δ então,

|f (x)− f (x ′)| < ǫ, ∀f ∈ F

e F é equicont́ınuo.
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Aplicação: Teorema de Peano

Lema de Riesz

Reciprocamente, se F for uniformemente limitado e equicont́ınuo.

Seja ǫ > 0 e M um inteiro positivo tal que

|f (x)| 6 M, ∀x ∈ X e ∀f ∈ F

Escolha δ>0 tal que ρ(x , x ′)<δ implica |f (x)−f (x ′)|< ǫ
4 , ∀f ∈F .

Como X é compacto existem x1, · · · , xn tais que X ⊂
⋃n

i=1 Bδ(xi ).

Escolha um número inteiro positivo m tal que 1
m

< ǫ
4 e divida

[−M,M] em 2Mm intevalos comprimento 1
m

pelos pontos

y0=−M< · · ·< yi :=−M+
i

m
< · · ·< y2Mm=M, 06 i62Mm.
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Dada uma função f ∈ F , recorde que f (x) ∈ [y0, y2Mm].

Calculamos os seus valores nos pontos xi , 1 6 i 6 n.

b
y0

b
y2Mm
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Dada uma função f ∈ F , recorde que f (x) ∈ [y0, y2Mm].

Calculamos os seus valores nos pontos xi , 1 6 i 6 n.

b
y0

b
y2Mm

b

f (x2) · · ·

b

f (xn)
b

f (x1)
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Dada uma função f ∈ F , recorde que f (x) ∈ [y0, y2Mm].

Calculamos os seus valores nos pontos xi , 1 6 i 6 n.

b
y0

b
y2Mm

b

f (x2) · · ·

b

f (xn)
b

f (x1)

· · ·
b
yi

b

yi2
︷︸︸︷

yi+1 · · ·
b
yj

b

yin
︷︸︸︷

yj+1
b

· · · yk
b

yi1
︷︸︸︷

yk+1 · · ·
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Dada uma função f ∈ F , recorde que f (x) ∈ [y0, y2Mm].

Calculamos os seus valores nos pontos xi , 1 6 i 6 n.

b
y0

b
y2Mm

b

f (x2) · · ·

b

f (xn)
b

f (x1)

· · ·
b
yi

b

yi2
︷︸︸︷

yi+1 · · ·
b
yj

b

yin
︷︸︸︷

yj+1
b

· · · yk
b

yi1
︷︸︸︷

yk+1 · · ·

Considere as n-uplas (ỹ1, . . . , ỹn) de números yi , 1 6 i 6 2Mm,

tais que para algum f ∈ F

|f (xj)− ỹj | <
ǫ

4
, 1 6 j 6 n,

e escolha um tal f ∈ F para cada n−upla.

Se E é o conjunto resultante dessa escolha, E é finito.
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Mostremos que F ⊂
⋃

f ∈E Bǫ(f ).

Se f ∈ F escolhemos ỹ1, . . . , ỹn de números yi , 1 6 i 6 2Mm tal que

|f (xj)− ỹj | <
ǫ

4
, 1 6 j 6 n,

e seja e ∈ E tal que

|e(xj )− ỹj | <
ǫ

4
, 1 6 j 6 n.
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Seja x ∈ X e 1 6 j 6 n tal que ρ(x , xj ) < δ. Então

|f (x)−e(x)|6 |f (x)−f (xj )|+|f (xj)−ỹj |+|ỹj−e(xj)|+|e(xj )−e(x)|

<ǫ.

Logo

max
x∈X

|f (x)− e(x)| < ǫ.

e F será totalmente limitado.
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Teorema de Peano

Peano, G.; Démonstration de l’intégrabilité des équations
différentielles ordinaires. Math. Ann. 37 (1890) (2) 182-228.

Seja D ⊂ R× Rn um aberto e f : D → Rn cont́ınua.

Teorema (Peano)

Dado (t0, x0) ∈ D a equação diferencial ẋ = f (t, x) tem ao menos

uma solução local passando por (t0, x0).
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x0

aA

aA

/

/

/

D

D ′

R

b (t0,x0)

b b

b

b

b

t0 t0+at0−a

b

Prova: Seja (t0, x0)∈D ′⊂D aberto tal que f é limitada em D ′ e

seja A tal que |f (t, x)| 6 A para todo (t, x) ∈ D ′. Seja a > 0 tal

que R = [t0 − a, t0 + a]× BaA(x0)
− ⊂ D ′.
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Da continuidade uniforme de f em R , dado ǫ>0 seja δ>0 tal que,

(t, x), (t ′, x ′)∈R , |t−t ′|<δ e |x−x ′|<δ⇒|f (t, x)−f (t ′, x ′)|<ǫ.

Seja t0< t1 < · · ·< tn= t0+a uma partição do intervalo [t0, t0+a]

tal que |ti − ti−1| < min(δ, δ
A
), 1 6 i ≤ n.

Seja φǫ : [t0, t0 + a] → BaA(x0)
− definida por:

• φǫ é cont́ınua,

• φǫ(t0) = x0 e, em [t0, t1], linear com direção f (t0, x0),

• em [t1, t2], seja φǫ linear com direção f (t1, φǫ(t1)) e,

• indutivamente, constrúımos φǫ(t) emBaA(x0)
−, t∈ [t0, t0+a].
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φǫ(t)=x0+f (t0, x0)(t−t0), t0 6 t 6 t1, x1=x0+f (t0, x0)(t1−t0),

φǫ(t)=x1+f (t1, x1)(t−t1), t1 6 t 6 t2, x2 = x1+f (t1, x1)(t2−t1),

φǫ(t)=x2+f (t2, x2)(t−t2), t2 6 t 6 t3, x3 = x2+f (t2, x2)(t3−t2) · · ·

φǫ(t)=

xi
︷ ︸︸ ︷

x0+
∑i−1

j=0f (tj , xj)(tj+1−tj)+f (ti , xi )(t−ti), t ∈ [ti , ti+1]

✻

✲

x0+f (x0)(t−t0)

x1+f (x1)(t−t1)

x2+f (x2)(t−t2)

x3+f (x3)(t−t3)

♣

♣

♣✑✑✸
◗◗s

✑✑✸

◗◗s
q

q q

q q
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Se t < t ′, sejam 0 6 i 6 i ′ 6 n tais que

φǫ(t
′)=x0+

i ′−1∑

j=0

f (tj , xj)(tj+1−tj)+f (ti ′ , xi ′)(t
′−ti ′), t

′∈ [ti ′ , ti ′+1]

φǫ(t)= x0+

i−1∑

j=0

f (tj , xj)(tj+1−tj) + f (ti , xi)(t−ti), t ∈ [ti , ti+1] e

|φǫ(t
′)−φǫ(t)| 6A|t − t ′| e max

t∈[t0,t0+a]
|φǫ(t)− x0| 6 aA, pois

|φǫ(t
′)−φǫ(t)|=

∣
∣
∣f (ti ,xi)(ti+1−t)+

i ′−1∑

j=i+1

f (tj ,xj)(tj+1−tj)+f (ti ′ , xi ′)(t
′−ti ′)

∣
∣
∣
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Logo, {φǫ :0<ǫ61}⊂C ([t0, t0+a],B−
aA(x0)) é equicont́ınua e limitada.

Se ǫn
n→∞
−→ 0, do Teorema de Arzelá-Ascoli, {φǫn} tem subseqüência

convergente com limite φ em C ([t0, t0 + a],BaA(x0)
−).

Provemos que φ(t)=x0+

∫ t

t0

f (s, φ(s))ds. Fixado ǫ>0 e t∈ [t0, t0+a],

t∈ [tj , tj+1], para algum 06 j6n. Como φǫ(t)=φǫ(tj)+f (tj , xj )(t−tj)

|φǫ(t)− φǫ(tj)| < A|t − tj | < A
δ

A
= δ.

Isto implica que

|f (tj , φǫ(tj))− f (t, φǫ(t))| < ǫ, tj < t < tj+1.
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Aplicação: Teorema de Peano

Lema de Riesz

Agora escrevemos

φǫ(t)= x0+

i−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

f (tj , φǫ(tj))ds+

∫ t

ti

f (ti , φǫ(ti ))ds

︷ ︸︸ ︷

i−1∑

j=0

f (tj , xj)(tj+1 − tj) + f (ti , xi )(t − ti )

φǫ(t)=x0+

∫ t

t0

f (s, φ(s))ds+

i−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

[f (tj , φǫ(tj))−f (s, φǫ(s))]
︸ ︷︷ ︸

‖·‖<ǫ

ds

+

∫ t

ti

[f (ti , φǫ(ti ))−f (s, φǫ(s))]
︸ ︷︷ ︸

‖·‖<ǫ

ds+

∫ t

t0

[f (s, φǫ(s))−f (s, φ(s))]ds.

(1)
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Segue de (1) que

φ(t) = x0 +

∫ t

t0

f (s, φ(s))ds.

Logo φ é uma solução de ẋ = f (t, x) passando por (t0, x0) e

definida em [t0, t0 + a]. Um argumento semelhante pode ser

aplicado para [t0 − a, a].
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Nesta seção mostraremos que a bola unitária de um espaço

vetorial normado X será compacta se, e somente se, X tiver

dimensão finita.

Concluiremos, com isto, que todo compacto em um espaço vetorial

normado de dimensão infinita terá interior vazio.

Começamos com o seguinte resultado:
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Lemma (Lemma de Riesz)

Seja X um espaço vetorial normado sobre K e M ( X um

subespaço vetorial fechado. Então, para cada ǫ > 0, existe u ∈ X

tal que ‖u‖ = 1 e dist(u,M) > 1− ǫ.

Prova: Sem perda de generalidade podemos supor que 0<ǫ<1.

Seja v ∈ X\M. Como M é fechado, dist(v ,M)=:d>0. Escolha

m0∈M tal que d6‖v−m0‖ 6
d

1−ǫ
. Seja u= v−m0

‖v−m0‖
e m∈M,

então m0 + ‖v −m0‖m ∈ M e u satisfaz

‖u−m‖=

∥
∥
∥
∥

v−m0

‖v−m0‖
−m

∥
∥
∥
∥
=

∥
∥
∥
∥

v−m0−m‖v−m0‖

‖v −m0‖

∥
∥
∥
∥
>

d

‖v−m0‖
>1−ǫ.
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Theorem (Riesz)

Se X for um espaço vetorial normado e B̄1(0)={x ∈ X : ‖x‖ 6 1}

for compacta então, X terá dimensão finita.

Prova: Suponha que X tenha dimensão infinita. Então existirão

subespaços Mn, n ∈ N, de X tais que dimMn = n e Mn⊂ Mn+1,

para todo n∈N. Como Mn é fechado, do Lema de Riesz, existirá

un∈Mn, ‖un‖=1, tal que dist(un,Mn−1) >
1
2 .

É fácil ver que {un} não terá subseqüência convergente e B̄1(0)

não será compacta.
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Segue facilmente do Teorema de Riesz que

Corolário
Seja X um espaço vetorial normado de dimensão infinita. Se K⊂X

for compacto então, K o = ∅.

Exemplo

Para espaços ℓp o corolário acima é trivial pois podemos exibir

explicitamente uma seqüência com as propriedades mencionadas

na prova do Teorema de Riesz.
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