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Espacos Conexos: Mais propriedades Unido de conexos com um elemento em comum é conexa
Produto de conexos é conexo
Teorema da Alfandega

Todo conexo na reta € um intervalo

Exemplo

Basta ver que, se X é conexo em R, a,b€ X ea<c< b, entdo ce X.

nao vazios e sua uniao € X.

Exercicio
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Espagos Conexos: Mais propriedades Unido de conexos com um elemento em comum é conexa
Produto de conexos é conexo
Teorema da Alfandega

Uniao de conexos com um elemento em comum é conexa

Proposicao
Seja (X, p) um espagco métrico.

entdo A := |J;c, Ai serd conexo.
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Espagos Conexos: Mais propriedades Unido de conexos com um elemento em comum é conexa
Produto de conexos é conexo

Teorema da Alfandega

Prova:

ace ﬂA,- NnU.
iel

Note que A; = (UNA)U(VNA) (UNA)N(VNA)=g,
UNA;, VN A sdo abertos em A; e a € (UN A;) para todo i € /.

| Como A; &€ conexo, VA =2, paratodo i€/ e V=0,
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Espagos Conexos: Mais propriedades Unido de conexos com um elemento em comum é conexa

Produto de conexos é conexo
Teorema da Alfandega

Esta proposicdo nos dd o seguinte resultado de caracterizagao de
CONEXos.

Coroldrio

dois pontos de X estiverem contidos em algum subconjunto conexo.

fixe x; € X e seja Cx um conexo que contém {xj, x}.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0343 Espacos Métricos



Espagos Conexos: Mais propriedades Unido de conexos com um elemento em comum € conexa
Produto de conexos é conexo
Teorema da Alfandega

Produto de conexos é conexo

A proposicaa seguir também segue da proposi¢ao anterior.

Proposicao

espaco produto. Entdo, I serd conexo se, e somente se, X e Y
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Espagos Conexos: Mais propriedades Unido de conexos com um elemento em comum € conexa
Produto de conexos é conexo

Teorema da Alfandega

€ conexo, entdo X e Y s3ao conexos.
{x}xY

XxY
(x,y)

(x1, 1)

Xx{y1}




Espagos Conexos: Mais propriedades Unido de conexos com um elemento em comum € conexa
Produto de conexos é conexo

Teorema da Alfandega

€ conexo, entdo X e Y s3ao conexos.
{x}xY

(x1,{y1)

Xx{y1}
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Espacos Conexos: Mais propriedades Unido de conexos com um elemento em comum € conexa

Produto de conexos é conexo
Teorema da Alfandega

€ conexo, entdo X e Y s3ao conexos.

{x}xY

(x1,{y1) Xx {1}

PRGBSI SE R ASSEIERHESES o conjortos X x [y} o

{x}xY e (Xx{y})U({x}xY) sdo conexos V(x,y) € . Logo,

ficado (,1) < 1. [ OIS -
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Espacos Conexos: Mais propriedades Unido de conexos com um elemento em comum é conexa
Produto de conexos é conexo

Teorema da Alfandega

Exercicio

(M, 7p) o espago produto. Mostre que I serd conexo se, e somente

Exemplo

Solucdo: Basta ver que o cilindro é homeomorfo a S! x R.

Exemplo

R" com a métrica usual € conexo e, para n > 2, R"\{0} € conexo.

Solugdo: Basta ver que R"\{0} homeomorfo a S"~! x (0, c0).
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Espacos Conexos: Mais propriedades Unido de conexos com um elemento em comum é conexa
Produto de conexos é conexo
Teorema da Alfandega

Teorema da Alfandega

Proposi¢do (Teorema da Alfandega)

Se A é conexo, ANB # @ e AN B # &, entio AN OB # @.
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Espagos Conexos: Mais propriedades Unido de conexos com um elemento em comum € conexa
Produto de conexos é conexo

Teorema da Alfandega

vazio nem todo A. Logo a fronteira de AN B em A contém um

o

BAa)N(ANB)# @ = BX(a)NB# T e

Desta forma, a € OB e o resultado estd provado.
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Espagos Conexos por Caminhos

Espacos Conexos por Caminhos

Definicdo (Caminhos)

e Um caminho em (X, p) é uma fungdo continua ~:[0,1]— X.
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Espagos Conexos por Caminhos

Espacos Conexos por Caminhos

Definicdo (Caminhos)

e Um caminho em (X, p) é uma fungdo continua ~:[0,1]— X.

do caminho e diremos que o caminho liga a’ a ‘b’
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Espagos Conexos por Caminhos

Espacos Conexos por Caminhos

Definicdo (Caminhos)

e Um caminho em (X, p) é uma fungdo continua ~:[0,1]— X.

do caminho e diremos que o caminho liga a’ a ‘b’
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Espagos Conexos por Caminhos

Definicdo (Conexo por caminhos)

e Diremos que (X, p) serd conexo por caminhos se, e somente se,
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Espagos Conexos por Caminhos

Definicdo (Conexo por caminhos)

e Diremos que (X, p) serd conexo por caminhos se, e somente se,

o Seja E C X e pg a métrica induzida em E por p.

(E, pg) for conexo por caminhos.
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Espagos Conexos por Caminhos

Exemplo

e Se existir um caminho ~y que liga x a y, existird um caminho

Basta tomar —~ : [0,1] — X definida por —(t) = (1 — t).
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Espagos Conexos por Caminhos

Exemplo

e Se existir um caminho ~y que liga x a y, existird um caminho

Basta tomar —~ : [0,1] — X definida por —(t) = (1 — t).

existira um caminho v1 V y» que liga x a z.

. ')’1(2t)a te [0’ %]
71V e(t) = {72(% “1), telb
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Espagos Conexos por Caminhos

Exemplo (Convexos)

Um subconjunto E de X serd chamado convexo se, e somente se,

Exemplo
Se (X,|| - ||) for um espago vetorial normado.
Toda bola em X € convexa.

Exemplo
Se (X, || - ||) for um espaco vetorial normado.

em (X, p), onde p € a métrica induzida em X pela norma.
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Espagos Conexos por Caminhos

Proposicao

Logo v([a, b]) € um conexo que contém a, b.

[Alconedade de X p) agorelsegie de um eesiltads antarior]
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Conexos por Caminhos - Continuagdo

Proposicao

Se (X, p) for conexo por caminhos e existir uma fungcdo continua e
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Conexos por Caminhos - Continuagido

Proposicao

Se (X, p) for conexo por caminhos e existir uma funcdo continua e

que f(a) =a e f(b) = 5.

que liga ‘a’ a ‘b'.

e Y é conexo por caminhos.
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Conexos por Caminhos - Continuagdo

Proposicao

Se {Aj : i € I} for uma familia de conexos por caminhos de X
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Conexos por Caminhos - Continuagdo

Proposicao

Se {Aj : i € I} for uma familia de conexos por caminhos de X

Como cada A; é conexo por caminhos, i €/, existem caminhos

Logoya Vb é um caminho em A que liga‘a’a‘b’.
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Conexos por Caminhos - Continuagdo

Proposicao

Entao, I serd conexo por caminhos se, e s6 se, X e Y o forem.
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Conexos por Caminhos - Continuagido

Proposicao

Entao, I serd conexo por caminhos se, e s6 se, X e Y o forem.

feita para produto de conexos.
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Conexos por Caminhos - Continuagdo

Exemplo (Conexos que n3o sdo conexos por caminhos)

A= GrU{(0,1)} = {(x,cos (1)) : x € (0,00)} U{(0,1)}
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Conexos por Caminhos - Continuagdo

Exemplo (Conexos que n3o sdo conexos por caminhos)

A= GrU{(0,1)} = {(x,cos (1)) : x € (0,00)} U{(0,1)}

Mostremos que a(t):=Pyovy(t)=0, para todo t € [0, 1].

A=G; e ~(t)=(a(t), f(a(t)) t €[0,1].

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0343 Espacos Métricos



Conexos por Caminhos - Continuagido

Se 7€/, a(r)=0, f(a(r))=1. Da continuidade de ~y existe r>0

Segue que a(B,[O’ ](7')) 5 0 é um intervalo ou {0}.
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Conexos por Caminhos - Continuagdo

Se 7€/, a(r)=0, f(a(r))=1. Da continuidade de ~y existe r>0

Segue que a(B,[O ](7')) 5 0 é um intervalo ou {0}.

da forma —L—=q t,). Isto nos leva a uma contradicdo, pois
@nt1)m ¢ao, p

1 0,1 .
Logo, a(B,!O’ ](T)) ={0} e B} ](T) C I e | é aberto.
Segue que / = [0,1] ¢ A ndo é conexo por caminhos.




Conexos por Caminhos - Continuagdo

Exemplo

De fato: Sejam x,y € R"\{0}.
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Conexos por Caminhos - Continuagdo

Exemplo

De fato: Sejam x,y € R"\{0}.

OF - 02 o) ez oo o i (== FE Rl

que liga x a y em R"\{0}.
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Conexos por Caminhos - Continuagdo

Exemplo

De fato: Sejam x,y € R"\{0}.

OF - 02 o) ez oo o i (== FE Rl

que liga x a y em R"\{0}.

2 R L C s ORI T

zeR"\{tx =ty : t € R}. Segue que 0 ¢ [x,z] U [z,y] e

liga x a y em R"\{0}.
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Conexos por Caminhos - Continuagido

Exercicio

(1) X\{a} € conexo por caminhos, para todo a € X.

OF - /1 =i & i 20 & i e e
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Conexos por Caminhos - Continuagido

Exercicio

(1) X\{a} € conexo por caminhos, para todo a € X.

OF - /1 =i & i 20 & i e e

Exemplo
AS"={x R ||x|| =1}, n>1, é conexa por caminhos.

De fato:

é continua e sobrejetora. Como R"1\{0} é conexo por caminhos,

o resultado seguel;
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