SMA 5878 Analise Funcional Il

Alexandre Nolasco de Carvalho

Departamento de Matemidtica
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacgao
Universidade de S3o Paulo

14 de Junho de 2023

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 5878 Anadlise Funcional Il



Exemplo ([2], veja [1, Page 150])

Para cada n € N* considere o espaco de Hilbert /2 = C" com o
produto interno usual. Seja H o espaco de Hilbert cujos elementos
sdo seqiiéncias x = {x1,x0, X3, } € [[°2, 2, com x, € /2 e

o n=1 ncr)0
Z ||x,,||§% < 00 e produto interno (x,y)y = Z<X"’y">l%' Se
n=1 n=1

B, € L(¢2), n € N*, for tal que sup {IBnllzqzy : n € N*} < o0, e
neN*

B(x) = (Bi(x1), B2(x2), B3(x3), - - - )

entao,

Bllz(2) < sup {l[Bnllzz) : n € N*}. Agora considere
neN*

A, € L(E%) dados pelas matrizes cujas entradas Ap.; ; sdo todas
nulas exceto Apppr1 =1, 1< p<n.
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E claro que o(A,) = {0} e || A, 2y = 1. Seja = = inly + Ap.
Logo _
le=*llcqz) = e lloep < €

Mostremos que

lim sup HeE"tHE(@) =eltl vt eR.
n—o0

Faremos apenas o caso t > 0. Tomando
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Portanto, usando a expansdo de Taylor de et,
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Dado t > 0 existe uma seqtiéncia de pares de nimeros inteiros

. k—oo .
positivos (nk, qx) com qx — oo tais que

21 ng

t

— (veja [3, pagina 112]).
k

Segue que, se Ty + 2T qx = nit,

k—
Assim, et "3 1 e temos que

le=run, —etun,llg =5 0.
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Consequentemente,

t=,

limsup |||z ) = el
n—o00

Agora definimos T(t) € L(H), t € R, por
T(t)(Xl, XDy X3, """ ) = (eElxl, ethX27 etE3X3, 0009 )
Segue que {T(t) : t € R} C L(H) é um grupo de operadores

lineares e que || T(t)|| = el!l, para todo t € R. Mostremos que
{T(t): t € R} é fortemente continuo.
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De fato, dado x = (x1,x2,x3,-+) € H ee > 0, escolha N € N tal
que
i
(0.0) 2 €
( > HXang) <3
n=N+1
Consequentemente,
. }
IT(t)x=xln = (Z He:"txn—an?g>
n=1
N _ % o) _ %
< (Z ||e:"txn—xn||§%> +< > lle™xq —Xn||§%>
n=1 n=N-+1
1 1
N _ 2 o) 2
< (D160l ) o) (3 )
n=1 n=N+1

V
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Segue que, para todo € > 0,

limsup || T(t)x—x||x < €
t—0+

e que {T(t) : t € R} € fortemente continuo.

A seguir exibiremos o gerador infinitesimal de {T(t):t € R} e
determinaremos o seu espectro. Seja

o0
D={xe H 2 : x, = 0 exceto para finitos n's}.

n=1

Defina=: D C H — H por Ex = {Z1x1, Zax0, =3x3,-- - }. Se

x € D entio,
o T(t)x—x _
I|mL::x.
t—0 t
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Exercicio: Sabemos que D é denso em H e que T(t)D C D, para
todo t € R. Mostre que, se o/ : D(<7/) C H — H for o gerador
infinitesimal de {T(t) : t € R} entdo o(Z) = o(«7). Sugestdo:
Mostre que </ € o fecho de = e use o Lemma 2.1.1.
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Se A #in, n € N*, entdo X € p(=,) e

—in) — -1 - S - ]
(A —in) — Ap) A_injz_;(/\_in)j/\’n-

Ma—Zp) 1=
Se n for tal que |\ — in| > k > 1 teremos
1 1 1
My —=p)71 < - =
I = =0 ety < =1 = %5
e
sup [|(My — =) 22 < oo
neN*
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Seja A € L(H) o operador definido por
A= (()‘Il — El)ila ()‘I2 - 52)717 ()‘I3 - 53)717 e )

Segue que A(D) C D e (M —=)Ax = A(M — =)x = x, para todo
x € D. Consequentemente, p(<7) D C\{in: n € N*}. Por outro
lado, o(/)=0(Z)={in: neN*} pois, dado ke N* e

vV = {01, <o 0pq, Vk,0k+1, 000 } € D onde
—_——
k—1 vezes
1
Vi = . S fi
0
temos
v = Zv = ikvy.
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Isto mostra que o(</) = {in: n€N*} estd contido no eixo
imagindrio enquanto que

o
e || czy = €

Mostre que (A — </)~' é um operador compacto.
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Segue do Teorema da Aplicagdo Espectral que o(f(A))=1(ce(A)),
sempre que A for um operador fechado, com resolvente n3o vazio e
f € Us(A). Quando A for um operador ilimitado e f ¢ U, (A)
este resultado nao é valido, em geral.

Como C 2 \ +— e* € C n3o pertence a Us,(A) para A ilimitado,
em geral, ndo podemos afirmar que o(e”t) = e?(A)t,

Vamos estudar a seguir as relacdes entre o espectro de um
semigrupo e o espectro de seu gerador.
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Seja {et : t > 0} um semigrupo fortemente continuo. Se
t
By (t)x = / Mt=5) sy i (1)
0
entao
(A — A)By\(t)x = eMx — eMtx, V¥x e X 2)
e
By(t)(A — A)x = eMx — etx, Vx € D(A). (3)
v
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Prova: Para todo \ e t fixos, B\(t) € £(X). Além disso, para
todo x € X temos
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Consequentemente, By(t)x € D(A) e
ABy\(t)x = ABy(t)x + e?tx — e*tx, provando (2).

E claro, para x € D(A), AB\(t)x = Br(t)Ax e (3) segue[]
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Teorema

Seja {eAt : t > 0} um semigrupo fortemente continuo. Ent3o,

o(e™) D> et?™ t>0. (4)
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Prova: Seja e € p(e”f) e seja Q = (e* — e/f) L. De (2) e (3)
deduzimos que

A=A)B\(t)Qx=x, VxeX

QRBA(t) (A —A)x =x, Vx € D(A).
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Como By (t) e @ comutam também temos que
BA(t)Q(N — A)x = x, Vx € D(A).
Portanto, A€ p(A), By(t)Q=(\— A)~L.

Esta mesma argumentacao implica que A\ + @

k € Z, o que implica e ¢ et*(A) e prova (4)[]

€ p(A), para todo
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

O espectro de um operador linear fechado A consiste de trés partes
mutualmente exclusivas cuja unido é o(A): o espectro pontual
op(A); o espectro residual o,(A) e o espectro continuo o.(A).

Estas partes sdo definidas da seguinte forma: A € o,(A) se (A — A)
ndo é injetor; A € o.(A) se (A — A) é injetor, tem imagem densa
em X mas n3o é sobrejetor e, finalmente, A € o,(A) se (A — A) é
injetor e n3o tem imagem densa em X.

A seguir estudaremos as relagdes entre cada parte do espectro de
A e a sua parte correspondente no espectro de e”t. Comecamos
com o espectro pontual.
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Teorema

Seja {eAt : t > 0} um semigrupo fortemente continuo. Entdo
et c gy (e™) C e U {0},

isto é, se A€o ,(A) entdo, eM ca,(e?t) e se et cop(e™t) entdo,
existe um inteiro k tal que Ay = A + 27ik/t € op(A).
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Prova: Se \ € g,(A) existe um x € D(A), x # 0 tal que
(A — A)x = 0. De (3) segue que (e’ — e)x = 0 e portanto
e* € op(et) o que prova a primeira inclus3o.

Para provar a segunda inclus3o seja e’ € ap(eAt) e seja x # 0 tal
que (e*] — et)x = 0. Isto implica que a funcdo continua

s+ e T (s)x é periédica com periodo t e como ela n3o é
identicamente nula, um de seus coeficientes de Fourier deve ser
diferente de zero.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 5878 Anadlise Funcional Il



O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Portanto, existe k tal que

t .
. — 1/ e~ (mik/t)s(e=2S T (5)x)ds + 0.
0

Mostraremos que A\ = \ + 2wik/t é um autovalor de A.

Seja w € R tal que [[e*]|z(x) < Me“t. Mostremos que ReA < w.
De fato, como e™tx = e/t x temos que "R |x|| < Me"™| x|,
para todo n € N, e o resultado segue.
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Para Rep > w temos

0o A o (n+1)t A
(n—A)Ix= / e Me™xds = Z / e M e xds
0 n—0 Y nt
o0 t
= Ze”(’\_“)t/ e HeMSx ds (5)
n=0 0

t
= 7%)\_ )t/ e MeMx ds
1—e K 0
—As ,As

onde usamos a t—periodicidade da fun¢do s — e~ "*e”*x e que
Rel < w.
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

A integral do lado direito de (5) é claramente uma fung3o inteira e
portanto (i — A)"1x pode ser estendida a uma fung3o analitica
com possiveis polos em A\, = A+ 27win/t, n=0,+£1,42,---.
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Usando (5) é facil mostrar que (j& que e —Ht = e(Ae=n)t)

/\ _ t
. o -1, g k— M —us ,As _
Mlﬁ;\k(u A)(p—A) " x = MIerJ\k oot 1 1/0 e M e™xds = xi

t
e, como | e MeASxds € D(A), da t—periodicidade de
0
s+ e ey,
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

(k= A) (e = A) 7 = (A= ) (= A)7Ix + x

A\, — t
- 1( ke(AfL/t))t/ e M e x ds + x,
- 0

segue que

lim (A = A)l(1 = M) (= A) " x =0,
K= Ak

Como A é fechado, segue que xx € D(A) e (Ax — A)xx = 0; isto é,
Ak € O‘,,(A).D
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Agora lidamos com o espectro residual de A.

Teorema

Seja {eAt : t > 0} um semigrupo fortemente continuo. Entao,
Q Sele o (A) e{\+2min/t:neZ}Noy(A) =D, entdo
e’ e o, (e™).
Q Se e’ € o, (e?t) entdo, {\+2min/t :n € Z}Nop(A) =2 e
A+ 2wik/t € o,(A) para algum k € Z.
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Prova: De (2) segue que R(e* — e/t) C R(A — A).

Além disso, do Teorema 2, se e — At n3o é um-a-um, ent3o

A+ 2mik/t € o,(A) para algum k € Z.

Portanto, se A € o,(A) e {\+27in/t : n € Z} Nop(A) = &, entdo
e’ € a,(e?t). Isto conclui a prova de 1.
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Agora vamos provar 2. Do Teorema 2, se A + 2mik/t € 0,(A) para
algum k € Z, entdo e € o,(e™).

Resta mostrar que, se e’ € o,(eAt), entdo R(\x — A) ndo é densa
em X para algum k.

Basta mostrar que, se e’ € o,(et), entdo {\ + 2min/t : n € Z}
ndo estd contido em p(A) U o(A).

De (3), se A\p := A+ 27in/t,

(et — eMx = By, (t)(A\n — A)x, x € D(A), n€Z. (6)
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Como por hipétese e’ = e*t € g,(e*t) o lado esquerdo de (6)
pertence a um subespaco fixo Y que n3o é denso em X.

Por outro lado, se A, € p(A) Uo(A), entdo a imagem de A\, — A é

densa em X o que implica, por (6), que a imagem de B, (t) estd
em Y para todo n.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 5878 Anadlise Funcional Il



O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Escrevendo a série de Fourier da func3o continua s — e *Se/%x,

x € X temos
e~ At X .
ef)\seAsX ~ . n_E_OO: e(27rm/t)s B,\n(t)X (7)

e cada termo da série do lado direito de (7) pertence a Y.

Como a série é Cesaro convergente para e **e’Sx, 0 < s < t,
temos que e **e”*x € Y para 0 < s < t. Fazendo s — 0T temos
x €Y eY =X, oque éabsurdo[]

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 5878 Anadlise Funcional Il



O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Teorema

Seja {eAt : t > 0} um semigrupo fortemente continuo. Se
A€ oc(A) e{A+2min/t :ne€ Z}N[op(A)Uo.(A)] =2, entdo
e’ € o (e?).
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Prova: Do Teorema 1, se A € o(A) entdo, et € o(e?t).

Do Teorema 2, se e’ € o,(et) entdo, Ak € 0,(A) para algum
k € Z, provando que et ¢ o, (eht).

Do Teorema 3, se e’ € o,(e*t) entdo, \, ¢ 0,(A) para todo
n€Ze A € o,(A) para algum k € Z, provando que

eAt ¢ O'r(eAt)-D
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Teorema

Seja {eAt : t > 0} um C%-semigrupo. Se e’ € o.(e??) entido,
{An = X+27in/t:neZ}N[op(A)Uc,(A)] = @. E possivel que
eM € o (et) e que A\, = A+ 2nmi/t € p(A) para todo n € Z.
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Prova: E claro dos Teoremas 2 e 3 que, se e*t € o.(e??), entdo
An = A+ 2min/t ¢ op(A) Uo,(A), n€ Z.

Para o restante da afirmativa considere o seguinte exemplo: Seja
H = (?(Z,C) e defina A: D(A) C ¢*(Z,C) — (*(Z,C) por

D(A) = {{xn}nez € L*(Z,C) : {nxn}nez € £2(Z,C)}
A{xn}nez = {inxn}tnez, para todo {xn}pez € D(A).
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O TEOREMA DA APLICAGAO ESPECTRAL

Entdo A gera o semigrupo fortemente continuo dado por
A .
e t{x,,},,ez ={e "tx,,},,ez, t > 0.

E claro que o(A) = 0,(A) = {in: n € Z}. Por outro lado
op(e?) ={e'": neZ}.

Este conjunto é denso na circunferéncia unitéria e, se |u| # 1, é
facil ver que 1 € p(e?). Segue que o(e?) = {u € C: |u| = 1}.

Seerc {neC:|u =1}\{e":necZ} entio R(e* — eA) = X
(contém as seqiiéncias quase nulas).

Assim o,(e?) =0, e* € o.(e?) e Ay = X + 2nmi € p(A) Vn € Z[]
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