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Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação
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O Teorema da Aplicação Espectral

Exemplo ([2], veja [1, Page 150])

Para cada n ∈ N∗ considere o espaço de Hilbert `2
n = Cn com o

produto interno usual. Seja H o espaço de Hilbert cujos elementos
são seqüências x = {x1, x2, x3, · · · } ∈

∏∞
n=1 `

2
n, com xn ∈ `2

n e
∞∑
n=1

‖xn‖2
`2
n
<∞ e produto interno 〈x , y〉H =

∞∑
n=1

〈xn, yn〉`2
n
. Se

Bn ∈ L(`2
n), n ∈ N∗, for tal que sup

n∈N∗
{‖Bn‖L(`2

n) : n ∈ N∗} <∞, e

B(x) = (B1(x1),B2(x2),B3(x3), · · · )

então, ‖B‖L(H) 6 sup
n∈N∗
{‖Bn‖L(`2

n) : n ∈ N∗}. Agora considere

An ∈ L(`2
n) dados pelas matrizes cujas entradas An:i ,j são todas

nulas exceto An:p,p+1 = 1, 1 6 p < n.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 5878 Análise Funcional II



O Teorema da Aplicação Espectral

É claro que σ(An) = {0} e ‖An‖L(`2
n) = 1. Seja Ξn = inIn + An.

Logo
‖eΞnt‖L(`2

n) = ‖eAnt‖L(`2
n) 6 e |t|

Mostremos que

lim sup
n→∞

‖eΞnt‖L(`2
n) = e |t|, ∀t ∈ R.

Faremos apenas o caso t > 0. Tomando

un =
1√
n

1
...
1

 ∈ `2
n,
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temos

etAnun =
1√
n



1 + t + 1
2! t

2 + · · ·+ 1
(n−1)! t

n−1

1 + t + 1
2! t

2 + · · ·+ 1
(n−2)! t

n−2

...
1 + t + 1

2! t
2

1 + t
1


∈ `2

n.
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Portanto, usando a expansão de Taylor de et ,

‖etAnun−etun‖`2
n

=
1√
n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


1 + t + 1

2! t
2 + · · ·+ 1

(n−1)! t
n−1−et

1 + t + 1
2! t

2 + · · ·+ 1
(n−2)! t

n−2−et
...

1 + t − et

1− et



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
`2
n

6
et√
n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


1
n! t

n

1
(n−1)! t

n−1

...
1
2! t

2

t



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
`2
n

6
et+ t2

4

√
n
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Dado t > 0 existe uma seqüência de pares de números inteiros

positivos (nk , qk) com qk
k→∞−→ ∞ tais que∣∣∣∣2πt − nk

qk

∣∣∣∣ < 1

q2
k

(veja [3, página 112]).

Segue que, se τk + 2πqk = nkt,

|τk | <
t

qk

k→∞−→ 0

Assim, e ink t
k→∞−→ 1 e temos que

‖etΞnk unk−e
tunk‖`2

nk

k→∞−→ 0.
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Consequentemente,

lim sup
n→∞

‖etΞn‖L(`2
nk

) = e |t|

Agora definimos T (t) ∈ L(H), t ∈ R, por

T (t)(x1, x2, x3, · · · ) = (etΞ1x1, e
tΞ2x2, e

tΞ3x3, · · · ).

Segue que {T (t) : t ∈ R} ⊂ L(H) é um grupo de operadores
lineares e que ‖T (t)‖ = e |t|, para todo t ∈ R. Mostremos que
{T (t) : t ∈ R} é fortemente cont́ınuo.
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De fato, dado x = (x1, x2, x3, · · · ) ∈ H e ε > 0, escolha N ∈ N tal
que ( ∞∑

n=N+1

‖xn‖2
`2
n

) 1
2

<
ε

2
.

Consequentemente,

‖T (t)x−x‖H =

( ∞∑
n=1

‖eΞntxn−xn‖2
`2
n

) 1
2

6

(
N∑

n=1

‖eΞntxn−xn‖2
`2
n

)1
2

+

( ∞∑
n=N+1

‖eΞntxn − xn‖2
`2
n

)1
2

6

(
N∑

n=1

‖eΞntxn − xn‖2
`2
n

)1
2

+(e |t|+1)

( ∞∑
n=N+1

‖xn‖2
`2
n

)1
2

.
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Segue que, para todo ε > 0,

lim sup
t→0+

‖T (t)x−x‖H 6 ε

e que {T (t) : t ∈ R} é fortemente cont́ınuo.

A seguir exibiremos o gerador infinitesimal de {T (t) : t ∈ R} e
determinaremos o seu espectro. Seja

D = {x ∈
∞∏
n=1

`2
n : xn = 0 exceto para finitos n′s}.

Defina Ξ : D ⊂ H → H por Ξx = {Ξ1x1,Ξ2x2,Ξ3x3, · · · }. Se
x ∈ D então,

lim
t→0

T (t)x − x

t
= Ξx .
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Exerćıcio: Sabemos que D é denso em H e que T (t)D ⊂ D, para
todo t ∈ R. Mostre que, se A : D(A ) ⊂ H → H for o gerador
infinitesimal de {T (t) : t ∈ R} então σ(Ξ) = σ(A ). Sugestão:
Mostre que A é o fecho de Ξ e use o Lemma 2.1.1.
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Se λ 6= in, n ∈ N∗, então λ ∈ ρ(Ξn) e

(λIn − Ξn)−1 = ((λ− in)− An)−1 =
1

λ− in

n−1∑
j=0

1

(λ− in)j
Aj
n.

Se n for tal que |λ− in| > k > 1 teremos

‖(λIn − Ξn)−1‖L(`2
n) 6

1

k

1

1− 1
k

=
1

k − 1

e
sup
n∈N∗

‖(λIn − Ξn)−1‖L(`2
n) <∞.
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Seja ∆ ∈ L(H) o operador definido por

∆ = ((λI1 − Ξ1)−1, (λI2 − Ξ2)−1, (λI3 − Ξ3)−1, · · · ).

Segue que ∆(D) ⊂ D e (λI −Ξ)∆x = ∆(λI − Ξ)x = x, para todo
x ∈ D. Consequentemente, ρ(A ) ⊃ C\{in : n ∈ N∗}. Por outro
lado, σ(A )=σ(Ξ)={in : n∈N∗} pois, dado k∈N∗ e
v = {01, · · · , 0k−1︸ ︷︷ ︸

k−1 vezes

, vk , 0k+1, · · · } ∈ D onde

vk =


1
0
...
0

 ∈ `2
k

temos
A vk = Ξvk = ikvk .
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Isto mostra que σ(A ) = {in : n∈N∗} está contido no eixo
imaginário enquanto que

‖eA t‖L(H) = et

Exerćıcio

Mostre que (λ−A )−1 é um operador compacto.
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O Teorema da Aplicação Espectral

Segue do Teorema da Aplicação Espectral que σ(f (A))= f (σe(A)),
sempre que A for um operador fechado, com resolvente não vazio e
f ∈ U∞(A). Quando A for um operador ilimitado e f /∈ U∞(A)
este resultado não é válido, em geral.

Como C 3 λ 7→ eλt ∈ C não pertence a U∞(A) para A ilimitado,
em geral, não podemos afirmar que σ(eAt) = eσe(A)t .

Vamos estudar a seguir as relações entre o espectro de um
semigrupo e o espectro de seu gerador.
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Lemma

Seja {eAt : t ≥ 0} um semigrupo fortemente cont́ınuo. Se

Bλ(t)x =

∫ t

0
eλ(t−s)eAsx ds (1)

então
(λ− A)Bλ(t)x = eλtx − eAtx , ∀x ∈ X (2)

e
Bλ(t)(λ− A)x = eλtx − eAtx , ∀x ∈ D(A). (3)
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Prova: Para todo λ e t fixos, Bλ(t) ∈ L(X ). Além disso, para
todo x ∈ X temos

eAh − I

h
Bλ(t)x =

eλh−1

h

∫ t

h
eλ(t−s)eAsxds +

eλh

h

∫ t+h

t
eλ(t−s)eAsxds

− 1

h

∫ h

0
eλ(t−s)eAsxds

h→0+

−→ λBλ(t)x + eAtx − eλtx .
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Consequentemente, Bλ(t)x ∈ D(A) e
ABλ(t)x = λBλ(t)x + eAtx − eλtx , provando (2).

É claro, para x ∈ D(A), ABλ(t)x = Bλ(t)Ax e (3) segue.
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Teorema

Seja {eAt : t ≥ 0} um semigrupo fortemente cont́ınuo. Então,

σ(eAt) ⊃ etσ(A), t ≥ 0. (4)
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Prova: Seja eλt ∈ ρ(eAt) e seja Q = (eλt − eAt)−1. De (2) e (3)
deduzimos que

(λ− A)Bλ(t)Qx = x , ∀x ∈ X

e
QBλ(t)(λ− A)x = x , ∀x ∈ D(A).
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Como Bλ(t) e Q comutam também temos que

Bλ(t)Q(λ− A)x = x , ∀x ∈ D(A).

Portanto, λ∈ρ(A), Bλ(t)Q =(λ− A)−1.

Esta mesma argumentação implica que λ+ 2kπi
t ∈ ρ(A), para todo

k ∈ Z, o que implica eλt /∈ etσ(A) e prova (4).
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O espectro de um operador linear fechado A consiste de três partes
mutualmente exclusivas cuja união é σ(A): o espectro pontual
σp(A); o espectro residual σr (A) e o espectro cont́ınuo σc(A).

Estas partes são definidas da seguinte forma: λ ∈ σp(A) se (λ−A)
não é injetor; λ ∈ σc(A) se (λ− A) é injetor, tem imagem densa
em X mas não é sobrejetor e, finalmente, λ ∈ σr (A) se (λ− A) é
injetor e não tem imagem densa em X .

A seguir estudaremos as relações entre cada parte do espectro de
A e a sua parte correspondente no espectro de eAt . Começamos
com o espectro pontual.
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Teorema

Seja {eAt : t ≥ 0} um semigrupo fortemente cont́ınuo. Então

etσp(A) ⊂ σp(eAt) ⊂ etσp(A) ∪ {0},

isto é, se λ∈σp(A) então, eλt ∈σp(eAt) e, se eλt ∈σp(eAt) então,
existe um inteiro k tal que λk = λ+ 2πik/t ∈ σp(A).
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Prova: Se λ ∈ σp(A) existe um x ∈ D(A), x 6= 0 tal que
(λ− A)x = 0. De (3) segue que (eλt − eAt)x = 0 e portanto
eλt ∈ σp(eAt) o que prova a primeira inclusão.

Para provar a segunda inclusão seja eλt ∈ σp(eAt) e seja x 6= 0 tal
que (eλt I − eAt)x = 0. Isto implica que a função cont́ınua
s 7→ e−λsT (s)x é periódica com peŕıodo t e como ela não é
identicamente nula, um de seus coeficientes de Fourier deve ser
diferente de zero.
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Portanto, existe k tal que

xk =
1

t

∫ t

0
e−(2πik/t)s(e−λsT (s)x)ds 6= 0.

Mostraremos que λk = λ+ 2πik/t é um autovalor de A.

Seja ω ∈ R tal que ‖eAt‖L(X ) 6 Meωt . Mostremos que Reλ 6 ω.

De fato, como enλtx = eAntx temos que entReλ‖x‖ 6 Mentω‖x‖,
para todo n ∈ N, e o resultado segue.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 5878 Análise Funcional II
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Para Reµ > ω temos

(µ− A)−1x =

∫ ∞
0

e−µseAsx ds =
∞∑
n=0

∫ (n+1)t

nt
e−µseAsx ds

=
∞∑
n=0

en(λ−µ)t

∫ t

0
e−µseAsx ds

=
1

1− e(λ−µ)t

∫ t

0
e−µseAsx ds

(5)

onde usamos a t−periodicidade da função s 7→ e−λseAsx e que
Reλ 6 ω.
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A integral do lado direito de (5) é claramente uma função inteira e
portanto (µ− A)−1x pode ser estendida a uma função anaĺıtica
com posśıveis polos em λn = λ+ 2πin/t, n = 0,±1,±2, · · · .
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Usando (5) é fácil mostrar que (já que e(λ−µ)t = e(λk−µ)t)

lim
µ→λk

(µ− λk)(µ− A)−1x = lim
µ→λk

λk − µ
e(λ−µ)t − 1

∫ t

0
e−µseAsx ds = xk

e, como

∫ t

0
e−µseAsx ds ∈ D(A), da t−periodicidade de

s 7→ e−λseAsx ,
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(λk − A)(µ− A)−1x = (λk − µ)(µ− A)−1x + x

=
(λk − µ)

1− e(λ−µ)t

∫ t

0
e−µseAsx ds + x ,

segue que

lim
µ→λk

(λk − A)[(µ− λk)(µ− A)−1]x = 0.

Como A é fechado, segue que xk ∈ D(A) e (λk − A)xk = 0; isto é,
λk ∈ σp(A).
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Agora lidamos com o espectro residual de A.

Teorema

Seja {eAt : t ≥ 0} um semigrupo fortemente cont́ınuo. Então,

1 Se λ ∈ σr (A) e {λ+ 2πin/t : n ∈ Z} ∩ σp(A) = ∅, então
eλt ∈ σr (eAt).

2 Se eλt ∈ σr (eAt) então, {λ+ 2πin/t : n ∈ Z} ∩ σp(A) = ∅ e
λ+ 2πik/t ∈ σr (A) para algum k ∈ Z.
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Prova: De (2) segue que R(eλt − eAt) ⊂ R(λ− A).

Além disso, do Teorema 2, se eλt − eAt não é um-a-um, então
λ+ 2πik/t ∈ σp(A) para algum k ∈ Z.

Portanto, se λ ∈ σr (A) e {λ+ 2πin/t : n ∈ Z} ∩ σp(A) = ∅, então
eλt ∈ σr (eAt). Isto conclui a prova de 1.
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Agora vamos provar 2. Do Teorema 2, se λ+ 2πik/t ∈ σp(A) para
algum k ∈ Z, então eλt ∈ σp(eAt).

Resta mostrar que, se eλt ∈ σr (eAt), então R(λk − A) não é densa
em X para algum k .

Basta mostrar que, se eλt ∈ σr (eAt), então {λ+ 2πin/t : n ∈ Z}
não está contido em ρ(A) ∪ σc(A).

De (3), se λn := λ+ 2πin/t,

(eλnt − eAt)x = Bλn(t)(λn − A)x , x ∈ D(A), n ∈ Z. (6)

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 5878 Análise Funcional II



O Teorema da Aplicação Espectral

Como por hipótese eλt = eλnt ∈ σr (eAt) o lado esquerdo de (6)
pertence a um subespaço fixo Y que não é denso em X .

Por outro lado, se λn ∈ ρ(A)∪ σc(A), então a imagem de λn −A é
densa em X o que implica, por (6), que a imagem de Bλn(t) está
em Ȳ para todo n.
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Escrevendo a série de Fourier da função cont́ınua s 7→ e−λseAsx ,
x ∈ X temos

e−λseAsx ∼ e−λt

t

∞∑
n=−∞

e(2πin/t)sBλn(t)x (7)

e cada termo da série do lado direito de (7) pertence a Ȳ .

Como a série é Cesàro convergente para e−λseAsx , 0 < s < t,
temos que e−λseAsx ∈ Ȳ para 0 < s < t. Fazendo s → 0+ temos
x ∈ Ȳ e Ȳ = X , o que é absurdo.
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Teorema

Seja {eAt : t ≥ 0} um semigrupo fortemente cont́ınuo. Se
λ ∈ σc(A) e {λ+ 2πin/t : n ∈ Z} ∩ [σp(A) ∪ σr (A)] = ∅, então
eλt ∈ σc(eAt).
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Prova: Do Teorema 1, se λ ∈ σc(A) então, eλt ∈ σ(eAt).

Do Teorema 2, se eλt ∈ σp(eAt) então, λk ∈ σp(A) para algum
k ∈ Z, provando que eλt /∈ σp(eAt).

Do Teorema 3, se eλt ∈ σr (eAt) então, λn /∈ σp(A) para todo
n ∈ Z e λk ∈ σr (A) para algum k ∈ Z, provando que
eλt /∈ σr (eAt).
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Teorema

Seja {eAt : t ≥ 0} um C 0-semigrupo. Se eλ t ∈ σc(eA t) então,
{λn := λ+ 2πin/t : n ∈ Z} ∩ [σp(A) ∪ σr (A)] = ∅. É posśıvel que
eλ t ∈ σc(eA t) e que λn = λ+ 2nπi/t ∈ ρ(A) para todo n ∈ Z.
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Prova: É claro dos Teoremas 2 e 3 que, se eλ t ∈ σc(eA t), então
λn = λ+ 2πin/t /∈ σp(A) ∪ σr (A), n ∈ Z.

Para o restante da afirmativa considere o seguinte exemplo: Seja
H = `2(Z,C) e defina A : D(A) ⊂ `2(Z,C)→ `2(Z,C) por

D(A) =
{
{xn}n∈Z ∈ `2(Z,C) : {nxn}n∈Z ∈ `2(Z,C)

}
A{xn}n∈Z = {inxn}n∈Z, para todo {xn}n∈Z ∈ D(A).
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Então A gera o semigrupo fortemente cont́ınuo dado por

eAt{xn}n∈Z = {e i ntxn}n∈Z, t ≥ 0.

É claro que σ(A) = σp(A) = {i n : n ∈ Z}. Por outro lado
σp(eA) = {e i n : n ∈ Z}.

Este conjunto é denso na circunferência unitária e, se |µ| 6= 1, é
fácil ver que µ ∈ ρ(eA). Segue que σ(eA) = {µ ∈ C : |µ| = 1}.

Se eλ ∈ {µ ∈ C : |µ| = 1}\{e i n : n ∈ Z}, então R(eλ − eA) = X
(contém as seqüências quase nulas).

Assim σr (eA) = ∅, eλ ∈ σc(eA) e λn = λ+ 2nπi ∈ ρ(A) ∀n ∈ Z.
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