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INTRODUCAO

O objetivo dessas notas é apresentar a teoria espectral de operadores fechados
e densamente definidos com o objetivo de resolver equacoes diferenciais line-
ares e autonomas em espacos de Banach; isto é, dados um espaco de Banach
X, sobre o corpo dos ntimeros complexos C, e um operador linear fechado e

densamente definido A : D(A) C X — X que (D(A) = X), dar condigoes

para que o problema de Cauchy
T=Ax, t>0,
l‘(O) =19 € X,

tenha uma unica solucao para cada xy € X e que esta solucao dependa

(1)

continuamente do estado inicial xg.
Vamos considerar o caso particular X = C" e A uma matriz n X n com
coeficientes reais. Na tentativa de resolver o problema procuramos por

Mo Substituindo esta candidata a solucdo na

solugoes da forma z)(t) = e
equagao em temos que x) é uma solucao se, e somente se, (A — A)xy = 0,
isto é, se, e somente se, X\ é um auto-valor de A e xy um auto-vetor associado
a A. Assim, a determinacao do espectro de A nos leva ao conhecimento de
algumas solugoes de (I)). Um estudo mais detalhado nos permite concluir
que todas as solugoes podem ser obtidas das propriedades de (A — A). De
fato, esta é a maneira como este problema é abordado nos cursos de equacgoes

diferenciais ordinarias. Como X ¢é um espaco de Banach de dimensao finita,
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8 INTRODUCAO

este tratamento é bastante bem sucedido. Se o espaco X tem dimensao
infinita, o operador A pode nao ter auto-valores e, mesmo quando tenha, estes
podem nao oferecer toda a informacao sobre as solugoes de ([1)). Precisaremos
abordar o problema de uma outra maneira.

Vamos agora tratar este mesmo problema a partir de outra perspectiva.

Observe que, da férmula integral de Cauchy, se a € C,

1 _
e = — [ M —a)ld)
2mi ).,
onde v, é uma curva fechada, retificivel e simples em torno de a. Mais
geralmente, veremos que

1
eAlay = —/ M\ — A) "t o,

VA

onde v4 é uma curva fechada, retificavel e simples em torno do zero e com

raio r > ||Al|zx). A fungdo z(t) = e

fz¢ é a solugao de (I)). Veremos, mais
adiante, que estas duas formas de abordar o problema sao completamente
equivalentes.

A segunda forma de abordar o problema nos leva ao estudo dos A € C
para os quais (A — A) é bijetor enquanto, na primeira forma de abordar o
problema somos levados a estudar os A € C para os quais (A— A) deixa de ser
injetor. A primeira maneira de abordar o problema esta basicamente restrita
a espacos de dimensao finita enquanto que a segunda pode ser utilizada para
abordar situacoes mais gerais.

Em ambos os casos o objeto de estudo é a familia de operadores (A —
A) para A € C. O estudo desses operadores e suas propriedades é o que
chamamos de teoria espectral para o operador A. Este estudo sera o objeto da

primeira parte destas notas. Nesta primeira parte também faremos o estudo

do calculo operacional; isto é, para um operador A dado e f em uma certa
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classe U(A) como avaliar f(A). A classe U(A) somente contém f(\) = e no
caso A € L(X).

A segunda parte do curso sera devotada ao estudo da caracterizacao dos
operadores A para os quais podemos estender o calculo operacional da pri-
meira parte do curso a uma classe de funcoes que inclua a funcao f(\) = e.
Para que isto seja possivel, precisaremos colocar uma série de restrigoes sobre
o operador A. Aqui o objeto principal de estudo sera caracterizar os opera-

dores para os quais podemos incluir f(\) = e na classe dos operadores

U(A).
Se X = C" e A é uma matriz n X n com coeficientes reais, entao A tem
k < n auto-valores distintos {1, -, Ay} com multiplicidades {my,--- ,my}

e existem subespagos { X1, -+, X;} de X tais que:
« AX;CX;,1<j<k
o (\I—A)X;=0,1<5<k

e X; = R(P;) onde P; =

retificavel e simples, orientada no sentido anti-horario, cujo traco nao

(A—A)~!d\, onde v; é uma curva fechada,

277@ vj

contém auto-valores e tal que A; é o tnico auto-valor de A no interior
de ’}/J
o PP=0,;P,1<ij<ked P=1I
Com isto, dado zp € X temos que xy = Z?:l Pjzy e

exo Z tPZU_Z)\ AAtP:z:

7=1

—Z<mjz AA):—?) et P
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por outro lado

ey,

M\ — A)d zg

M"—‘Q\

/ )\ )\ + )\ A)_ld)\ PjZUO
Vi

:::.

Mw 1~ 3]~

— )~ dp Py

5

q\\

<.
I
_

M;T

Z A = \))idp Py

i=1

<i< 1)y A)j{) M Py

1=0

At _—
271

<.
I
_

<
I
_

M-

e ambos os procedimentos nos levam ao mesmo resultado.



Capitulo 1

CALCULO DE FUNCOES VETORIAIS

Inicio da Primeira Aula |

1.1 Funcoes analiticas vetoriais

Sejam X, Y espacos de Banach sobre um corpo K (K = R ou K = C) e
L(X,Y) o espago dos operadores lineares e continuos de X em Y com a
norma
ITllecyy = sup [ Tlly.
]l x=1

Em particular, se Y = K escrevemos X* := £(X,K) para denotar o espago
dual de X e £(X) para denotar £(X, X).

Se X é um espago de Banach, r > 0 e z € X, a bola aberta (fechada) de
centro em z e raio r em X é denotada por B (z) (Ef(x)) ou simplesmente

por B,(z) (B,(z)) quando estiver claro qual é o espaco de Banach envolvido.

Se 2 € C é um conjunto aberto e X é um espaco de Banach sobre C,

diremos que uma funcao f : 2 — X ¢é analitica em (2 se, para cada Ay € €2

11



12 CAPITULO 1. CALCULO DE FUNCOES VETORIAIS

existe o limite

. f(A)_fO‘O) !
i =, )

O valor f/(\g) do limite acima é chamado derivada de f em \g. Observe que,
se f:Q — X é analitica e x* € X*, entao h := 2* o f : Q — C é analitica
e h'(Ng) = x*(f'(A\o)). Surpreendentemente (ja que, em geral, convergéncia

fraca nao implica convergeéncia forte), a reciproca também é verdadeira.

Teorema 1.1.1. Seja X um espaco de Banach sobre C, 2 um subconjunto
aberto de C e f : Q) — X uma funcao tal que x*o f : Q2 — C' € analitica para
todo x* € X*. Entao f : Q) — X € analitica.

Prova: Seja \g € 2. Como X é completo, é suficiente provar que para cada
Ao € £, a expressao

F) = (o) flr) = f(o)
A=A = Ao

tende a zero quando A e u tendem a \g.

Escolha r > 0 tal que o BE()\g) C Q e denote por v fronteira de BE(\g)
orientada no sentido anti-horario. Para cada z* € X* a funcdo z*of : B, — C
é continua e portanto limitada. Do Principio da Limitagao Uniforme, existe

uma constante M > 0 tal que

1f(E)llx < M, V¢ € B,. (1.1)

Agora, se z* € X* e A\, ;1 € Br. Pela férmula integral de Cauchy, se ¢ € B,

temos

. _ 1 [ (f(E)
PO = g [ TEE e (12
Utilizando para ( igual a A\, it e \g, obtemos

o [fO=100)_f1=700]_1 1O (1)
7(5_)‘)(5_@(5—)\0)

2

de. (1.3)

A— o p— Ao
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Nossa escolha de X e p assegura que |A —§&| > § e |p—¢| > 5. Disto e de

(1), segue de (13) que

A)— f(A — f(A
* [f( ))\_icé 0) . f(:u/i_])\cs 0)]‘ < 4T—2M’|x*’X* )\—,LL’
Logo,
FO=100) S =S| _ [f<A>—f<Ao>_f<u)—f<Ao>H
A—Xo = Ag X e A—Xo = Ao
< 4r2MIX — pl.

Isto conclui a demonstracao. ]
A seguir, consideramos fungoes definidas em subconjuntos abertos de C
com valores no espaco dos operadores lineares e continuos entre dois espacos

de Banach.

Teorema 1.1.2. Sejam X, Y, espacos de Banach sobre C e ) um sub-
congunto aberto de C. Se T : Q — L(X,Y), as sequintes afirmativas sao

equivalentes:

(a) Para cada x € X ey* € Y*, a funcao Q@ > X — y*(T(N)z) € C é
analitica.

(b) Para cada x € X, a fungdo Q3 A — TNz €Y € analitica.

(¢) A fungiao Q25 A — T(\) € L(X,Y) € analitica.
Prova: A prova de (a) = (b) segue diretamente do Teorema [1.1.1] a prova
de (b) = (c¢) é analoga a prova do Teorema e a prova de (c) = (a) é
imediata. ]

Estes teoremas permitem que uma parte significativa da teoria de funcgoes

de varidveis complexas possa ser transferida para funcoes com valores veto-

riais sem muito esforco adicional.
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1.2 Curvas retificaveis

Dados a,b € R com a < b, uma particao P do intervalo [a,b] é uma colegao
de pontos {to,t1, - ,tn,}, np € N* := N\{0}, tal que a =ty < t; < --- <
tn, = b. A malha ||P| de uma particdo P : a =ty < t; < --- < t,, = b
é o comprimento do maior dos sub-intervalos determinados por ela; isto é,

|P|| = max{t; —t;_1: 1 <i<mnp}.
Definicao 1.2.1.
e Uma curva é uma fung¢ao continua 7y : [a,b] — C.

e Se:la,b] = C € diferencidvel e v : [a,b] — C € continua, diremos que

Y € uma curva suave.

e Uma curva 7y : [a,b] — C € dita suave por partes se existe uma parti¢do
P:a=ty<t; <---<t,, =0b dointervalo |a,b] tal que ; : [t;—1,t;] —
C dada por ~;(t) = y(t), t € [ti—1,t], € suavei=1,--- np.

e Uma curva vy : [a,b] — C é uma poligonal se existe uma particio P :
a=1ty <ty <---<t,, =0b dointervalo |a,b] tal que

,V(t) _ V(ti—l)(ti - t) + V(ti)(t - ti—l)

) te[tthtl])]-g,&SnP
ti —ti1

e Uma curva 7 : [a,b] — C € de variagdo limitada se existe uma constante
M > 0 tal que, para toda particao P :a =1y <t < -+ <t,, =b do

intervalo |a, b]

np
v(y, P) = Jy(t) —(tia)| < M.
i=1
Se v : |a,b] — C ¢é de variacao limitada, a variagdo de vy € definita por

V(v) :=sup{v(y, P) : P é uma parti¢ao de [a,b]}.
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Quando for importante especificar o intervalo de definicao da curva v es-

creveremos V' (7, [a, b]) para denotar a variagao da curva = : [a,b] — C.

Exercicio 1.2.1. Se «y : [a,b] — C for de variagao limitada V (v, a,b]) entdo

|

: [a,b] — C definida por |v|(t) = V (v, [a,t]) serd de varia¢ao limitada e
V(7. [a,b]) = V(1. [a, 0]).
Proposigao 1.2.1. Sejam v, 0 : [a,b] — C curvas de varia¢ao limitada.

(a) Se P,Q sao particoes de [a,b] com P C @, entdo
v(7, P) < v(7, Q).

(b) Se a,p € C, entao ay + fo : [a,b] — C definida por (ay + po)(t) =
ay(t)+po(t), t € [a,b] é de variagcao limitada e V(ay+Po) < |a|V (y)+
16V (o).

Prova: Exercicio.

Proposicao 1.2.2. Sey : [a,b] — C € suave por partes, entao ~y € de variagdo

b
- [ Hwar

Prova: Faremos apenas a prova para o caso em que v ¢ suave. O caso geral

limitada e

¢ deixado como exercicio para o leitor.

Note que, para toda particao P :a =ty < t; < --- < t,, = b do intervalo

np

la, b], temos que
=3 ) -4 lm—Z/’ M<Z/ ()]
i=1 ;

b
- [ W
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e AECITS

Como v : [a,b] — C é uniformemente continua, dado ¢ > 0, existe §; > 0

Consequentemente

tal que, para todo ¢, s € [a, b] com [t—s| < 01, temos que |7/(¢)='(s)| < g5

Seja do > 0 tal que, para toda particao P :a =1y <t} < --- < t,, = b com
malha || P|| = max{t; —t;_1: 1 <i <np} < b9, temos que

b np
JACOLES SECICETY

Logo, se ||P]| < min{dy,ds},

/w )t < € +Zw )

< g,VTi € [ti—lati]-

€ np ti np ti
<oy |/ 7’(t)dt|+z / ()~ Ol
i=1 1/t i=1 1/t

Como € > 0 é arbitrario, segue que

b
[ i< v
a
e a prova estd completa. ]

Definigao 1.2.2. Seja v : [a,b] — C uma curva. Diremos que 7y € retificdavel
se v for de varia¢ao limitada, diremos que 7y € fechada se v(a) = ~(b) e

diremos vy é simples se v : [a,b) — C for injetiva.

Observagao 1.2.1. O conjunto {v} = {y(t) : t € [a,b]} € chamado traco

da curva 7y : [a,b] = C. Se vy :[a,b] — C € uma curva simples de variagao
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limitada, a sua variagdo V() € comprimento de {v}. O resultado anterior
nos diz que, a noc¢ao usual de comprimento para o traco de uma curva simples
suave por partes € estendida pela nocao de vartacao as curvas de variacao

limitada.

1.3 Integral de Riemann-Stieltjes de funcoes continuas

Teorema 1.3.1. Seja X um espaco de Banach sobre K, ~ : [a,b] — K uma
curva retificdvel e f : la,b] — X wma funcdo continua. FEntdo, existe um
vetor I em X com a sequinte propriedade: Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que,
se Pra=1t) <t <- -+ <ty =>b¢éuma particao de [a,b] com ||P| < 6,
entao

< €, (1.4)
X

I- Z f(r)ly(ti) —v(tioa)]

para qualquer escolha de 7; € [ti—1,t;], 1 < i < mn,. Este vetor I é denotado

b
por/ fd.

Prova: Seja {0,,} uma seqiiéncia estritamente decrescente em (0,00) com a,
seguinte propriedade: se t,s € [a,b] e |t — s| < &, entdo || f(t) — f(s)||x < L,
m € N*. Para m € N* defina

P, = {partigoes de [a, b] com malha ||P|| < §,,}.

Defina ainda

Claramente Py D Pa D P3 D e F1 D Fa D FaD---.
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Suponha que diam(F,,) < 2V (v) e seja I o tnico vetor em My,>1F,,. Dado

€ > 0 escolha m > %V(v). Como I € F,,, se tomamos P € P,,, temos que

— 2
< diam(F,,) < EV(fy) <€,

=3 FE)A) ~ i)

b
para cada escolha de 7; € [t;_1,t;], 1 <i < np.

Assim, dado € > 0, escolhendo m > %V(fy) e d = 0, temos que, se P:a =
top < t1 < -+ < t,, = b é uma particao de [a,b] com ||P]|| < 0, entao (1.4)
vale.

Para concluir a prova, basta mostrar que diam(F,,) < 2V/(y). Primeira-

mente mostremos que, se P € P, e P C (), entao

IS(P) ~ S(@)lx < V() (15
onde .
S(P) = Zf(Ti)(V(ti) —(ti-1)), T € [ti1,ti]
SQ) = fe)(r(s) = 7(s) 01 € i)

O vetor S(P) é chamado uma soma de Riemann-Stieltjes associada a
particao P.
SeP:a:t0<t1<-~-<tnP=beQ:a=to<t1<---<tp,1<t*<

ty <---<t,, =0, temos que

S(Q) = Z foi)(v(si) —v(si-1))
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IS(Q) - S(P)lx < Z (5) = (sl = (3, Q) < V().

Isto prova (1.5) para P € P, e @ = PU{t*}. O caso geral em que P C Q é
deixado como exercicio.

Se P e () sao duas partigcoes quaisquer em P,,, entao

15(Q) = S(P)llx < 15(Q) = S(PUQ)|x +[[S(PUQ) = S(P)|lx < %V(v)

Isto conclui a prova da estimativa diam(F;,) < 2V (v) e completa a prova do

teorema.[ ]

Exercicio 1.3.1. Se f, g : [a,b] — X sdo fun¢des continuas ey, o : [a,b] — K

sao curvas retificdveis, mostre que:

(a) /ab(oszrﬁg)dV:Oz/abfdwrﬁ/abgd%
(v) /abfd(ozwrﬁv):oz/abfdwrﬁ/abfda,

b k t;
(c)/fdwzz:/ fdv,a=ty<t;<---<tp=0.
a i=1 tifl

b b
(@ [ far< [rlxdnl
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Definicao 1.3.1. Seja X um espago de Banach sobre C, v : |a,b] — C uma
curva retificavel, e f : {v} € C — X wuma fungdo continua. A integral de

linha de f ao longo de v € definida por

b
/ Joy dy

/f(z)dz ou simplesmente /f
2l

v

e denotada por

Teorema 1.3.2. Se XY sdo espagos de Banach sobre C, T € L(X,Y),

v : la,b] = C € uma curva retificavel e f: {y} — X € continua, entdo

T < /7 f(z)dz) - L T(f(2))dz (1.6)

Prova: Basta lembrar que ambas as integrais em ([1.6]) sdo limites de somas

de Riemann-Stieltjes, que T" é continua e linear.]

Teorema 1.3.3. Se X é um espaco de Banach sobre C, v : |a,b] — C é uma

curva suave por partes e f:{y} — X € continua, entdo

b
/ f(2)dz = / SO (1) dt

Prova: Sabemos que o resultado ¢ verdadeiro se X = C. Consequentemente,
usando o Teorema [1.3.2} temos que

' ( / £(2) dz) - / yrof(z)dz = / G )

= ([ sem o)

para todo y* € Y*. O resultado agora segue do Teorema de Hahn-Banach.
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1.4 Teoremas de Cauchy e expansao em séries

Definigcao 1.4.1. Um subconjunto €2 de C é chamado um dominio de Cauchy
se € aberto, possui um niumero finito de componentes conexas e a fronteira de
Q) € composta por um numero finito de curvas fechadas, retificaveis e simples.

A fronteira de Q) orientada positivamente é denotada por +0S2.

Teorema 1.4.1. Seja X um espaco de Banach sobre C, Q2 um dominio de
Cauchy limitado e f : Q — X wma funcdo continua que é analitica em .
Entao
f(z)dz = 0.
+090
Paran =0,1,2,---, a n—ésima derivada f™ de f € analitica em Q e

F(2) = n![L f(2) "

2w Jioq (2 = M)

Prova: Primeiramente note que, z — x*(f(z)) é analitica e que sua derivada

é z—a*of'(z2) = d%(x*of)(z). Como z — d%(:c*of)(z) ¢ analitica, segue do

Teorema [1.1.1| que z — f'(z) é analitica. Segue por inducio que z +— f(™(z)

¢ analitica para todo n € N.
Com isto, a prova do resultado é feita utilizando o resultado correspon-

dente para funcoes a valores complexos; isto é, para todo z* € X* temos

que
/ rof(z)dz =" </ f(z)dz) =0
+09 +00
eparan =0,1,2,---, a n—ésima derivada (a:*of)(") de x*o f é analitica em
Qe
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O resultado agora segue como antes.[]

Corolario 1.4.1. Seja X um espago de Banach sobre C, Q) um subconjunto
aberto de C, f : Q — X uma funcao analitica, \g € Q e rg > 0 tal que
B,, (M) C Q. Se M,, = max{||f(2)|lx : z € B,,(\o)}, entdo

M,
1F™ (o) |lx < n!22 n = 0,1,2, -

n
0

e consequentemente, se r < ry, a Série

30— g )

n!
n=0

converge uniformemente para X em B,()\) e

> (n)
FN =Y 0= n(,AO).
n=0 )

Para 0 < a < be ¢ € C, denote por A((,a,b) oanel {A € C': 0 <a <
A — (| < b}

Corolario 1.4.2. Seja X um espago de Banach sobre C, ) um subconjunto
aberto de C, f uma funcdo analitica em um anel A ={A € C :0< Ry <
IA — Xo| < Ro}. Sejam r,ry,r9 mimeros reais positivos tais que 0 < Ry <

T <r<ry<Roevy(t)= X +re?™, tel0,1]. Defina

1 f(&)
Qy, /7(5_ cd&, n € Z.

N 271 )\0)n+

Se My, », = max{||f(2)||x : z € A(Xo,71,72)}, entdo

M,
lan||x < ;;’TZ,n Y/
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e consequentemente, se 1y < p1 < pa < T9, a4 S€rie

oo

> (A= X)a,

n=—0oo

converge uniformemente para A em A(Xg, p1,p2) €

(0.9]

F) =D (A= X)"an.

1.5 O Teorema do Maximo Moddulo

Teorema 1.5.1. Seja X um espaco de Banach complexo e €2 um sub-conjunto
aberto e conexo de C. Seja f : Q2 — X uma funcao analitica em ) e suponha
que ||f(N)||lx ndo € constante em Q. Entdao ||f(N\)||x nao pode atingir um

madximo absoluto em nenhum ponto de €.

Prova: Suponha que existe \g € Q tal que ||f(X\o)||x > ||f(N)]x para todo

A € Q. Do Teorema de Hanh-Banach, existe z* € X* com ||z*||x~ = 1 tal

que z*(f(Xo)) = ||f(Mo)]|x- Segue que g = z*o f é uma funcao analitica em
Q com |g(A)| < |g(Xo)| para todo A € 2. Do Teorema do Maximo Mddulo
para fungoes com valores em C, g é constante em Q e z*(f(N)) = || f(Xo)]|x
para todo A € Q. Por outro lado, ||[f(Xo)llx = z*(f(N) < [|[f(N)||x para
todo A € Q e chegamos a uma contradigdo com o fato que ||f()\)||x néo é
constante.[ ]

Fim da Primeira Aula 1
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Capitulo 2

ANALISE ESPECTRAL DE OPERADORES
LINEARES

Inicio da Segunda Aula |

2.1 O operador resolvente

Definicao 2.1.1. Seja X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X —
X um operador linear. O conjunto resolvente de A é o subconjunto p(A)
de todos os X\ em C tais que A — A € injetor, RN —A) = X e (A — A)~" :
R(A— A) € X — X ¢ limitado. Para A\ € p(A), o operador (A — A)™!
¢ chamado operador resolvente. O espectro do operador A é definido por

a(A) = C\p(A).

Antes de iniciarmos o estudo do conjunto resolvente e dos operadores resol-
ventes de A demonstramos dois lemas auxiliares que nos motivam a restringir

este estudo a operadores fechados.
Exercicio 2.1.1. Seja X um espaco de Banach sobre K.

1. Mostre que um operador A : D(A) C X — X € fechdvel (fechado) se, e

25
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A . n—0o0 n—o0 n—0o0
somente se, para cada seqiéncia x, — 0 (xr, — x) com Az, — y,

entaoy =0 (x € D(A) e Az =y).

2. Mostre que, se A: D(A) C X — X € um operador linear injetor, entdo

A ¢é fechado se, e somente se, A~' fechado.

3. Mostre que, se A: D(A) C X — X é um operador linear injetor tal que

A=Y € fechdvel e tem fecho injetivo, entdo A é fechdvel.

4. Mostre que se A: D(A) C X — X € um operador linear fechado, injetor
e A7t R(A) C X — X € limitado, entio R(A) € fechado.

O primeiro lema mostra que se um operador é fechavel, entao o seu con-

junto resolvente e o de seu fecho coincidem.

Lema 2.1.1. Se Ay : D(Ay) C X — X € um operador fechdvel e A : D(A) C
X — X € o seu fecho, entao p(Ag) = p(A).

Prova: Suponha inicialmente que A € p(A), entdo (A — A)™1 € L(X) e
consequentemente (A — Ag) ™1 : R(A — Ap) — X é um operador limitado. Se
y€ X ex=(A—A)"ly, existe uma seqiiéncia x, — x com (A — Ag)z, —>
y. Logo y ¢ limite de pontos y, = (A — Ag)z, € R(A — Ap). Isto Mostra que
R(A — Ay) = X e, consequentemente A € p(Ay).

Por outro lado, se A € p(Ap), entao (A — Ag) ™t : R(A — Ag) — X é um
operador limitado e R(A — Ag) = X. Mostremos que (A — A) é injetor. Se
r € D(A) e (A — A)x = 0, existe uma seqiiéncia {x,} em D(Ap) tal que
T, =3 e (A= Ay)x, — 0. Como (A — Ay)~" é limitada segue que z = 0 e
(A — A) é injetor. Se y € R(A — A), existe seqiiéncia {y,} em R(A — Ap) tal

n—oo

que ¥, = y e (A — Ag) "y, =F (A — A)7ty, logo [|(A — A)lyllx < cflyl|x-



2.1. O OPERADOR RESOLVENTE 27

Segue do Exercicio [2.1.1], parte 4, que a imagem R(A— A) de A — A é fechada
e do fato que R(A — A) D R(A — Ap) temos que R(A — A) = X[

O segundo lema da condic¢oes sob as quais um operador que tem conjunto

resolvente nao vazio é fechavel.

Lema 2.1.2. Suponha que um operador Ay : D(Ay) C X — X tenha con-

Junto resolvente p(Ag) nao vazio.
1. Se para algum Mg € p(Ag), (Ao — Ag)~! € injetivo, entdo Ay € fechdvel.

2. Se Ay € fechdvel, entao (A — Ag)~! € injetivo para todo A € p(Ayp).

n—oo

Prova: 1. Como Ay € p(Ag), x, € D(Ay), v, — 0 e (Ao — Ag)z, — ¥,
segue que (Mg — Ag)~ly =0ey=0. Logo (Mg — Ag) é fechavel.
2. Segue diretamente do Lemma pois, para todo A € p(Ag) = p(A),
(A — A)~! é uma extensdo fechada de (A — Ay) ! (mostre que (A — Ay)~1 =
A=A g
Observacao 2.1.1. e Existem operadores com resolvente nao vazio que
nao sao fechdveis. Considere X = 0*(C)={{z,} € CV: > _y|zn| < oo}
com a norma |{z,}acy = D open |l Seja T : D(T) C X — X defi-

nido por

D(T) = {{x,} € CV: 2, = 0 exceto para um nimero finito de n's}

T{x,} = ﬁxj .
Jj=n

E facil ver que T ¢ injetivo, ilimitado e que T(D(T)) = D(T). Além
disso T™1 : D(T) € X — X ¢ dado por

1 2
T Y, = {xn _(n +2 ) xn+1} , para todo {x,} € D(T).
n
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e portanto claramente limitado Segue que 0 € p(T). O operador exten-
sio A de T™' a X € definido pela mesma regra acima e ndo € injetivo

A{%} = 0. Segue da parte 2. do Lemma|2.1.4 que T ndo € fechdvel.

o Veremos mais adiante (Teorema que os operadores densamente
definidos que sao dissipativos sao fechdveis. E na classe dos operadores
densamente definidos e dissipativos que se encontram todos os operadores

para 0s quais faz sentido.

Em vista desses resultados restringiremos o nosso estudo aos operadores
A: D(A) C X — X que sao fechados e apenas em alguns casos especificos a

operadores fechaveis.

Note que se A: D(A) C X — X é fechado e A € p(A), entao R(\ — A) =
X. Ainda, se A — A : D(A) — X é bijetor, segue do Teorema do Gréfico
Fechado que (A— A)™! € £(X). Com isto, a definicao de conjunto resolvente

pode ser reformulada da seguinte maneira.

Definicao 2.1.2. Seja X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X —
X um operador linear fechado. O conjunto resolvente de A € o subconjunto

p(A) de todos os A em C tais que A\ — A ¢é bijetor.

O espectro o(A) de um operador fechado A : D(A) C X — X pode ser

decomposto em trés partes disjuntas

(i) O conjunto dos auto-valores de A é chamado de espectro pontual o,(A)
de A;isto é, 0,(A) = {A € 0(A) : (A — A) nao ¢é injetor }.

(ii) O espectro residual o,(A) de A é definido por o,(A) = {\ € o(A) :
(A — A) éinjetor e RN —A) C X}
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(iii) O espectro continuo o.(A) de A é definido por o.(A) = {\ € o(A) :
(A—A) é injetor, RIA—A) C X e RA—A) = X}.

Claramente o(A) = 0,(A)Uo,(A)Uo.(A) com unido disjunta. Em espacos
de dimensao finita, segue do Teorema do Nucleo e Imagem que o(A) = 0,(A).

Em espagos de dimensao infinita 0,(A) e 0.(A) podem ser nao vazios.

Exemplo 2.1.1. Seja X = (*(C) = {{z,} e CV: Y l|zn|*<oo} com a
1

norma |{z.}|ec = (Cpenlzal?)? € A+ X — X definido por A{z,} =

{nx—ﬁ} Note que A € limitado, injetor, sua tmagem € densa mas nao existe

seqiéncia {x,} em (*(C) tal que se A{xn} = {=5}. Logo 0 € o.(A).

Exemplo 2.1.2. Seja X como no exemplo anterior e A : X — X definido
por A{z,} = {0,21,x9,29,---}. Note que A é injetor mas sua imagem nao

¢ densa. Logo 0 € 0,(A).

Teorema 2.1.1. Seja X um espago de Banach sobre Ce A: D(A) C X — X
um operador linear fechado. FEntdo p(A) é um subconjunto aberto de C e
consequentemente o(A) é um subconjunto fechado de C. De fato, se u € p(A)
e A e C étal que |p— N||(p—A) Y zx) <1, entio X € p(A) e

o0

A=A => (u=N"(p—Aa)"" (2.1)

n=0

Prova: Se i € p(A), entdao (u— A)~! € L(X). Se A € C, escrevemos

A= A) = (n=A)T = (u =N (n—A) "]

ese [p—Al [ (p—A) |z < 1, segue que A € p(A) e (2.1)) estd demonstrada.
Fim da Segunda Aula 1
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Inicio da Terceira Aula |

Teorema 2.1.2. Seja X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X — X
um operador linear. Se A\, u € p(A), entao

A=A = (=A== Np-A)" -4 (2:2)

A=A (u-A)" = (-4 A=A (2.3)
Prova: Note que

(n=A)" = (= A" A=AA\-A)"
=(n—=A)u =)+ =pIKA- A"
=M=+ A=) (p—-A)7 A=A

o que prova (2.2). A prova de (2.3)) é imediata de (2.2).

Corolario 2.1.1. Seja X um espago de Banach complexo e A: D(A) C X —
X um operador fechado. Entdo, a funcdo p(A) 2 X — (A — A)"t e L(X) é

analitica e
d’fl
dA"
Prova: Fixe Ay € p(A) e observe que, de (2.2)) e do fato que (2.1)) converge

uniformemente para

(A= AL = (=1)"l(\ — A)" L,

1
‘A_)\()’ S — )
2[[(Ao = A) Ml ex)

p(A) > A= (A= A)"1 € L(X) é continua em \g. Novamente utilizando (2.2))
temos que p(A) 2 A~ (A — A)~! € L£(X) é derivavel em )\ e

d -1 _ -2
SO =) = - )
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O caso geral segue da identidade

(A= A) "~ (u—A) " =
(A= A) = (= A) (= A) (i A) 2= A) e (A= 4) ]

e de um simples argumento de inducao. ]

2.2 Operadores lineares limitados

Seja X um espaco de Banach sobre C. Nesta secao estudamos algumas

particularidades no estudo do espectro de operadores limitados.

Teorema 2.2.1. Se A € L(X) e |A| > [[Allzx), entao A € p(A) e

(A—A) = i AT, (2.4)
n=0

Consequentemente o(A) é compacto e, se R > ||A|lzx), a série acima con-

verge uniformemente em {\ € C: |\| > R}.

Prova: O resultado segue simplesmente notando-se que (A — A) = A\ —

M1A) o
Teorema 2.2.2. Se A € L(X), entio o(A) # 0.
Prova: Suponha que p(A) = C. Entao C > A — (A — A)~! € L(X) é inteira

e, para |A| > [|Al|zx),

1
A=l ANz

1A= A) i) <

Segue do Teorema que (A — A)~! = 0 para todo A € C o que é um
absurdo.
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2.2.1 Raio espectral

Se A € L(X), vimos que o(A) é ndo vazio e compacto. O raio espectral r,(A)
de A é definido por

ro(A) =sup{|A| : N € a(A)}

Teorema 2.2.3. Se A € L(X), entdo a série (2.4) é convergente para todo
A € C com |\ > r,(A) e divergente se |\ < r,(A). Consequentemente

ro(A) = lim sup HA”Hl/n

n—oo

Prova: Como (A — A)~! é analitica em p(A), ela tem uma série de Laurent
convergente para || > 7,(A). Do Teorema 2.2.1 a série de Laurent de
A=A) P em {AeC: A\ >|A|zx} é dada por e segue da unicidade
da unicidade da série de Laurent que vale para |A| > r,(4).

Se a série
O

Z )\—nflAn

n=0
é convergente em L(X), é facil ver que sua soma é (A — A)™1, X € p(A) e
a série Y 7 "A""1 é convergente sempre que |u| > |A|. Logo, o raio de

convergéncia desta série é r,(A) e a série é divergente para |\ < r,(A).7

Teorema 2.2.4. Seja X um espaco de Banach sobre K e A € L(X). Entdo

Hl/n

a seqiiéncia {||A" bnen € convergente e

Tim [l A"/, = inf 1A%
Se X € um espaco de Banach complexo entao

ro(A) = lim A"y = inf A" 2%,
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Prova: Se a, = log ||A"||z(x), devemos provar que
an/n— b= ’rllrzlfl an /M.

E facil ver que a1y < a, + a,,. Logo, se m é um inteiro positivo fixo, seja
n = mgq + r, onde ¢, r sao inteiros nao negativos com 0 < r < m, temos que
ap < qap + ap e

an/n < q/nay,+1/na,.

Se n — oo e m estd fixo, ¢/n — 1/m pois a variagdo de r estd restrita
aos ndimeros 0,1,2,--- ,m — 1. Logo, limsup,_,. a,/n < a,/m. Como
m é arbitrario temos que limsupa,/n < b. Por outro lado, a,/n > b e

liminf, . a,/n > b. Isto prova o resultado. ]

Note que, de [2.1), se [€ — &l < [[(§0 — A) 7| (x, temos que € € p(A) e

(E—A)T=D (—9"(&—A) ™! (2.5)

n=0

e se |§—&lf > ||[(&o — A)llzx) temos que § € p(A) e

o0

(E=A)" == (G- " (& - A" (2.6)

n=0
Assim, o raio de convergéncia da série de Taylor em ([2.5)) é o reciproco do
raio espectral do operador (§y — A)~! enquanto que o raio de convergéncia da
série de Laurent em é o raio espectral de (§;— A). Portanto, nos circulos
MeC:N—&l = (6 — A )} e A e T A&l = ro((& — A)}

existem pontos de o(A).

A seguir vamos mostrar uma versao do Teorema da Aplicacao Espectral

para polinomios. Seja p(A) = a, A" + a, (A" P+ -+ e+ ag, a; € C,
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0<i<n. Se A€ LX), definimos
p(A) = apA" + ap AN+ a A+ agl

e, se B C C, definimos p(B) := {p(b) : b € B}.
Teorema 2.2.5. Se A € L(X) ep:C — C é um polinémio, entdo

1) op(p(A)) = plop(A4)),

i) or(p(A)) = p(or(A))\p(op(A)),

iir) o(p(A)) = p(a(A)) e

w) oc(p(A)) = plac(A)\(p(ap(A)) Up(or(A))).

Prova: Seja p(\) = a,\" + ap A+ ad+ag, a; €C,0<i<num
polindémio. E facil ver que para todo escalar o € C, e T € L(X), o(aT) =
{arx e C: A e o(T)} = ao(T). Assim, sem perda de generalidade, podemos

supor que a, = (—1)".

Se (1, -, Bn sdo as raizes do polinémio ¢(A) = u — p(A), entao

p—p(A)=q(A) =B —A) (B, — A). (2.7)

i) Se u—p(A) nao é injetor, segue de que existe 7p com 1 < 5 < n tal
que (f;, —A) nao é injetor. Reciprocamente, se para algum iy com 1 < iy <n
nao é injetor, segue de (2.7) que p — p(A) nao é injetor. Isto mostra que
o (p(A)) = pla,(A)).

i1) Se p € o,(p(A)), p— p(A) é injetor e, de (2.7)), (8; — A) é injetor para
todo 1 < i < n. Além disso, R(u — p(A)) ndo é densa e consequentemente,

para algum 1 < iy < n devemos ter que R(f;, — A) ndo é densa. Segue que
Bi, € 0,(A) e p(Bi,) = . Isto mostra que o,.(p(A)) C p(o.(A))\p(o,(A)).
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Por outro lado, se pu € p(o,(A))\p(c,(A)), segue de que (B; — A) é
injetor para todo 1 <i <n (ja que 0,(p(A4)) = p(c,(A)) e também que, para
algum 1 < iy < n, R(5;, — A) ndo é densa. Disto segue que p—p(A) é injetor
mas R(p—p(A)) nao é densae p € 0,(p(A4)). Segue que p(o,(A))\p(o,(A)) C
o-(p(A)) e a prova de ii) estd completa.

iii) Note de que 1 € p(p(A)) se, e somente se, 5; € p(A) para todo
i <11 < n. Isto mostra que p(c(A)) = o(p(4)).

iv) Segue de 1), i1) e iii) que

ae(p(A)) = pla(A)\(p(op(A))Up(a,(A))) = plae(A)\(p(ap(A))Up(a,(A))) O

Exemplo 2.2.1. Sejam X = (*(C), T : (*(C) — ¢*(C) o operador linear
definido por T({z1, s, 23, -+ }) = {21,0, 29, 23,...} e p(A) = A2 — \. E fdcil
ver que 0 € o,(T) e portanto p(0) = 0 € p(o,.(T)). Por outro lado, vemos
que p(0) = 0 & ov(p(T)), pois

p(T)({z1, w2, @3, -+ }) = ({0,0, =32, 35 — 3,23 — 74, -+ })
e p(T) nao € um operador injetor.

A seguir, damos uma prova alternativa do Teorema[2.2.4usando o Teorema
2.2.5] De fato, nas condigoes do Teorema[2.2.4 e Teoremal2.2.5, o(A™) = {z" :
z€o(A)} erg(A)" =r,(A") <A™ zx) e 16(A) < ||A"H1/n Assim,

ro(A) = limsup [ A”|[ 4y, < inf 1A Zfy, < lim inf 1A,

n—oo

e o limite existe e 7,(A) = inf ey HAnHl/n

Definigao 2.2.1. Seja X um espago de Banach complexo e A € L(X). Di-

remos que A € nilpotente se existir ng € N tal que A™ = 0 e que A €

n—oo

1
quase-nilpotente se ||A"[|z ) — 0.
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Exemplo 2.2.2. Seja T:0}(C)—¢X(C) definido por
T(xl7x27x37 o '):(071.17 a0 o ) 4
E facil ver que T || ery < % e portanto T € quase-nilpotente e o(T) = {0}.

Exercicio 2.2.1. Se A é um espago de Banach sobre C, A € L(X) € um
operador nilpotente dado e 0 # X € C, calcule (A — A)™L.

Fim da Terceira Aula 1
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Inicio da Quarta Aula |

2.3 Operadores duais

A seguir recordamos a definicao de operadores duais. Sejam X e Y espacos
de Banach sobre um corpo K com duais X* e Y*. Se 2* € X* (y* € Y¥)
denotaremos o seu valor em um vetor z € X (y € Y) por (z,z*) ((y,y")).
Seja A : D(A) € X — Y um operador linear com dominio denso. O dual
A" D(A*) C Y* — X* de A é o operador linear definido por: D(A*) é o

conjunto dos y* € Y* para os quais existe z* € X* satisfazendo
(Ax,y") = (z,2"), Vx e D(A). (2.8)

Se y* € D(A*) definimos A*y* := z* onde z* é o (lnico) elemento de X*
satisfazendo (2.8)).

Exercicio 2.3.1. Se X € um espago de Banach e A: D(A) C X =Y € um
operador linear densamente definido, mostre que A* : D(A*) C Y* — X* é

um operador linear fechado.
Comecamos com alguns resultados bésicos sobre operadores duais.

Lema 2.3.1. Sejam X eY espacos de Banach sobre K e A € L(X,Y); entdo,
A* e LY, X7) e [|[Allcixyy = 1A | v xe)-

Prova: Para todo y* € Y*, y*0oA é um funcional linear continuo e portanto

determina um tnico elemento x* € X* para o qual (x,z*) = (Ax,y*), para
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todo x € X. Segue que D(A*) =Y*. Além disso,

[A e xy = sup [[A"||x- = sup  sup |(z, Ay")]

ly*[ly=<1 ly*fly= <1zl x <1

= sup sup [|(Az,y")| = sup ||Az|y

2]l x <1 [Jy*||x+<1 [lz]| x <1
= HA”E(X,Y)-D

Lema 2.3.2. Seja X um espago de Banach reflexivo sobre K. Se A : D(A) C
X — X € fechado e densamente definido entao D(A*) € denso em X*.

Prova: Se D(A*) nao é denso em X™* entao existe um elemento x € X tal que
xr # 0 e (x,z*) = 0 para todo z* € D(A*). Como A é fechado seu grafico é
fechado e nao contém (0, z). Do Teorema de Hahn-Banach existem z7 e 25 em
X* tais que (z,27) — (Az, x35) = 0 para todo x € D(A) e (0, x%) — (z, x3) # 0.
Segue que 5 # 0, (x,25) # 0, 5 € D(A*) e A*x; = x}. Isto implica que

(x,25) = 0 o que é uma contradigao. Portanto D(A*) é denso em X*.]

Exercicio 2.3.2. Exiba um exemplo de operador fechado, densamente defi-

nido A: D(A) C X — X tal que D(A*) C X.

Exercicio 2.3.3. O anulador de um subconjunto M C X € o conjunto
M+ = {z* € X*: (z,2*) = 0,Yz € M} e o anulador de M* C X* ¢ o
conjunto (M*)*+ = {x € X : (x,2*) = 0,Va* € M*}. Sabemos que se M C X
¢ um espago vetorial entio (ML)* = M (veja [3]).

Um subconjunto M* C X* € dito total se (M*)* = {0}. Mostre que, se
A:D(A) C X — X € fechado e densamente definido entao, D(A*) € total.

Teorema 2.3.1. Seja A : D(A) C X — X um operador linear densamente
definido. Entao

p(A) = p(A7) € (A= A) )" = (A= A7) WA € p(A)
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Prova: Da definigdo de dual temos (Al — A)* = A\[* — A*. Se A — A é injetor

e tem imagem densa, mostremos que

(1) (M — A)"D5(NF — A)a* = 2, Vo' € D(A") e

(2) (AF — AN — A =2, Va* € D((M — A)7H)Y).
Prova de (1): Se x € R(A — A), 2* € D(A*), entao
(z,2%) = (M — AYN — A) o, 2*) = (M — A) o, (A — A%)a™).

Segue que (A[*—A*)x* € D((AM—A)"H*) (RIN\[*—A*) € D((M—A)"1)*))
e, do fato que R(A — A) = X, temos que

(M — A (AF — AYa* = 2%, Va* € D(AY).

Prova de (2): Se z* € D(((AM — A)™')*) e z € D(A), entao

(z,2") = (M — A)YA — Az, 2*) = (M — Az, (M — A)~H ).

Logo (Al — A)~Y)*z* € D(A\I* — A*) e, do fato que D(A) = X, temos que
(A — A (M — A Y 2" =2, Va* € D(M — A,

Agora podemos completar a prova do teorema. Se A € p(A), (A\[ — A)~!
é limitado e temos que (M — A)™H* € L(X*). De (1) e (2) segue que
(A*— A= (M= A)™H* e X € p(A¥).

Se A € p(A*), note que A* é fechado e consequentemente (A[* — A*)™7! €
L(X*). Ja sabemos que A\ — A tem dominio denso. Mostremos que A\ — A
¢ injetivo e tem imagem densa.

Para ver que A\I — A ¢ injetivo note que, se x € D(A) é tal que (A—A)z =0
e z* € D(A*), entao

0= (M — A)x,z") = (x, A" — A)*x™).
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Como R(A\[* — A*) = X* temos que = 0 e portanto \I — A é injetivo.

Agora, para ver que A\l — A tem imagem densa note que, se z* € X*
é tal que 0 = (M — A)x,z*) para todo x € D(A), entdo x* € D(A*) e
0 = (x, (M — A)*z*) para todo x € D(A). Como D(A) é denso em X segue
que (Al — A)*z* =0 e, como A € p(A*), obtemos que z* = 0. Isto prova que
R(M — A) ¢é denso em X.

Para concluir que A € p(A), resta provar que (A — A)~
"€ X*=RO\[*—A) C D(M—-A) ™) exe RA—A), de (1) e (2),

temos

1 ¢ limitado. Se

(AT = A) 2, 2™)] = [z, (M = A) 7)) = [{z, (A" = A7) la")
< AL = A7 [l ]

Disto segue que (A — A)~! é limitado e prova que A € p(A), completando

a demonstracao. ]

2.4 Operadores compactos

Sejam X, Y espacos de Banach sobre K. Diremos que um operador linear K :
X — Y é compacto se K (B;*(0)) é um subconjunto relativamente compacto

de Y. Denotamos por K(X,Y) o espago dos operadores lineares compactos
K: X =Y.

Exercicio 2.4.1. Seja X = C([a,b],C) e k € C([a,b] x [a,b],C). Defina
K € L(X) por
b
(Kz)(t) = / k(t, $)a(s)ds.

Mostre que K € L(X) e, usando o Teorema de Arzeld Ascoli, mostre que

K e K(X).
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Teorema 2.4.1. Sejam X,Y espacos de Banach sobre K. Entdo K(X,Y) é
um supespago fechado de L(X,Y).

Prova: Se K(X,Y) 3> K, =3 K € £(X,Y) na topologia de £(X,Y), dado
e > 0 existe n. € N tal que

K(B{'(0)) C K, (Bi' (0)) + B; (0).

Disto segue facilmente que K (B;*(0)) é totalmente limitado (logo relativa-

mente compacto) em Y [

Exercicio 2.4.2. Seja X = (*(C) e A: X — X como no Exemplo|2.1.1. Jd

sabemos que A € limitado e 0 € o.(A). Mostre que A é compacto.

Fim da Quarta Aula 1
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Inicio da Quinta Aula |

Teorema 2.4.2. Sejam X,Y, Z espacos de Banach sobre um corpo K, A €
LIX,)Y)eBeL(Y,2),

(a) se Ae K(X,Y) ou BeK(Y,Z), entao Bo A € K(X,Z),
(b) se Ae K(X,Y), entao A* € K(Y*, X*) e

(c) se Ae K(X,Y) e R(A) € um subespago fechado de 'Y, entao R(A) tem

dimensao finita.

Prova: As provas de (a) e (¢) sdo deixadas como exercicio para o leitor. Para
provar (b) mostraremos que se {z}} é uma seqiiéncia em A*(BY (0)), entao
ela possui uma subseqiiéncia convergente.

Considere o espaco C(A(BX(0)),K). Note que, para y* € BY (0) e z €
A(Bi*(0)) existe € Bi*(0) tal que z = Az e, consequentemente,

v (2)] =y (Az)] < [[Allexyy.

Além disso, se 21, 20 € A(B;(0))

1y (21) — ¥ (22)] < [|21 — 22|y

Desta forma F = {y*‘ cy* € BY'(0)} é uma familia uniformemente
ABF )

limitada e equicontinua de C(A(B;(0)),K). Segue do Teorema de Arzeld
Ascoli que, se 2}, =y o A com y;; € BY (0), existe uma subseqiiéncia y;; de
{y:} tal que

sup |z, (z) — a7, ()] = sup |y, o A(z) -y, o A(z)|
r€BX(0) r€BX(0)

k,l—o00
—

) 0.

= sup |y, (2) =y, (2
2 A(BX(0))
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Logo {x}} tem uma subseqiiéncia convergente para algum z* € X* e a prova
de (b) esta concluida.

Se X é um espaco de Banach, uma projecao P : X — X é uma transforma-
cao linear continua tal que P> = P e P € K(X) se, e somente se, Z = R(P)
tem dimensao finita. De fato, se Z tem dimensao finita, entao qualquer
subconjunto limitado de Z é relativamente compacto e consequentemente
P(BX(0)) é relativamente compacto. Por outro lado, se P(B;*(0)) D BZ(0)
é relativamente compacto, segue do Teorema 6.5 em [3] que Z tem dimensao
finita. Claramente o operador identidade I : X — X é compacto se, e
somente se, X tem dimensao finita e, consequentemente, se A € K(X) e X
tem dimensao infinita entdo 0 € o(A) (se nao, I = Ao A~! é compacto e

dim(X) < 00).

Teorema 2.4.3. Seja X um espaco de Banach sobre K e A € K(X). Se
A € K\{0}, entdo N((A — A)") tem dimensdo finita, n =1,2,3,---.

Prova: Consideremos primeiramente o caso n = 1. Claramente N((A — A))
é fechado e se z € N((A — A)), z = A1 Az. Logo o operador identidade em
N((A—A)) é compacto e N((A — A)) tem dimensao finita.

O caso geral segue do caso anterior observando-se que
A=Ay =Sk (M) (c1yrak = a4 4,
k=0 k

n

onde Ay =7 _ A"k (k

) (1) A% € K(X).

Exercicio 2.4.3. Seja X um espaco de Banach sobre K e T € L(X). Mostre

que se N(T™) = N(T"*Y) entio N(T") = N(T™1) para todo n > ny. []
'Sugestao: Mostre que N(T" ™) ={z € X : Tz € N(T")}.
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Teorema 2.4.4. Seja X um espag¢o de Banach sobre K, A € IC(X) e A €
K\{0}. Eziste ng € N tal que N((A—A)"™) = N(A—A)") para todo n > ny.

Prova: Basta provar que existe ng € N tal que N((A — A)™™) = N((\ —
A)™). Claramente N((A — A)") é fechado e N((A — A)") C N((A — A)"*1)
para todo n € N. Suponha que N((A — A)") C N((A — A)"™!) para todo

n € N. Do do Lema 6.1 em [3], para cada n € N, existe z,, € N((A — A)"*1)
tal que ||z, ||x = 1 e ||z, — z||x > 3, para todo z € N((A — A)"). Logo, se
1 <m < n,

Az, — Az = Aep + (A + (A — A)xy, — (A — A)zy,) = Az, — 2,
onde z = = Az, + (A — A)xy, — (A — A)x,, € N((A— A)™). Logo
A
Az, — Azpllx = Allen — X 2], > 2

(\)

e {Az,} ndo possui uma subseqiiéncia convergente e A nao é compacto. Esta

contradicao prova o teorema.

Se N(A — A) # {0} temos que A é um auto-valor de A; isto é, A € 0,(4).
Neste caso, a multiplicidade geométrica de A é a dimensao de N(A — A) e
existe um menor inteiro positivo ng tal que N((A — A)™) = N((A — A)"otl)
diremos que N ((A—A)™) ¢é o auto espago generalizado associado ao auto-valor
A e que dim(N((A — A)™)) é a multiplicidade algébrica de A.

Observe que, se X é um espago de Banach sobre K, A € K\{0} e A €
K(X), do Teorema 6.6 (c) em [3], R(A—A) = X se, e somente se, N(A—A) =
{0}. Logo A € p(A) se, e somente se, N(A — A) = {0}. Segue que, todos os

pontos em o(A)\{0} sdo auto-valores.

Lema 2.4.1. Seja X um espaco de Banach com dimensao infinita sobre um

corpo K e A € K(X). Se {\,} € uma seqiéncia de nimeros distintos tais
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que

Ay — A
A € 0(A)N\{0}, VneN.

Entao X\ = 0; isto €, todo ponto de o(A)\{0} € isolado.

Prova: Como A, € o,(A), seja x, # 0 tal que (A, — A)z, = 0e X, =
[x1,...,x,]. Mostremos que X,, € X,.1, Vn € N. Basta mostrar que
{x1,...,2,} é um conjunto linearmente independente de vetores, para todo
n € N. Suponha, por indugao, que {z1,...,x,} é um conjunto linearmente

independente de vetores e mostremos que {xy,--- ,z,11} também o é. Se

n
Tpil = E ;x;, entao
=1

n n
E At 10GT; = Apy1Tpy1 = Axpyg = E QAT
=1

1=1

Disto segue que

n
E a;(Aps1 — Ni)x; = 0 e portanto oy = -+ - = a, = 0.
i=1
Com isto x,+1 = 0, o que é uma contradigdo. Portanto {xy, -+, 2,41} é

um conjunto linearmente independente de vetores. Como x; # 0 obtemos
que {x1, - ,x,} é um conjunto linearmente de independente de vetores para
todon € Ne X,, C X,41, para todon € N.

Note ainda que (A, — A)X,, C X,—1 (pois (A, — A)z,, = 0).

Aplicando o Lema de Riesz (Lema 6.1 em [3]), construimos {y,} tal que

Un € X, ||ynll = 1 e dist(yn, Xpo1) > 5 paran > 2. Se 2 < m < n, entao

Xm—l C Xm C Xn—l C Xn
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e7
€Xn1
Ay AYm|| r()\m—A)ym (A — A)yn -
i B e A

2 diSt(men—l) Z

N | —

Se A\, — A # 0, entao a seqiiéncia {i—n} é limitada e, do fato que A é com-

n

Yn A .
pacta, 3 tem uma subseqiiéncia convergente, e temos uma contradicao.
Logo A =0. ]

O teorema a seguir sintetiza os resultados obtidos acima a cerca do espectro

de um operador compacto.

Teorema 2.4.5. Seja X um espaco de Banach sobre um corpo K e A €
K(X). Entao todo ponto de o(A)\{0} é um auto-valor, o(A) contém no
mdzimo um numero contdvel de pontos e o conjunto dos pontos de acumula-

¢ao de o(A) € vazio ou {0}.

Frequentemente os operadores compactos surgem como inversa de opera-
dores ilimitados. Estes operadores sao os chamados operadores com resol-

vente compacto que definimos a seguir.

Definigao 2.4.1. Seja X um espago de Banach sobre K e A: D(A) C X —
X um operador fechado e com resolvente nao vazio. Diremos que A tem

resolvente compacto se para algum Mg € p(A) temos que (\g — A)71 €

K(X).

E uma conseqiiéncia simples da identidade do resolvente (2.2) que se A

tem resolvente compacto, entdo (A — A)~! é compacto para todo X € p(A).
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Exemplo 2.4.1. Seja X ={f € C([0,1],K) : f(0) =0} e A: D(A) C X —
X o0 operador linear definido por D(A) = {f € C1([0,1],K) : f£(0) = f/(0) =
0} e Af = f" para f € D(A). E fdcil ver que A é um operador fechado,
densamente definido e que 0 € p(A). Para ver que A™! é compacto, basta

aplicar o Teorema de Arzeld-Ascoli.

Exercicio 2.4.4. Seja A : D(A) C X — X um operador fechado com 0 €
p(A). Em D(A) defina a norma do grifico ||x||¢ay = ||x]|+||Az|| e denote por
Y o espago D(A) munido da norma || - ||ga). Mostre que Y é um espago de
Banach e que se'Y estd compactamente imerso em X, entao A tem resolvente

compacto.

2.5 Operadores adjuntos, simétricos e auto-adjuntos

Seja H um espago de Hilbert com produto interno (-,-)y : H x H — K e
A:D(A) C H— H é um operador densamente definido. O adjunto A°® de
A ¢é definido por

D(A*)={ue H:v— (Av,u)g : D(A) — K ¢ limitado}
e, se u € D(A®), A®u é o tnico elemento de H tal que
(v, A*u)g = (Av,u)g,Yv € D(A).

Observacao 2.5.1. Se H ¢ um espaco de Hilbert sobre C, £ : H — H*
definido por Fu(v) = (v,u), é uma isometria linear-conjugada entre H e
H*. A identificacio entre H e H* consiste em identificar u com Eu. Se
A*: D(A*) C X* — X* é 0 dual de A, entao A* = E~'o A*o E. Note ainda
que, embora E e E~1 sejam operadores lineares-conjugados, E~1 o A* o E

¢ um operador linear por dupla conjugacao. Chamaremos ambos A® e A*
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de adjunto de A e denotaremos ambos por A* mas € importante observar
que, se A = aB entao A* = aB’ enquanto que A* = aB*. Desta forma,
(M — A) = M — A® enquanto que (N — A)* = \I[* — A*,

Daqui em diante usaremos a notacao A* para denotar os operadores dual

e adjunto, indistintamente. Nos referiremos a ambos como operador adjunto.

Definicao 2.5.1. Seja H um espaco de Hilbert sobre K com produto interno
(,-). Diremos que um operador A : D(A) C H — H € simétrico (também
chamado Hermitiano quando K = C) se (—A) = H e A C A*; isto €,
(Az,y) = (x, Ay) para todo x,y € D(A). Diremos que A é auto-adjunto se

A=A

Exercicio 2.5.1. Seja H um espago de Hilbert. Se A: D(A) C H — H ¢
um operador densamente definido, entio A® : D(A®) C H — H € fechado.

Além disso, se A € fechado, entdo A® € densamente definido.

Exercicio 2.5.2. Seja H um espaco de Hilbert sobre K. Mostre que, se
A:D(A) C H— H € simétrico e A € K € um auto-valor de A, entdo \ € R.
Além disso,

inf (Az,z) <A< sup (Ax,z).

]|z =1 |z p=1
Exercicio 2.5.3. Seja H = C" com o produto interno usual. Se A =
(aij)ij=1 € uma matriz com coeficientes complexos que representa um ope-

rador linear em A € L(H), encontre A® e A*.

Exercicio 2.5.4. Seja H um espacgo de Hilbert sobre IK com produto interno
() e A: D(A) C H — H um operador densamente definido. Mostre que
G(A*) = {(=Ax,x) : x € D(A)}* (aqui M+ representa o ortogonal de M ).

Fim da Quinta Aula 7
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Inicio da Sexta Aula |

Proposicao 2.5.1. Seja H um espaco de Hilbert sobre K com produto interno
(,-). Se A: D(A) C H — H ¢é um operador auto-adjunto, injetor e com

imagem densa, entdo A™' é auto-adjunto.

Prova: Como A é auto-adjunto, é facil ver que
{(z,—Az) 1z € D(A)}*" = {(Az,z) : 2z € D(A)} = G(A™).
Como A é injetor e tem imagem densa, segue facilmente do Exercicio [2.5.4]
GA™Y) = {(—~A "2, 2) : o € RA)H = G(A™Y).
Logo A~!' = (A1)

Teorema 2.5.1. Seja H um espaco de Hilbert sobre K com produto interno
(-,-). Se A: D(A) C H — H € um operador simétrico e sobrejetor, entdo A

¢ auto-adjunto.

Prova: Primeiramente mostremos que A e A* sdo injetores. Se x € D(A)
e Ax = 0, temos que (Ax,y) = (x, Ay) para todo y € D(A) e consequente-
mente, do fato que R(A) = X temos que z = 0. Para ver que A* é injetor
procedemos da mesma forma.

Agora mostremos que A é fechado. De fato, se D(A)* D D(A) 3 z, —
r e XeAx,= A, - y,entdox € D(A*) e A*x = y. Como A é sobrejetor,
existe w € D(A) tal que Aw = A*w = A*z e da injetividade de A* temos
que w = z. Com isto x € D(A) e Ax =y, mostrando que A é fechado.

Segue que do Teorema do Grafico Fechado que a A tem inversa A~! €
L(X). Claramente A~ é auto-adjunto e da Proposicao segue que A é

auto-adjunto.j
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O teorema a seguir e o Teorema [2.5.1| constituem as principais ferramentas

para a obtencao de operadores auto-adjuntos.

Teorema 2.5.2 (Friedrichs). Seja X um espaco de Hilbert sobre K e A :

D(A) C X — X um operador simétrico para o qual existe um o € R tal que
(Az,x) < allz|]? ou (Az,z) > ala]? (2.9)

para todo x € D(A). Entdo A admite uma extensdo auto-adjunta que preserva

a limitacao (22.9)).

Prova: Vamos fazer a prova apenas no caso em que (Az,x) > af|z||* para
todo x € D(A) e para algum o € R. O outro caso pode ser deduzido deste
considerando o operador —A. Também consideraremos apenas o caso a = 1
pois o caso geral pode ser deduzido deste considerando o operador A+(1—a)[.

Em D(A) considere o produto interno D(A) x D(A) 3 (x,y) — (Az,y) €
K. Claramente, a norma D(A) > z — |z|: = (Az,x): € R* resultante
deste produto interno satisfaz [[z||1 = ||z[|. Denote por X 2 0 completamento
de D(A) relativamente & norma || - 1.

Mostremos que X %, como conjunto, estd em correspondéncia biunivoca
com um subconjunto do completamento de D(A) relativamente a norma || - ||.
E claro que toda seqiiéncia {z,,} em D(A) que é de Cauchy relativamente
norma || - [|; é também de Cauchy relativamente a norma | - [[.

Para concluir a injetividade mostraremos, por reducao ao absurdo que, se
{2y} ¢ uma seqiiéncia de Cauchy relativamente & norma || - |[1 para a qual
limy, o0 [|Za]l1 = @ > 0, ndo podemos ter que limy, o [|2n]| = 0. Se a tese é
falsa, temos que

2Re(Axy, xm) = (Axy, ) + (AT, Tm) — (A(xy — ), (Tn — T))

m,n—00
2a>
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o que é um absurdo pois (Az,, ) —s 0.

Como X é completo, X 2 pode ser identificado com um subconjunto de X.

Seja D = D(A*) N Xz. Como D(A) C D(A*), devemos ter que D(A) C
D € D(A*). Definimos A tomando a restricio de A* a D e mostraremos que
A 6 auto-adjunto.

Primeiramente mostremos que A é simétrico. Se z, Yy € D existem seqiién-
cias {2y} e {yn} em D(A) que |z, — z| X0 |y, — ylls 2% 0. Segue
que limy, o0 limy, oo (AZp, Yp) = limy, o0 limy, oo (AZp, Ym) = (T,y)1 existe e

coincide com

1
2

lim lim (Az,,y,) = lim (Az,,y) = lim (z,, Ay) = (z, Ay) e com
n—o0

n—00 M—00 n—oo

lim lim (Az,,y,) = lim (z, Ay,) = lim (Az, y,) = (Az,y).

Mm—»00 N—00 m—00 m— 00
Assim A é simétrico.

Para concluir a demonstracio é suficiente mostrar que A é sobrejetor e isto
segue da seguinte forma. Seja y € X e considere o funcional f : D(A) - K
dado por f(z) = (z,y). Entdao f é um funcional linear continuo relativamente
a norma || - || 1 e pode ser estendido a um funcional linear continuo de Xz e

. ~ . . 1
sendo assim, do Teorema de representacao de Riesz, existe ¢y’ € Xz tal que

f@) = (z,y) = (x,y)1 = (Az,y), Vo € D(A).

1
2

Logo 3y € D(A*) N Xz e Ay = Ay = y mostrando que A é sobrejetor.]

Exemplo 2.5.1. Seja X = L*(0,7m) e D(Ay) = C3(0,7) o conjunto das
funcoes duas vezes continuamente diferencidveis e que tem suporte compacto
em (0,7). Defina Ay : D(Ay) C X — X por

(AO¢)(ZB) — —¢,/(l‘), T € (077T)'
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E fdcil ver que Ay € simétrico e que (Ao, ®) > % |6l|3 para todo ¢ €
D(Ap). Do Teoremal[2.5.9, Ay possui uma extensao auto adjunta A que sa-
tisfaz (Ag, ¢) > 2 ||¢||% para todo ¢ € D(A). Observe que o espago Xz do
Teorema de Friedrichs €, neste exemplo o fecho de D(A) na norma H'(0, )

e portanto X2 = H}(0,7). Por outro lado D(A*) ¢ characterizado por
D(A) = {6 € X 136" € X tal que (~u",6) = (u,6"), Yu € D(Ay))

e Aju = —u" para todo u € D(A}). Assim, D(A) = H?*(0,7) N H(0,7) e
Au = —u" para todo u € D(A).

Também do Teorema |2.5.9 sabemos que (—oo, ‘/?i) C p(A). Em particular

0 € p(A) e se ¢ € D(A), temos que |$(x) = d(y)| < |& = yl2[[¢' | 20 =
|z — y|2(Ap, ¢)2. Assim, se B é um conjunto limitado de D(A) com a

norma do grdfico, entdo supyep ||¢'||120, < 00 € a familia B de fungoes
é equicontinua e limitada em C([0,7],R) com a topologia da convergéncia
uniforme. Seque do teorema de Arzeld-Ascoli que B ¢ relativamente com-
pacto em C([0,7],R) e consequentemente B € relativamente compacto em
L*(0,7). Do Ezercicio temos que A~ é um operador compacto. Se-
gue que o(A) = {A1, A, A3, } onde \, = n* € 0,(A) com auto-funcies
On(x) = (%)% sen(nx), n € N.

Fim da Sexta Aula 1
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2.6 Caraterizacao minimax de autovalores

Nesta secao apresentamos caracterizagoes dos auto-valores de operadores
compactos e auto-adjuntos via principio do minimax. Para apresentar es-

tas caracterizacoes vamos precisar do seguinte lema

Lema 2.6.1. Seja H um espaco de Hilbert sobre K e A € L(H) um operador
auto-adjunto, entao

[All 2y = sup [(Au, v)| = sup [(Au, u)].

Jufl=1 lul|=1
lofl=1
Prova: Basta mostrar que

[ Alleg = sup |(Au,v)] < sup |(Au, u)| = a.

(i ll=1
U=

Se u,v' € H, ||ul| = [|V']| = 1, [{Au, v")| ! = (Au,v') e v = "', temos que

[(Au, v")| = (Au,v) = ~[{A(u +v),u+v) — (A(u —v),u — v)]

< Zlllu+ ol + flu— o] = a

e~ Q|

Isto completa a prova. ]

Exercicio 2.6.1. Mostre que, se 0 # A € L(H) € auto-adjunto, entdo A nao

¢ quase-nilpotente.

Teorema 2.6.1. Seja H um espaco de Hilbert sobre K e A € K(H) um
operador auto-adjunto tal que (Au,u) > 0 para todo u € H. Entao,

1. A1 :=sup{(Au, u) : ||ul]| = 1} € um auto-valor e existe vy € H, ||v1]| =1

tal que Ay = (Avy,v1). Além disso Avy = A\jvy.
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2. Indutivamente,
Ap = sup{(Au,u) : Ju| =1eulLv;,1<j<n-—1} (2.10)

¢ um auto-valor de A e existe v, € H, ||v,|| =1, v, Lv;, 1 <j<n-—1,

tal que A\, = (Avy,vy,). Além disso, Av, = A\vy,.

3. SeV,={F C H:F ¢éum subsepaco vetorial de dimensdo n de H},

An = Fil]}f sup{(Au,u) : |Ju|| =1L, u L F}, n>1e (2.11)
€Vn—1
An = sup inf{{Au,u) : ||u|| =1,u € F}, n>1. (2.12)
Fev,

Prova: Consideraremos apenas os caso K = C e \; > 0 deixando os demais
como exercicio para o leitor.

1. Seja {u,} é uma seqiiéncia em H com |[u,|| = 1 e (Aun, up) —> 1.
Tomando subseqiiéncias se necessario, {u, } converge fracamente para v; € H
e {Au,} converge fortemente para Avy. Logo (Avi,v1) = A1.

Mostremos que a seqiiéncia {u,} converge fortemente. Do Lemma
sabemos que 0 < A\; = [[Al|z) e do fato que {u,} converge fracamente para
v1 temos que 0 < |Jvg]] < 1. Assim,

lim || Aw, — A, ||? = lm || Aw,||? — 20 lim (Auy, u,) + A

= HAle2 — )\% <0.
Como {Au,} converge fortemente para Avy, {Au, — A\ju,} converge forte-
mente para zero e A; > 0, temos que {u,} converge fortemente para vy,
|vi|| =1 e Avy = \oy.
2. A prova deste item segue de 1. simplesmente notando que o ortogonal de

H, = span{vy,- - ,v,} é invariante por A e repetindo o mesmo procedimento

para a restricio de A a H.
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3. Vamos primeiramente provar (2.11)). Se G = span{vy,--- ,v,-1} temos

de (Z10) que
Ap=sup{(Au,u) : ||u]| = 1’ULG}ZF$§1 sup{(Au,u) : ||lu|| = 1,u L F}.
Por outro lado, seja F' € V,,_1 e wy, -+ ,w,_1 um conjunto ortonormal de
F. Escolha u = > " ou; tal que Jjul =1ewu L w;, 1 <j <n-—1. Logo
> lai?=1e
(Au, u) Z i |* i > Ay
Isto implica que
sup{(Au,u) : ||lu|| = 1,u L F} > \,, para todo F € V,_;.
Isto completa a prova de .

Vamos agora provar (2.12)). Se G = span{vy,--- ,v,} e u € G, ||u|]| = 1,

temos que u =Y i av; com Y i Jag|?=1e
(Au, u) Z o> i > Ay

Isto implica que

sup inf{(Au,u) : ||ul]| = 1,u € F} > \,.
FeV,

Reciprocamente, dado F € V, escolha u € F, ||u]| = 1, tal que u L v,
1 <j<n-—1. Segue de (2.10) que (Au,u) < A, e consequentemente

inf{(Au,u) : ||lu|| = 1,u € F} < \,, para todo F' €V,.

Isto completa a prova de (2.12)).7
Exercicio 2.6.2. Se A: D(A) C H — H ¢ auto-adjunto, positivo ((Au,u) >

0 para todo uw € D(A)) e tem inversa compacta, encontre uma caracterizagdo

minimax dos auto-valores de A.
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2.7 Operadores dissipativos e a imagem numérica

Definicao 2.7.1. Seja X um espaco de Banach sobre K. A aplicacao duali-

dade J : X — 2% € uma funcdo multivoca definida por
J(z) = {a" € X" : Re(w,2") = ||z, [|2"]| = [|l=[}.

J(x) # 0, pelo Teorema de Hahn-Banach.
Um operador linear A : D(A) C X — X ¢ dissipativo se para cada
x € D(A) existe x* € J(x) tal que Re (Az,x*) < 0.

Exercicio 2.7.1. Mostre que se X* € uniformemente convexo e x € X, entao

J(x) é unitdrio.
Lema 2.7.1. O operador linear A ¢é dissipativo se, e somente se,
(A = Azl = Al (2.13)
para todo x € D(A) e A > 0.
Prova: Se A ¢é dissipativo, A > 0, z € D(A), z* € J(z) e Re(Ax,z*) <0,
Az — Az||||z|| > |[(Ax — Az, 2*)| > Re(\x — Az, z*) > N|z||?

e (2.13) segue. Reciprocamente, dado x € D(A) suponha que ([2.13)) vale para
todo A > 0. Se y; € J(A— A)zx) e g5 = yi/|lyi]| temos
M| < [Ihe — Aal| = (Ar — Az, g3) = ARe(z. 4}) — Re(Az. g3)

(2.14)
< Allz|| — Re(Az, g3)

Como a bola unitaria de X* é compacta na topologia fraca* temos que existe
g" € X* com ||g*|| <1 tal que ¢g* é um ponto limite da seqiiéncia {g}} [existe
uma sub-rede (veja Capitulo de {g:} que converge para g*]. De ({2.14))
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segue que Re(Az,¢g*) < 0 e Re(zx,g*) > ||z||. Mas Re(x,g*) < [{(z,g")| <
|z|| e portanto Re(x,¢g*) = ||z||. Tomando x* = ||z||¢g* temos z* € J(x) e
Re(Az,z*) < 0. Portanto, para todo x € D(A) existe z* € J(x) tal que
Re(Az,z*) <0 e A é dissipativo.

Teorema 2.7.1 (G. Lumer). Suponha que A é um operador linear em um
espago de Banach X . Se A € dissipativo e R(A\g— A) = X para algum Ay > 0,
entdo A € fechado, p(A) D (0,00) e

IAA = A) ) S1L,VA>0.
Prova: Se A >0 ez € D(A), do Lemma temos que
A = A)z|[ = All].

Agora R(Ag — A) = X, [|[(Ag — A)x|| > No||x|| para x € D(A), logo Ay esta
no conjunto resolvente de A e A é fechado. Seja A = p(A) N (0,00). A
¢ um conjunto aberto em (0,00) ja que p(A) é aberto, provaremos que A
é também fechado em (0, 00) para concluir que A = (0,00). Suponha que
{22, C A, A, — A >0, sen ésuficientemente grande temos que |\, — \| <
A/3 entdo, para n grande, |[(A — X)) (A — A) Mz < A= AN < 1/2e
I+ (X =X\)(\ — A)7! é um isomorfismo de X. Entao

A—A={I+XA=X )N —A) "} (N —A) (2.15)
leva D(A) sobre X e A € p(A), como querfamos. [

Corolario 2.7.1. Seja A um operador linear fechado e densamente definido.

Se ambos A e A* sao dissipativos, entao p(A) D (0,00) e

IAA= AT <1L,YA>0.
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Prova: Pelo Teorema é suficiente provar que R(I — A) = X. Como A é
dissipativo e fechado, R(I — A) é um subespago fechado de X. Seja z* € X*,
tal que ((/ — A)z,2*) = 0 para todo x € D(A). Isto implica que z* € D(A*)
e (I" — A")z* = 0. Como A* é também dissipativo segue do Lema que
z* = 0. Segue que R(I — A) é denso em X e, como R(I — A) é fechada,
R(I—-A)=X[

Em muitos exemplos, a técnica utilizada para obter estimativas para o
operador resolvente de um operador dado, bem como localizar o seu espectro,
é a determinagao de sua imagem numérica (definida a seguir).

Se A é um operador linear em um espaco de Banach complexo X a sua

imagem numérica W(A) é o conjunto
W(A) = {{Azx,x"):x € D(A), "€ X", ||z||=||z"||= (x,2") = 1}. (2.16)
No caso em que X ¢é um espaco de Hilbert
W(A) = {{Az,z) : x € D(A), ||z| = 1}.

Fim da Sétima Aula 1



2.7. OPERADORES DISSIPATIVOS E A IMAGEM NUMERICA 59

Inicio da Oitava Aula |

Teorema 2.7.2. Seja A: D(A) C X — X um operador fechado densamente
definido. Seja W(A) a imagem numérica de A.

1. Se A ¢ W(A) entao A — A ¢é injetora e tem imagem fechada e satisfaz
(A= A)z|| = d(A, W(A))|[=]. (2.17)

onde d(A\,W(A)) € a distancia de X\ a W(A). Além disso, se A € p(A),

1

1A = A) Mo < AW (A)

(2.18)

2. Se ¥ € um subcongunto aberto e conexo em C\W(A) e p(A)NE # 0,
entdo p(A) D X e (2.48) estd satisfeita para todo X € X.

Prova: Seja A ¢ W(A). Sexz € D(A), ||z|| =1, 2" € X* |lz*|| = 1 e

(x,z*) =1 entao
0<dANW(A) <|X— (Az,2%)| = |(Ax — Az, 2")| < ||Ax — Az|| (2.19)

e portanto A — A é um-a-um, tem imagem fechada e satisfaz (2.47)). Se além
disso A € p(A) entao implica (2.45).

Resta mostrar que se Y intersepta p(A) entao p(A) D X. Para este fim
considere o conjunto p(A) N X. Este conjunto é obviamente aberto em X.
Mas também é fechado ja que A\, € p(A)NX e A\, — A € ¥ implica que para
n suficientemente grande |\ — \,;| < d(\,, W(A)). Disto e de (2.48) segue
que para n grande, |A — A,| ||(A, — A)7!] < 1 e, como na prova do Teorema
2.1.1] temos que A € p(A) e portanto p(A) N X é fechado em X. Segue que
p(A) N =3 ouseja p(A) D 3, como querfamos.
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Exemplo 2.7.1. Seja H um espago de Hilbert sobre K e A: D(A) C H - H
um operador auto-adjunto. Seque que A € fechado e densamente definido. Se
A € limitado superiormente; isto €, (Au,u) < a{u,u) para algum a € R,
entdo C\(—o0,a] C p(A), e

M
(A —al’

1A =2 Mleex) <

para alguma constante M > 1 dependendo somente de ¢ e para todo \ €

Yoo ={A € C: |arg(A —a)| < ¢}, p <.

Prova: Vamos comegar localizando a imagem numérica de A. Primeiramente

note que
W(A) ={(Az,x) : x € D(A), ||z|| =1} C (—o0,al.

Note que A — a = A* — a sao dissipativos e portanto, do Corolario [2.7.1],
p(A—a) D (0,00). Do Teorema temos que C\(—o0,a] C p(A) e que

1 < 1
d(A\,W(A)) — d(\, (—o0,a])

I =A) 7 <

Além disso, se A € X, , temos que

1 < 1 1
d()‘> (—OO,CL]) ~ sing |>‘ o CL‘

e o resultado segue.]

Exercicio 2.7.2. Seja X um espaco de Banach tal que X* ¢ estritamente
convero e A: D(A) C X — X um operador fechado, densamente definido e
dissipativo. Se R(I — A) = X, mostre que p(A) D {\ € C: ReX > 0} e que

1A= A) Hlzx) < para todo X € Yo z.

Re)’

A hipotese que X* seja estritamente convero € necessdaria?
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Proposicao 2.7.1. Sejam H um espaco de Hilbert sobre K com produto
interno (-,-) e A € L(H) um operador auto-adjunto. Se

m = inf (Au,u), M = sup (Au,u),
ueH weH
[Jul|=1 [u]=1
entio {m, M} C 0(A) C [m, M].
Prova: Da definicio de M temos que (Au,u) < Mlul|*, Yu € H. Disto
segue que, se A > M, entao
Au— Au,u) > (A= M) ||ul]* 2.20
( ) = )l (2.20)

>0

Com isto, é facil ver que a(v,u) = (v, A\u— Au) é uma forma bilinear, simétrica
(a(u,v) = a(v,u) para todo u,v € H), continua e coerciva. Segue do Teorema

de Lax-Milgram que
(v, \u — Au) = (v, f), Vv € H,

tem uma unica solugao uy para cada f € H. E fcil ver que esta solucgao

satisfaz
(A= A)uy = f.
Disto segue que (A — A) é bijetora. Logo (M, 00) C p(A).

Mostremos que M € o(A). A forma bilinear a(u,v) = (Mu — Au,v) é
linear na primeira variavel, linear-conjugada na segunda variavel, continua,
simétrica e a(u,u) > 0, Yu € H. Logo, vale a desigualdade de Cauchy-
Schwarz
la(u, v)| < a(u,w)?a(v, v)2
Segue que
|(Mu — Au,v)| < (Mu — Au, w)?(Mv — Av,v)"?, Yu,v € H
< C(Mu — Au,u)"? ||v]|
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e que
|Mu — Au|| < C(Mu — Au,u)?, Vu e H.

Seja {u,} uma seqiiéncia de vetores tais que ||lu,| = 1, (Au,,u,) — M.

Segue que ||[Mu, — Au,|| — 0. Se M € p(A)
= (MI — A" (Mu,, — Au,) — 0

o que estd em contradi¢do com ||u,|| = 1, Yn € N. Segue que M € o(A).
Do resultado acima aplicado a — A obtemos que (—oo,m) C p(A)em € o(A).
A prova que o(A) C R foi dada no Exemplo [2.7.1

Segue diretamente da Proposicao 2.7.1 e do Lema [2.6.1] que

Corolario 2.7.2. Sejam H um espaco de Hilbert com produto interno (-, -)

e A€ L(H) um operador auto-adjunto com o(A) = {0}, entdo A = 0.

2.8 Calculo operacional

2.8.1 Calculo operacional para operadores limitados

Seja X um espaco de Banach sobre C e A € L£(X). Ja vimos que o(A)
¢ nao vazio e limitado. De fato, 0(A) C {A € C: [N\ < 1, (A)} er, =
inf [[ A1z < [14llecx)

Seja v : [0,27] — C dada por ~(t) = re', t € [0,27], com r > 7,(A).

Sabemos que, para |A| > r,(A),

oo

()\ _ A)—l _ Z)\—n—lAn7

n=0

e, para j € N,
, 1
= —/AJ ). (2.21)
2mi Jy
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Observe que a curva vy pode ser escolhida qualquer curva fechada retificavel
que seja homotopica a curva acima em p(A).
Assim, se p: C — C é um polinomio,
PA) = 57 [ PO = A
Exercicio 2.8.1. Seja X um espago de Banach complexo e A € L(X). Mos-
tre que, ser > ||Allzx) e y(t) =re*™, t € [0,1], entdo

=, A" 1
Y —= —/ M — A) A
—~ n 271 -

Estas consideragoes motivam a definicao dada a seguir.

Definicao 2.8.1. Se X € um espago de Banach sobre C e A € L(X). A
classe das fungoes analiticas f : D(f) C C — C tais que D(f) é um dominio
de Cauchy e contém o(A) é denotada por U(A). Para f € U(A) definimos

F(A) = - /+ = Ay (2.92)

- 2mi
onde D é um dominio de Cauchy limitado tal que o(A) C D e D C D(f).

Exercicio 2.8.2. Seja X um espago de Banach complexo e A € L(X). Mos-

tre que se f,g € U(A) e f, g coincidem em um aberto que contém o(A), entdo
f(A) = g(A).

E claro que, para f, g € U(A) e a € C, temos que f+g, fge af estao em
U(A). Além disso, é facil ver que

F(A) +9(A) = (f + 9)(A) e af(A) = (af)(A).

Vamos provar que f(A)og(A)=(fg)(A). Sejam D; e Dy dominios de Cauchy
tais que o(T) C Dy C D; C Dy C D(f) N D(g). Com esta notacdo temos
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que
P =g [ O e = o | g )
Logo
F(4)0 9(4) = / N / T (= 47— A)
= i Ly L 00 0= )7 = = A)
=50 [, TN = A = () ()

Exercicio 2.8.3. Sejam X um espago de Banach complexo, B € L(X) com
|Bllzx)y <1 eA=1+DB. Mostre que, se 1 > 1 > ||Bl[zx), @« > 0 e
Y- (t) = 1+ re?™ ¢ €1]0,1], entdo

A — i <a+n 1) (_1)an _ QLM/ )\_a()\—A>_1d)\.

n=0 n Tr

onde

at+tn—1\ T(a+n) oala+l)---(a+n-1)
n T onll(a) n!
Mostre que A= = A=A~ para todo a, B € (0,00). Em particular,

1

Al = ~1)"B" = — [ XY= A tdx
> 1

A2 = 1)(=1)"B" = — 2(\ — AL,
2;m+-x ) o %A(A )~LdA

Estude as poténcias positivas de A.

Fim da Oitava Aula 1
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Teorema 2.8.1. Seja X um espago de Banach complexo e A € L(X). Se
feU(A) étal que f(N) # 0 para todo A € a(A), entdo f(A) € injetor e sobre
X com inversa g(A) onde g é qualquer fun¢ao de U(A) que coincide com %

em um aberto que contenha o(A).

Prova: Se g = % em um aberto que contém o(A) entdo g € U(A) e

f(A)g(A\) =1 em um aberto que contém o(A). Logo
f(A)g(A) = g(A) f(A) = (f9)(A) = IO

2.8.2 Calculo operacional para operadores fechados

Seja X um espago de Banach sobre C e A : D(A) C X — X um operador
linear fechado com resolvente p(A) nao vazio. Denotaremos por U, (A) o
conjunto das fungoes analiticas f cujo dominio contém o(A) e o complementar

de um conjunto compacto e que satisfazem limy_,o, f(A) = f(o0).
Exercicio 2.8.4. Sejam R > 0, A(0, R, ) = (E%(O))C e f:A0,R,00) —C
uma funcao analitica e limitada. Mostre que existe o lz’miteﬂ

lim f(A).

A—00
Definimos em U,,(A) a relagdo de equivaléncia R por (f,g) € R se f e
g sdo iguais em um aberto que contém o(A) e também no exterior de uma

bola. Escreveremos f ~ g para denotar que (f,g) € R.

Exercicio 2.8.5. Mostre que a relacao R C Uy X Uy € uma relacao de

equivaléncia.

2Sugestao: Mostre que 0 é uma singularidade removivel da funcio analitica g : B 1 (0)\{0} — C definida

por g(A) = f(3)-
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Observe que, se D é um dominio de Cauchy ilimitado com D D A(0,r, 00)
e f:D(f) c C— C éuma funcao em Uy (A) com D(f) D D, entdo

1y 1 )
1) = 2mi J, A — fd)\ 210 Jope A — fd)\ (223)

onde r > 0 é tal que B,(0) D D¢, £ é um ponto de D com €| < 1 e 7,.(t) =
re*™ t €10, 1].
Logo, fazendo r — oo em (2.23) e usando que limy,, f(A) = f(o0),

obtemos

1 f(A)
= 2.24
FE) = Flo0) 5 | ST (224
para todo & em D). Usando o mesmo raciocinio acima, se £ é exterior a D,
entao
1 f(A)
— 2.2
0= f(oo) +— 271 Jope A — §d)\ (2.25)
Quando f € U (A), definimos
1
FA) = floo) + o [ FV - )y (2.26)
T J+op

onde D é um Dominio de Cauchy ilimitado tal que o(A) C D C D C D(f).

Note que f(A) € £(X) mesmo que A nao seja um operador limitado.

Exercicio 2.8.6. Seja X um espaco de Banach complexo e A: D(A) C X —

X um operador fechado com resolvente nao vazio.
a) Mostre que se f,g € Ux(A) e f ~ g, entao f(A) = g(A).
b) Mostre que se f(\) =1 para todo \ € C, entao f(A) = 1.

Seja X um espaco de Banach complexoe A : D(A) C X — X um operador

fechado com resolvente nao vazio. Se f,g € U, (A), mostremos que f(A) o
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g(A) = (fg)(A). Como antes, sejam D; e Dy dominios de Cauchy tais que
o(T) C Dy € Dy C Dy C D(f) N D(g). Com esta notacao temos que

F(A) = f(oo)] + = / FO)(A — 4)~ax

9(A) = g(o0)] + 5— . g(p)(p — A)~"Hdp.

Usando ([2.24)) e (2.23]) temos que, se A € 9Dy e p € 0D,
A
g(A):g(ooHi./ I 46 0= floo )+i/ S

21 Jiop, b — A 2mi Jiop, A — K

Consequentemente,
f(A)o g( )g(00)1

/ F)g0) O A) s = ) e
+0D, J+0D,

+g(°<?) e >1dA+L°‘?) /+8D o(10) (1 — 4)d

2t Jiop, 2mi

(A= A)1— (= A)~!
+0Dy +8D2 H

— A

g(c0) L (o) L
+ £ /+6D1f<A><A—A> i /MDlg(u)(u—A) s
1

~ s+ g [ o= (g [ L) an
toms [t (5n [ ) a

214 J1op, 210 Jyop, A — 1
+9§§>T<;) [ oo T A=A 1dx+f2(:;) /ml o) (1 — A)Ldp
= Fo0)alo0) + 5 | FNN)(A = A dA = (fo)(4)

Segue exatamente como o Teorema que o seguinte resultado vale.
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Teorema 2.8.2. Seja X um espaco de Banach complexo e A: D(A) C X —
X um operador fechado com resolvente nao vazio. Se [ € Ux(A) € tal que

f(A) # 0 para todo N € o(A) U{oo}, entio f(A) € injetor e sobre X com

inversa g(A) onde g € qualquer func¢do de U (A) com g ~ %

Exercicio 2.8.7. Seja X um espago de Banach complexo e A € L(X). Mos-

tre que, se f € U(A) NU(A), entdo (2.22) e (2.26) dao origem ao mesmo
operador f(A).

2.9 Conjuntos espectrais

Sejam X um espago de Banach sobre C, A : D(A) C X — X um operador
fechado com resolvente p(A) nao vazio. definimos o espectro estendido o.(A)

e o resolvente estendido p.(A) de A por
e(A) =0(A)se Aec L(X)eo.(A) =0c(A)U{oo} se A ¢ L(X),
pe(A) = p(A) U{oo} se A€ LX) e pe(A) = p(A) se A ¢ L(X).
Uma justificativa para a definicao acima ¢é dada pelo seguinte resultado.

Teorema 2.9.1 ([12],Theorem I11.6.13). Seja X um espaco de Banach com-
plexo e A: D(A) C X — X wum operador fechado. Se p(A) contém o exterior

de um disco, vale uma das sequintes alternativas

i) p(A) 2 X = f(A) == (A= A~ tem uma singularidade removivel em
A =00 elimy o f(A) =0 ou, equivalentemente, A € L(X).

i) p(A) 3 X = f(A) == (A — A)7! tem uma singularidade essencial em

A = 00.

Exercicio 2.9.1. Mostre o Teorema [2.91.
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Exercicio 2.9.2. Seja X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X —
X um operador fechado e injetor. Entdo o.(A) > & — €71 € g.(A™Y) €

bijetora.

Se D é um dominio de Cauchy limitado tal que 9D C p(A), os conjuntos
ocg=0(A)NDedc =o0.(A)\o sdo chamados conjuntos espectrais de A.

Se ¢ é um conjunto espectral, existe f, € U (A) tal que f,(\) = 1 para
todo A em uma vizinhanga de o e f;(A) = 0 para todo A em uma vizinhanca
de 0.(A)\o. Denotamos f,(A) por P, (ou por P,(A) quando for necessario
explicitar o operador linear envolvido).

Claramente P? = P, (pois f? ~ f,) e P, é uma projecio continua.

Sejam o e T conjuntos espectrais para o operador A. Entao, as seguintes

propriedades valem
a) P, =0seo=0(f,=0),
b) P, =1seo=0.(A) (fr=1),
¢) Porir = PoPr = PrPy (Pory = (fof7)(A)) e

d) P,,,=PFP,+ P — P,P; (PO'UT = (fa + fT - fofr)(A))

Em particular, se o é um conjunto espectral e 0’ = o.(A)\o, entdao P, P, =
P, P, = 0 e (usando as quatro propriedades acima) P,+ P, = P, .+ P, P, =
I+0=1. Se X,=PF,(X)e Xy =Py(X), entao X = X, & X,.

Fim da Nona Aula 1
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Inicio da Décima Aula |

Teorema 2.9.2. Seja X um espago de Banach sobre C. Suponha que o(A)
contém um conjunto espectral limitado o e seja o' = g.(A)\o. Entdo temos
uma decomposi¢cao de A de acordo com uma decomposicao X = X, ® X, do
espaco de forma que os espectros das partes A, e Ay de A em X, e em X

coincidem com o e o' respectivamente e A, € L(X,).

Prova: Seja D um dominio de Cauchy limitado tal que 9D C p(A), o C D

eo’' ND =(. Entao

1 _
P, = 5 (€ — A)~lde.
Tt J+oD

Sabemos que P2 = P, € L(X) e P, é uma projegao sobre X, = R(P,) ao
longo de X, = N(FP,). Além disso

Py = A =(E-A)TR, £€p(A),

logo P, comuta com A, o que significa que A pode ser decomposto de acordo
com a decomposicao X = X, P X, e as partes A, e A, de A estao definidas.

E facil ver que as partes de (€ — A)~! em X, ¢ X,/, sdo as inversas de
(E—A,) e (£— Ay), respectivamente. Isto mostra que p(Ay)Np(Ay) D p(A).
Contudo, p(A,) também contém ¢’. Para ver isto primeiramente observe que
(& — A)_1|Xau = (¢l —-A) = (—-A)"Puparau € X,, £ € p(4). Mas
para cada & € p(A) que nao estd em +90D, temos

€A P=o [ €A - A) e
T J+oD
1 _ BN
- . A 1 I A 1 )
57 | e= a7 - € - g
Se £ ¢ D, temos que
(€~ AP = o € —a K

(=&

27 J 1o
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Como o lado direito da expressao acima ¢ analitico no exterior de D, segue que
(€ — A)7IP,, e portanto (£ — A,)"! € L(X,), tem uma continuacao analitica
ao exterior de D e os valores desta continuacao sao os operadores resolvente

de A, nos pontos do exterior de D. Portanto p(A,) contém o exterior de D

eo(A,) Co.
Semelhantemente, segue que para £ dentro de 0D
_ 4, 1 o dE
E—A)P =(¢—-A)" 4+ — ¢ — A1 :
AR =€ o [ @A

Isto mostra que (£ — A)"}(I — P,) tem uma continuacio analitica dentro de
0D. Como antes, isto leva a conclusao que o(A,/) C o'.

Por outro lado, um ponto ¢ € o(A) nao pode pertencer a ambos p(4,) e
p(A,); caso contrario pertenceria a p(A) ja que (§ —Ay) ' Py+(E—Ay) (I -
P,) seria igual a inversa de (£ — A). Isto mostra que o(A) C 0(A,) Uo(Ay)
e portanto o(A,) =0, 0(Ay) =0,

Finalmente note que

1 1
P,AC AP, = — A(E — A)lde = — £(6 — A)~lde.
2mi Jyop 211 Jyop

Isto mostra que A, € L(X,) e completa a prova. ]

Observagao 2.9.1. Se X € um espago de Banach complexo e A : D(A) C
X — X € um operador fechado com resolvente compacto e o é um conjunto
espectral limitado e P, € a projecao espectral associada entao P, é compacta

(consequentemente tem imagem com dimensao finita).

2.10 Pontos isolados do espectro

Seja X um espago de Banach complexo e A : D(A) C X — X um operador

fechado. Suponha que o(A) contém um ponto isolado A. Claramente o = {\}
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e 0/ = 0.(A)\o s@o conjuntos espectrais. Sejam X,, X, , A, e AL como no
Teorema [2.9.2, O operador A, € L(X,) tem espectro o(A,) = {A\} e A — A,
¢ quasi-nilpotente. Logo

oo

(E=A) " =D (€= (=1)"(A = Ap)"

n=0

converge para todo £ € C\{\}. Assim, se £ € p(A),

P,

(E—4)" - Z(é‘ AT (=1

onde, se y(t) = XA+ re*™ t € [0, 1] BE()\) ag(A) ={\},
= (\— AP— /AggAldge/:()

é quasi-nilpotente. Por outro lado, (£ — A,/)~! é analitica em uma vizinhanca

de )\ e assim

oo

(5 - AU')_lpa’ = (5 - A)—lpa, = Z(g _ )\)n(_l)nsn—H
n=0
onde
S = (A= Ag) " Py = lim(¢ — 4) 1p,_2L/ e A e

Segue que, se £ € B;C()\)\{)\},

(f—A) —n— 1 nDn_'_Zg )\ nSn—H

f )\

~1 em torno da singularidade isolada .

¢ a serie de Laurent para (£ — A)
Os operadores S e D satisfazem D = DP, = P,D, SA C AS € L(X),

(A\—A)S =P, e SP, = P,S = 0.
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Observagao 2.10.1. 1. Se A € um pdlo de ordem m, entao (A\—A)"P, =0
para todon > m e P, # 0. Consequentemente A — A ndo € injetora e A

¢ um auto-valor.

2. Se P, tem imagem R(P,) com dimensdo finita, é claro que A é um pdélo
de ordem finita de p(A) > € — (£ — A)™t € L(X) e portanto um auto-
valor de A. Disto seque que, se A tem resolvente compacto, entao todos
0s pontos isolados do espectro sdo auto-valores (basta ver que P, serd

compacta e portanto R(P,) terd dimensdo finita).

3. Se A é um operador compacto e A € a(A)\{0}, entdo \ é um pdlo de
ordem finita de p(A) > € — (€ —A)"t € L(X) e portanto um auto-valor.

4. Sea = {\} € um conjunto espectral de A, \ pode ser um auto-valor de A
ou uma singularidade essencial da fungdo p(A) 3 € — (E—A)1 € L(X).
Neste dltimo caso, se A € um auto-valor de A entao (A — A,) nao é

nilpotente e dim(R(P,)) = oo.

5.8 X = *(C) e A€ LX) € o operador definido por A{x1,x2, 13, -}

L2 X3 T4
2339 4

mas ndo € nilpotente e A = 0 é uma singularidade essencial de p(A) >

Er (= A)H e L(X).

-}, entdao 0 € um auto-valor de A e A é quasi-nilpotente

Se A1, -+, A, sdo pontos isolados de o(A), o, ={\;}, 1 < j <k, 09 =
ge(A)N\{ A1, -+, A}, temos que

P, > o B
(E—A)"=>" v D E=N) TN =0DY | + (€= Agy) T P,
j=1 n=1

onde PgiPUj = 52']'Pgi, PUij = DjPUj = Dj, ()\j_A)PUj = Dj, (f—AUO)_lpao é

analitica em um aberto que contém {A1, -+, \p} e (E—A,,) 1 Py = lime¢((—
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A)7IP, . Além disso,
k
AP =Y "\P, — D, (2.27)
j=1
onde P = P, +---+P,, e os operadores D; sao quasi-nilpotentes com imagem
em R(F,)).
Fim da Décima Aula 1
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Inicio da Décima Primeira Aula |

2.11 O Teorema da Aplicacao Espectral

Lema 2.11.1. Seja X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X — X
um operador fechado com resolvente nao vazio. Suponha que f € Ux(A),
fA) #£0 se X € a(A) e que 0o seja um zero de ordem m de f. Entio f(A)
¢ injetor, R(f(A)) = D(A™) e para cada x € D(A™),

f(A)] e = 2Lm +(w{f(k)(@ =)™ o= A" - A) Tadh (2.28)

onde a € p(A) e D é um dominio de Cauchy ilimitado tal que o(A) C D,
DcCD(f),a¢DefAN)#0sereD.

Prova: Seja a € p(A) e defina g(A) = (a — A\)"f(A) entdo, g € U(A) e g
nao tem zeros em o.(A). Escolha o dominio de Cauchy ilimitado D de forma
que o(A) C D, g(\) # 0 para todo A € D, a ¢ D e D C D(f). Segue que

g(A) tem inversa limitada. Como
g(A) (o = A)™ = (o — A)™"g(A) = f(A), (2.29)
temos que, R(f(A)) = D(A™) e se x € D(A™),

[F(A)] e = [g(A)] a — A)"a. (2.30)

Para 2 € D(A™), usando o Teorema [2.8.2] (2.30) e (2.23),
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[9(A)] (a = A)"r=g(c0) (a — A)"x
1

o [ )@= 7)o = A7 (- A) ey
+0D
— g(00) = A"
N L/ [FO) (@ — A)™ 1 Y a — A)[(a — A\ — A) "Lz — 2]dA
271 +8D
_ % [ )@= A7 o A = A)

Isto conclui a demonstragao. ]

Lema 2.11.2. Seja X um espa¢o de Banach sobre C e A : D(A) C X —
X um operador fechado com resolvente ndao vazio. Suponha que o(A) seja
limitado e que f € Ux(A) seja nula no exterior de um disco e ndo tenha
zeros em o(A). Entio R(f(A)) = R(Pyua)) e N(f(A)) = N(FPyu). Em
particular, se D(A) C X, f(A) ndo tem inversa em L(X).

Prova: Se D(A) C X e o(A) é limitado, entdo o(A) é um conjunto espectral
e P, # I (ja que, neste caso, R(P,)) C D(A)). Logo a segunda parte do
lema segue da primeira.

Sejam g,h € Ux(A) definidas por g(A\) = 0, h(\) = 1 na componente
conexa ilimitada de D(f) e g(A\) = 1, h(A) = f(A) no resto de D(f). Entao
P,a) = g(A) e h(A) tem inversa limitada (pois h # 0 em 0.(A)). Além disso,
FA) = g(Mh(A) e

f(A) = Foah(A) = h(A) Po(a)
e o resultado segue do fato que h(A) ¢ injetor e R(h(A)) = X ]
Teorema 2.11.1. Seja X um espaco de Banach sobre C e A: D(A) C X —

X um operador fechado com resolvente ndao vazio. Se f € Ux(A), o espectro

de f(A) é exatamente o conjunto dos valores f(\), assumidos por f, quando
A percorre a.(A). Simbolicamente, o(f(A)) = f(o.(A)).
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Prova: Em primeiro lugar mostremos que f(A) tem inversa em L£(X) se, e
somente se, f nao tem zeros em o.(A). J4 vimos que se f nao tem zeros em
o.(A) entao f(A) tem inversa em L£(X). Por outro lado, se f(A) tem inversa
limitada e f(A) = 0 para algum A € D, entao escrevemos f(&) = (A —&)g(€)
para algum g € U, (A). Logo, procedendo como em R(g(A)) C D(A)

e (como g(o0) = 0)

(= Al = 5= ) [ glee— A
1 1 1
b R LGS S oy IO
_ 1 oy tge- L[ SE)
=5 | fOE- A - o /+ e
1

~ g [ H€E= A i+ fe0T = £
onde utilizamos e o fato que f(A) = 0. Além disso, f(A)x = g(A)(\ —
A)z para todo x € D(A). Segue que A € p(A) pois caso contrario R(f(A)) C
X ou f(A) nao seria injetor. Isto prova que f nao se anula em o(A). Se
o0 € 0.(A) temos que D(A) € X, além disso, se f(oco) = 0 (procedendo
como em (2.29))R(f(A)) € D(A) € X).
Observe que 1 ¢ f(o.(A)) se, e somente se, 1— f(A) nao se anula em o, (A).

Por outro lado, p — f(A) nao se anula em o.(A) se, e somente se, ul — f(A)

tem inversa em L£(X) (ou seja, p ¢ o(f(A))). Isto conclui a demonstrac¢ao.

Exercicio 2.11.1. Seja X um espag¢o de Banach complexo e A : D(A) C
X — X um operador fechado com 0 € p(A). Entioo(A™) ={5: X € 0.(A)}
e se Ao € um ponto isolado de o(A) entao Py (A) = P{Agl}(A_l)'
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2.12 Decomposigao espectral: A € (H) e auto-adjunto

Seja H um espago de Hilbert sobre C. Como conseqiiéncia do Corolério [2.7.2]

temos o seguinte resultado

Corolario 2.12.1. Se A : D(A) € H — H wum operador auto-adjunto,
Ao € o(A) € um ponto isolado do espectro de A e Py (A) € a projegdo
associada ao conjunto espectral {\o}, entdo Ay € 0,(A), a restricio Ay, de
A iy = R(Po(A)) € Mol ¢ R(P,)(4)) = N(do — A)

Prova: Primeiramente note que R(Ppy1(A)) # {0} (pois o(Apyy) = { Ao} #
0). Do fato que o(Ag — Aqyy) = {0} e do Corolério segue que Apyy =
Molm,,,- Disto segue Ag é um auto-valor de A e que N(Ag — A) D R(Pp)-
Por outro lado, se z € N(\g — A), r > 0 é tal que B,.(\o)\{\o} C p(A),
Y(t) = X+ re?™ t € [0,1],
Poy(A)z = — [(A— A ldre = .

271, 5

= —A)(A - At

onde usamos que (A — A) >
— Ao

mostrando que R(Pp;) = N(X — A).0

. Logo =z € R(Pp})

Exercicio 2.12.1. Seja A um operador auto-adjunto. Se o € um conjunto
espectral de A, mostre que P, € auto-adjunta e conclua que P, € uma projecao

ortogonal.

Fim da Décima Primeira Aula 1
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Inicio da Décima Segunda Aula |

Seja A : H — H um operador compacto e auto-adjunto. Segue do Co-
rolario 2.12.1, do Teorema [2.4.3] e do Teorema [2.4.5] que todo ponto em
o(A)\{0} é um auto-valor isolado com multiplicidade finita. Se o(A)\{0} =
{A1, A2, Ag, - -+ }, definimos P, = Py, ) e Fy a projegao ortogonal com imagem
N(A). Se Y é o subespaco de H gerado por U P, H, mostremos que Y
é denso em H. E claro que AY CY e AY* C Yt ese Ay = Ay ., entao
Ay é auto-adjunto, compacto. Se Y+ # {0}, entdo o(Ag) = {0}, 49 = 0 e
Y1 c N(A) = R(P) e temos uma contradicao. Segue que para todo x € H

T = Zan.

n=0

e que

(0.¢]
Az =) AP
n=1
com a série convergindo em L(H).

Agora seja A : D(A) C H — H um operador auto-adjunto com resolvente
compacto (veja Defini¢ao 2.4.1)). Segue que (A) = {A1, X2, A3, -+ } entdo se
P = Py, e Y = U2 R(P)) temos que Y N D(A) = {0} pois a restrigao
Ay de A a Yt é um operador auto-adjunto e com resolvente compacto com
0 € p(Ay) e Ay' = 0 (pois o(4y) = {00} e consequentemente o(Ay") = {0}
o que resulta R(A;') = D(Ay) = {0}). Assim, se # € D(A)

o0
T = g Pz
j=1

AZC = Z )\ijSE.
7=1
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2.13 Continuidade do espectro

No estudo de reagoes quimicas que ocorrem em um recipiente, a determinagao
da forma do recipiente Q. C R? ¢é feita através de medidas e observacoes
que, por sua natureza, contém imprecisoes. Se {); denota o recipiente e
e o seu modelo as fungoes concentragao reais ¢ : €y — R e modeladas
oe : Q2 — R estao definidas em espacos diferentes. Mesmo que o espaco onde
atuam os operadores lineares envolvidos possa ser fixado, os operadores (que
sao determinados por leis empiricas e observagoes) variam. Desta forma,
precisamos desenvolver mecanismos para comparar funcgoes pertencentes a
espagos diferentes bem como operadores que atuam nestes espagos.

Existem inimeras situagoes praticas onde somos levados a comparar ope-
radores que atuam em espacos diferentes. Nesta secao desenvolvemos fer-
ramentas abstratas basicas que podem ser usadas para comparar dois pro-
blemas lineares em diferentes espacos. Os resultados apresentados aqui tem
sua origem na analise funcional numérica onde a nocao de E'—convergeéncia é

chamada convergéncia discreta (veja [19]).

Desta forma, seja X, uma familia de espagos de Banach, ¢ € [0,1], e
suponha que existe uma familia de operadores lineares continuos F, : X — X,

com a propriedade
|Eu|x. =3 [jully, para todo u € X. (2.31)
Exercicio 2.13.1. Mostre que existe M > 1 e ey > 0 tal que
|Eelloixxy) <M, Vee|0,e).

Sugestao: Mostre uma versao do Principio da Limitacao Uniforme que se

aplique a esta situacao.
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Definigao 2.13.1. Diremos que uma seqiiéncia {te}ec(o,1), com u. € X para
0
todo € € [0,1], E—converge para u se ||uc — FEeullx. == 0. Escrevemos
E : n
ue — u para dizer que a seqiéncia {ue}ecio,1) E-converge para v quando €

tende a zero.
, . E E .
Exercicio 2.13.2. Mostre que, se ue — u € u. — v, entao u = v.

Com esta nocao de convergéncia apresentamos a definicao de seqiiéncia

E-relativamente compacta.

Definicao 2.13.2. Uma seqiiéncia {u,}nen, com u, € X, €€, = 0, € dita
E-relativamente compacta se, para cada subseqiéncia {u,} de {u,}, existe
uma subseqiiéncia {u,} de {uy} e um elemento u € X tal que u,» Lyu A
familia {uc}ec ) € dita E-relativamente compacta se cada seqiiéncia {ue,},

e, — 0, é E-relativamente compacta.

Definigao 2.13.3. Diremos que a familia de operadores {B. € L(Xc)}eepo
E E-converge para By quando € — 0, se B.u, N Byu sempre que u, N
w € X. Escreveremos B. ~5 By para denotar que {B. € L(X¢)}eejo1) FE-

converge para By quando € — 0.

Definigao 2.13.4. Diremos que uma familia de operadores compactos {Be €
K(Xe) :e€]0,1]} converge compactamente para By se, para qualquer familia
{uc} com u. € X, ||uel|lx, =1, € € (0,1], a familia {B.u.} é E-relativamente
compacta e, além disso, B, BE By. Escreveremos B, <c, By quando € — 0

para denotar que {Be € K(X¢)}eep,1) converge compactamente para By.

Exercicio 2.13.3. Se B, N By, €¢n =3 0 e {ue, } € tal que u., € X,

para todo n € N e {||ue,||x. }nen € limitada, mostre que {B. u.} € E-

relativamente compacta.
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O lema a seguir desempenha um papel fundamental na demonstracao dos

principais resultados desta secao.

Lema 2.13.1. Seja {B. € K(X)}eep,) tal que B SN By quando ¢ — 0.
Entao,

i) existe €9 € (0, €] tal que SUp.c(g ) [ Bell £(x.) < 00

ii) se N(I + By) = {0}, existe eg >0 e M > 0 tal que N(I 4+ B.) = {0} para
todo € € [0, €] e

||([ + Bg)_lHE(XE) <M, Vee [0,60]. (232)

Prova: i) Se {||Bc||zx,) : € € (0,¢6]} nao ¢ limitada para qualquer escolha

de € € (0,1], existe seqiiéncia {e,} em (0,1] com ¢, = 0 e u., € X,

com |[uc,||x. =1 tal que || B ue,|| = 400 e isto estd em contradicdo com a,
convergencia compacta de B, para B.
i1) Primeiramente suponha que nao existe ey > 0 tal que N (I + B,) = {0}
para todo € € [0,¢)]. Neste caso existe uma seqiiéncia {e,} com €, — 0
e u, € X, com ||u,l|x., = 1 tais que u, + B, u, = 0. Como B, <c, By,
podemos supor (tomando uma subseqiiéncia se necessario) que B, uy, Lou
com ||ul]|x = 1 e consequentemente wu,, L _u. Segue que u+ Byu = 0 e isto
estd em contradi¢ao com N (I + By) = {0}.

Agora provemos (2.32). Como B, € K(X,) para cada € € [0, 1], segue da
Alternativa de Fredholm (veja Teorema 6.6 em [3]) que a estimativa é
equivalente a

1
x. =, Vee|0,e)]eVu € X, com fu = 1.

I+ Boue|lx, 2 7=,
(T + Buclx, >~

Suponha que isto é falso; isto é, suponha que existe uma seqiiéncia {u, }, com

up € Xe,, ||lunl| =1 e e, — 0 tal que ||[({ + B, )u,|| — 0. Como {B, u,} tem
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uma subseqiiéncia F-convergente, que novamente denotamos por {B. u,},
E E .
para u, ||ul]| = 1, segue que u, + B, u, — 0 e u,, — —u. Isto implica que
(I + Bp)u = 0 e isto estd em contradigao com a hipétese N (I + By) = {0}
Em geral, os operadores B, serao inversas de certos operadores diferenciais
A.. Assim, considere a familia de operadores {A. : D(A,) C X, = X, € €
[0,1]} e suponha que, para todo € € [0, 1],

A, é fechado, tem resolvente compacto 0 € p(A,), e A~ 5 Agtl. (2.33)

Lema 2.13.2. Suponha que a familia de operadores {A. : D(A.) C X —
X, € €[0,1]} satisfaz (2.33). Entao, para cada X € p(Ay), eziste €y > 0 tal
que X € p(A.) para todo € € [0, €] e existe uma constante My > 0 tal que

(A= A) 7 < My, Vee[0,e)]. (2.34)
L 1 CcC 1
Além disso, (A — A.)™ — (A — Ag)™" quando ¢ — 0.

Prova: De (2.33) e do fato que A € p(Ag) é facil ver que (A — Ag)™! =
— A (I — MY Como AY EEN Agt, aplicando o Lema [2.13.1] 1) e ii),
obtemos que o operador —A-1(I — AAZ1)™! estd bem definido e ¢ limitado.
Célculos simples mostram que —A7 (1 — M)t = (A — A)~L Logo )\ €

p(Ae) e obtemos ([2.34)).

Para provar a convergéncia compacta de (A — A.)~! para (A — Ag)~! pro-

cedemos da seguinte maneira: Como A_! converge compactamente para Ay 1

e como {(I — AA71) : 0 < e < e} é limitado, concluimos que

e Se |lucllx, = 1 entdao (A\—A.) tue = —A 7w, com we = (I-MA1) "y, que
é uniformemente limitado em e. Logo (A—A,) 1, tem uma subseqiiéncia

E-convergente.
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o Se u, L\ 4 entédo A7, N Ay lu. Agora, para qualquer subseqiiéncia
de {(A — A.)"lu.} existe uma subseqiiéncia (que novamente denotamos
por {(A— A)'u.}) ey € X tal que,

A= A)  ue = —(I = M) TA e = — AT (T = AA ) M = 2 S .

Logo,

Agtu & A, = —(1 — AAT )z 5 — (1 — AA; Yy
e isto implica que y = (A — Ag) 'u. Em particular, y é independente da
subseqiiéncia tomada. Isto implica que a seqiiéncia inteira (A — Ac) ™ u,
B-converge paray = (A—Ag)~lu quando € — 0. Portanto, (A—A,)~+ Z5
(A — Ag)~! quando € — 0.

Disto segue a convergéncia compacta (A — A.)~! SN (A — Ap)~! quando

e — 0 e o resultado esta provado.[]

’ A . n—oo
Exercicio 2.13.4. Dada uma seqiiéncia {u,} com u, € X, ee€, — 0, se
toda subseqiiéncia de {u,} possui uma subseqiiéncia E—convergente para um

. a . E
vetor u independente da subseqiéncia tomada, entao u, — u.

Exercicio 2.13.5. Seja ¢, X0 e suponha que B, <, By e que \, XN

em C e mostre que A\, B, SN Mo Bo.

Exercicio 2.13.6. Se X, = X e E. = Ix para todo € € [0,1] e K(X) >

L(X
B, (—>) By € K(X), entio B, <, By. Reciprocamente, se X € reflexivo e

- . . — — - L(X
T, = x implica B, x, "% Bz sempre que €, — 0, entdo B, (—>) By.

Exercicio 2.13.7. Seja X = L*(0,7), € € [0,1], a : [0,7] — (0,00) conti-
nuamente diferencidvel para cada ¢ € [0,1], D(A.) = H?*(0,7) N H}(0,7) e
defina Ac : D(A.) C X — X por

(Acd)(z) = —(ac(x)¢'(x))', x € (0,m).
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Mostre que A € auto-adjunto e satisfaz (Acd,d) > 046% |o|l% para todo

¢ € D(A,), onde a, = m[(i)n]ae(:c). Conclua que 0 € p(Ac) e mostre que
xe|U,m
At e K(X) e €[0,1].

Exemplo 2.13.1. No Ezercicio |2.15.7, supondo que a. kamalt ag uniforme-

mente em [0, 7] e que E. = I para todo € € [0,1], obtemos que A} SN At

De fato, para f € L*(0,7) e € € [0,1], seja u¢ a solugdo do problema

—(ae(r)uy), = f(x), x € (0,7),

wt(0) = u(r) = 0. (23

Mostraremos que existe C' > 0, independente de €, tal que

HUGHH(}(OJT) < CHfHLQ(O,ﬂ') €
1
[Ju® — U’OHH&(O,W) < CHf”LQ(O,W)Hae — ap||%.

Como a inclusio de H*(0,7) em L*(0,7) é compacta e a. — ag uniforme-
mente em [0, 7] seque facilmente que A7 SN At

Procedendo como no Exemplo temos que u® € H*(0,7) N H}(0,7) e
é facil ver que |[ul|myo0,x) < ClIfllL20m)-

Do Teorema de Laz-Milgram (veja [3, Coroldrio 5.8]) a solugdo u® de

(2.35)) pose ser caracterizada por um processo de minimizagao. Isto €, se

1 s ™
A = min {—/ aelux|2d:c—/ fudx},
’LLGH&(OJT) 2 0 0

entao \e € atingido em u®. Logo

1 ™ m
Ae = —/ ae|us | dw —/ fudx
2 Jy 0

1

™ ™
:5/0 a€|u§—u2+ug|2d:c—/o flu —u’ +u°) dw

definimos
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e avaliando a expressdo em uc, tendo em conta que u® resolve (2.35)), obtemos

1 [ 1 [7
Ae = Ao — 5/ ae(w)|u — ul|? dx + 5/ (ae(x) — ag(z))|ul)? dz, (2.36)
0 0
que nos dd
1 ™
Ae — A < 5/ (ac(x) — ag(z))|ul|? dz. (2.37)
0

Além disso,

1 s T
Ao := mi - NPde — d
0 uerélél(rolm){Q/o ao(x)|ug|” dx /o fu x}

1 m m 1 ™
< —/ ao(z)|us | dz —/ fuSdr = N\ + —/ (ag(z) — ac(z))|us|? da.
2 Jo 0 2 Jo
Com 1sto, obtemos
1 ™
Ae — Ao > 5/ (ac(x) — ag(z))|us|? d; (2.38)
0

e, com o auxilio de (2.37)) e (2.38)),

[Ac = Aof < llae — aolloc o N7 0. < CllAIZ2(0m e = aollss.
ec|U,e

Disto e de (2.36)) deduzimos que
lu® = w0 < ClFIZ20.m lac — aollse

Fim da Décima Segunda Aula 1
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Inicio da Décima Terceira Aula |

Lema 2.13.3. Suponha que a familia de operadores {A. : D(A.) C X —
X, € € [0,1]} satisfaz (2.33). Se ¥ € um subconjunto compacto de p(Ay),
existe ex > 0 tal que X C p(A¢) para todo € < ex e

sup sup |[(A — Ae)_ng(Xé) < 00. (2.39)
e€l0,es] A€X

Além disso, para cada uw € X temos que

sup [|(A — A) " Eau — Ed(h — Ag) tullx. =3 0. (2.40)
AEX

Prova: Primeiramente mostremos que existe €y > 0 tal que X C p(A,) para
todo € € [0, éx). Se este nao fosse o caso, existiriam seqiiéncias €, — 0, A, € X
(que podemos supor convergente para um A € %) e u,, € X, ||ue || =1
tais que A u., — Apue, = 0 ou, equivalentemente, \,(A. ) lu, = u.. Da
convergéncia compacta {u., } tem uma subseqiiéncia E-convergente para u €
X, Jlullx =1 e Agu = Au o que estd em contradigdo com o(Ay) N = ().
Mostremos que existe ey, € (0, €x) tal que vale. Para isto, é suficiente

provar que existe ey € (0, 1] tal que
{1 =AY Yex, s € €[0,es] e A € T} é limitado.

Se este nao fosse o caso, existiria uma seqiiéncia {\,} em ¥ (que podemos
supor convergente para um certo A € ) e uma seqiiéncia {e,} em (0, 1] com
n—o0
e, — 0 tal que
I = Xa(Ae) ™) M., = o0

Do Lema [2.13.1| obtemos uma contradicio, ja que —An (A )8 <5 —X(Ag) ™

quando n — 0.
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Também provamos (2.40]) por contradi¢ao. Suponha que existem seqiiéncias
en—=0,32), 22X en>0tal que

(A — A ) 'Eeu— E. (M, — Ag) ']

X, 2 n. (241)
Usando a identidade do resolvente, temos que
M= ANV TE.u— A=A ) "Ecu= A= M) — A )TN — A ) B, .

Disto e de (2.39) segue que

Ay — A ) ' Eeu— (A=A ) 'E, X., % 0. (2.42)
Do Lema temos que
A=A ) ' Eou—E. (\— Ao)’luern % 0. (2.43)
Finalmente, da continuidade do resolvente que
(A — Ag) "t — (A — Ag) " tullx =3 0. (2.44)

Agora, (2.42), (2.43)) e (2.44) estao em contradigao com (2.41)) e o resultado

estd provado. ]
Para cada § > 0 e \g € C defina Ss(A\g) :=={pu € C: |\ — \g| = d}.

A um ponto isolado A € o(Ay) associamos o seu auto-espago generalizado
W (A, Ag) = Q(\, Ap) X onde
1 _
QA =5 [ (1 -0
[€=Al=6

271

e § é escolhido de forma que nao haja nenhum outro ponto de o(Ap) no disco
F?(A) = {£ € C: [ - Al <} Segue do Lema [2.13.3) que existe eg,(y) tal
que p(Ae) D S5(A) para todo € < eg,(n). Seja W(A, Ae) == Q(A, A) X, onde
1 _
anA) =g [ er-ay
[§=Al=6

omi
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Exercicio 2.13.8. Seja X um espaco de Banach. Se M, N sao subespacos
de X com dim(M) > dim(N), mostre que existe uw € M, ||ul| = 1 tal que
dist(u, N) =1 (Veja Lemma IV.2.3 em [12]).

Exercicio 2.13.9. Seja X um espaco de Banach. Mostre que, se P e () sao
projegoes e dim(R(P)) > dim(R(Q)), entdo |P — Q| zx) > 1.

O resultado a seguir diz que o espectro de A, se aprorima do espectro de
Ap quando € tende a zero. Ja sabemos que o espectro de A, ou Ay contém

apenas auto-valores isolados de multiplicidade finita.

Teorema 2.13.1. Seja {A. : D(A.) C X, — X, € € [0,1]} uma familia de
operadores satisfazendo (2.33)). Entao, valem as sequintes afirmativas:

i) Se \g € o(Ay), existe seqiiéncia {e,} em (0,1] com €, —> 0 e segiiéncia
(1)

(M} em C com N\, € 0(A), paran=1,2,3---, e \y —> Ao

(i) Se {e,} € uma seqiiéncia em (0,1] com e, "= 0, e {\,} € uma seqiiéncia

em C com \, € 0(A.), n €N e\, =3 g, entio Ay € o(Ay).

(iii) Se Ao € o(Ay), existe €1 € (0,1] tal que dimW (N, Ac) = dimW (\g, Ap)
para todo 0 < € < €.

w) Seu € Wiy, Ag), entao existe uma seqiéncia e, em (0, 1] com ¢, e
0,410/, q )

0, ue,, € Wk, Ae,) e tal que uc, s quando n — 0o.

(v) Se{e,} € uma seqiiéncia em (0,1] com e, =3 0, e {u,} € uma seqiiéncia
com u, € WX, Ac,), ||un]

E—convergente para um vetor u em W (\g, Ag).

x., = 1, entao {u,} tem uma subsegiiéncia

Prova: (i) Seja Ay € o(Ap) e dp > 0 tal que E;CO(AQ)QO'(A()) = {\o}. Do Lema
2.13.3] existe ¢g > 0 tal que {||(A — A)) lzx,) 1 € € [0,€0) € A € S5,(Xo)} €

limitado.
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Suponha agora que, existe 0 < & < dy e seqiiéncia €, —> 0 tal que,
Bs(\o) C p(A.,) para todo n € N. Como Bs(A\) 2 A= (A — A.) ! € L(X)
¢ analitica para cada n € N, da prova do Lema [2.13.3| e do Teorema do
Méximo Médulo (Teorema [1.5.1]) temos que

I = X0ASH) e,y < sup [I(7 = AAZH) T gx,,) < oo

[A=Xqg|=6
neN

Portanto, se u € Xy, segue que

[oAy" = Dullx = lim [(MA;! ~ DE,ullx,, > cllulx.

para algum ¢ > 0 e, consequentemente, \g € p(Ap). Isto contradiz a escolha
de )\ e prova que, para cada § > 0, Bs(A\g) contém algum ponto de o(A,),
para todo € suficientemente pequeno.

(#1) Sejam {e, } uma seqiiéncia em (0, 1] com €, — 0, {\,} uma seqiiéncia
em C com \, € 0(A,,) tal que A, T N e {u,} uma seqiiéncia com u,, € X, ,

(I —M(Ac) Du, =0 e |luy]| = 1. Entao

I = MAe,) Dunllx, = I = Aa(Ae,) Dun — (A = M)(Ae,) "t x,,, = 0
quando n — oco. Uma vez que ||u,|| = 1 temos, tomando subseqiiéncias se
necessario, A\(Ae, ) " tuy, s weu, 5 ucom |u|| = 1. Portanto u— Ay u =

O,U#Oe)\EO'(Ao).
(ii3) Como (A — A)™t Z5 (X — A)~! uniformemente para A € Ss(\o)
(veja (2.40) no Lema [2.13.3)) segue que Q.(\o) SN Q(Xo) quando € — 0.

Se vy, -+ ,vx € uma base para W (g, Ag) = Qo(Ng)X, é facil ver que, para

e suficientemente pequeno,

{QG(AO)EGUD T 7Q€(>‘O)E€Uk‘}
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é um conjunto linearmente independente em Q.(A\g)X.. Disto segue que

dim(Qe(Ao)(Xe)) = dim(Q(Ao)(X)).
Provamos a igualdade supondo que Q.(\y) <c, Q(Xg). Suponha, por

~ [N . n—o0
reducao ao absurdo que, para alguma seqiiéncia ¢, — 0,

dim(Q, (A0)(Xe,)) > dim(Q(Xo)(X)).

Do Exercicio segue que, para cada n € N, existe u, € W (Ao, A, ) com
|lun|| = 1 tal que dist(u,, £, W (X, Ag)) = 1. Da convergéncia compacta
podemos supor que Q. (Ag)u, = uy, £, Qo(Ao)ug = up e temos um absurdo,
ja que

1 < |Jup — Ee, Qo(Ao)uo|

Xen = |Qec, (Mo)un — Ee, Qo(Ao)uo| x,, — 0.
cc

Assim precisamos apenas provar a convergéncia compacta Qc(\g) —
Q(Ao) quando € — 0 e isto segue de Q.(\y) LN Q (o), da convergéncia com-
pacta A-1 25 A;! quando € — 0, da limitacdo uniforme de ||(CAZY — 1)~

para ¢ € S5(Ag) e € € [0, €g], dada na prova do Lema [2.13.3] e da férmula

1 1

() = — I—A)td¢=A"1— At — 1) ldC.
QM) /ﬁﬁ&hgc jrc= g [ a0

2mi
(1v) Segue tomando ue = Q( o) Eeu.
(v) Segue da convergéncia compacta de @), para @y provada em (7ii).]
Exercicio 2.13.10. No Exemplo |2.15.1], mostre que os auto-valores e auto-
funcoes de A, convergem para auto-valores e auto-funcoes de Ag. Conclua

que a convergéncia de auto-funcdes ocorre na norma de H(0, ).

Exercicio 2.13.11 (*). No Ezemplo [2.15.1, se A\. é um auto-valor de A,

0<e<e¢ e — A quando € — 0, mostre que existe C' > 0 tal que
1
A= Mol < Clla, - a &

Fim da Décima Terceira Aula 1
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Estudar |

2.13.1 Perturbacao

Em diversas circunstancias estaremos interessados em analisar o comporta-
mento, em termos de convergéncia compacta, espectro, etc., de operadores
que surgem como linearizacao em torno de certas solucoes estacionarias de
problemas semi-lineares. Isto nos conduz a estudar o comportamento de
operadores da forma A, + V. onde V, : X, — X, é um operador limitado
(tipicamente a multiplicagao por um potencial). Veremos que sob hipdteses
bastante gerais, uma vez que se tenha convergéncia compacta de A-! para

Ay I quando € — 0, podemos obter o mesmo para operadores da forma A+ V..

Iremos supor que a seguinte condicao esteja satisfeita

2.33) vale e V. € L(X,, X,), e € [0,1] tal que A7V, <5 A1V, | (2.45)

Além disso, suporemos que

0¢ o(Ag+ Vo) . (2.46)

E claro que Ay+V, tem resolvente compacto. Seja A, = A +V,,0<e< 1.

Proposigao 2.13.1. Suponha que (2.45)) e (2.46) estejam satisfeitas. Entdo,
existe €g > 0 tal que 0 & (A + Vi) para todo € € (0, €, sup(g e I(Ac +

Vo) Hlex,) < oo. Além disso,
(A + V) SN (Ag + Vo)™t quando € — 0.

Em particular, os operadores A, = A, + V., 0 < e < 1, satisfazem a condicdo
(2.33)).
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Prova: Para provar o resultado note que
(Ac+ Vo)l =T+ A V)AL

Como — A1V, converge compactamente para — A, 'V e —A-! converge com-
pactamente para (—Ag)™!, a limitacao uniforme segue do Lema [2.13.1]
Para provar que (A, + V,)™! <c, (Ag + Vo)™t observe que, para cada

seqiiéncia u, € X, com ||u||x. < 1, temos
= (Ac+ V) lue =T+ A V)T A
Ve € € Ue € € e Ue
¢ uma seqiléncia limitada e que
_ -1 -1
ve = —A_ V. + A ue.

Tomando subseqiiéncias podemos supor que {A- Vv } e { A7 u.} sdo conver-
gentes e segue que {v.} tem uma subseqiiéncia convergente. Além disso, se
{uc} E-converge para u, do que foi provado acima segue que {v.} E—converge
para v com

v=—Ay Vov + Ayt
ev= A+ V) tu.
Corolario 2.13.1. Sob as hipdteses da Proposicao|2.13.1], todos os resultados

do Lema e do Teorema |2.15.1), permanecem validos para a familia de
operadores A, = A, + V., 0 < e < 1.

Prova: Simplesmente observe que, da Proposicao [2.13.1], os operadores A,
satisfazem a condigao (2.33). 7
Estudar 1
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Inicio da Décima Quarta Aula |

2.14 Primeira prova

1% Prova de SMA 5878 Andlise Funcional II - Turma de 2012]

Professor: Alexandre N. Carvalho Questoes | Notas ||| Questoes | Notas
1¢ 69
29 7¢
3¢ 8¢
Nome: 44 9¢
5% 10¢
05.05.2012 Total Total

1% Questao

Seja X um espago de Banach uniformemente convexo (dado

e > 0 existe § > 0 tal que ||z]| = ||ly|]| = 1 e ||z —y|| > € implica ||(z+y)/2| <

1-4).

1. Para cada 0 # 2* € X*, 2*(x) = ||2*|| para no maximo um xy € B;(0).

2. Se A é um conjunto aberto e conexo em C, seja X um espaco de Banach

uniformemente convexo e f : A — X analitica. Se ||f(\)| atinge um

méximo absoluto em algum ponto de A, entdo f(\) é constante em A.

2% Questao

Sejam X, Y, espacos de Banach sobre C e A um subconjunto

aberto de C. Se J: A — L(X,Y), as seguintes afirmativas sd@o equivalentes:

(a) Paracadaz € X ey* € Y* afungao A 5 X\ — y*(J(\)x) € C é analitica.
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(b) Para cada z € X, a fungdo A 3 A — J(A\)z € Y é analitica.

(c) A funcao A 5 A — J(A) € L(X,Y) é analitica.

3% Questao | Seja X um espaco de Banach sobre C e suponha que S,T €
L(X).

1. Se A € p(S) N p(T), entao os resolventes de S e T satisfazem a equagao

A=8) " —(A=T)" = A= 9)(S—T)(A - T)""

2. Para um )y € C fixo, o conjunto S de todos os T" € L(X) tais que
Ao € p(T) é aberto.

3. Dados um conjunto aberto e nao vazio A em Ce T € L(X) com o(T) C
A, existe € > 0 tal que o(S) C A sempre que S € L(X) e ||S—T| < ¢

isto é, espectro de T' é uma funcao semicontinua superiormente de 1.

4% Questao |Seja X um espaco de Banach sobre C, A um subconjunto do

plano complexo e S : A — L(X) tal que
S(A) = 8(p) = (w—=NSN)S(), VA, peA.
1. Mostre que N(S(XA)) e R(S(\)) sdo independentes de A € A.

2. Mostre que existe um operador fechado e densamente definido A : D(A) C
X — X tal que A C p(A) e S(A) = (A — A)7! se, e somente se,
N(S(N\)) =40} e R(S()N)) é denso em X para algum A € A
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5% Questao |Seja X = ('(C)={{z,} e CV: " _l|zn| < oo} com anorma
{zn @) = D pen |Tn]- Seja A D(A) € X — X definido por

D(A) = {{x,} € CV: 2, = 0 exceto para um ntimero finito de n's}

00 ].2
j=n

Mostre que 0 € p(A) e que A nao é fechavel.

6¢ Questao | Seja X um espaco de Banach sobre C.

1. Se A € £(X), mostre que AA(A— A)~! converge para A quando A\ — oo.

2. Se A: D(A) C X — X é um operador fechado, densamente definido,

A—00

dissipativo e tal que R(I — A) = X, mostre que NMA(\ — A) 'z —= Az
para todo x € D(A) e que A(A — A) "z 2% 2 para todo z € X.

3.5¢ A: D(A) C X — X é como no item anterior, como vocé definiria

eA?

4. Se A fechado, densamente definido e tal que A e A* sao dissipativos,
entdo p(A) D (0,00) e [[AA— A7 < 1,VA > 0.

7 Questao |Seja A uma matriz nxn com coeficiente reais. Sejam A, - -+, Ag,

k < n os auto-valores de A e P; a projecao associada ao conjunto espectral
O'J:{A]},lgjgk

1. Se m; ¢ a dimensao da imagem de P;, mostre que

N L €D




2.14. PRIMEIRA PROVA 97

Use isto para encontrar uma expressao para e!, para cada t € R. (Su-
gestdo: Faca o desenvolvimento em série de Laurent de (£ — A)™! em

torno de \; para cada j =1,--- , k).
2. Se A : C" — C" é simétrico resolva a equacao

A=Au=f

para A ¢ {A1,---,\¢}. Use isto para encontrar uma expressio para e,

para cada t € R (Sugestao: Mostre que R(Ppy ) = N(\; — A) e use a

funcdo inteira A — e para calcular e??).

8% Questao | Seja H um espago de Hilbert, A € L(H) um operador auto-

adjunto e f : D(f) € C — C é uma fungdo analitica em um aberto que

contém Bﬁ:A”L(H) (0). Dé condigoes sobre f para que
1. f(A) seja auto-adjunto e

2. f(A) seja compacto.

9¢ Questao | Seja X um espaco de Banach sobre Ce A: D(A) C X — X

um operador fechado densamente definido.

1. Defina a imagem numérica de A.

2. Se W(A) é aimagem numérica de A e 3 um subconjunto aberto e conexo
em C\IW(A), mostre que:

(a) Se A ¢ W(A) entao A— A é injetora e tem imagem fechada e satisfaz

(A = A)zllx = d(A, W (A))]lz]. (2.47)
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(b) Se p(A)NE # 0, entao p(A) DX e

1A = A) Ml zx) =D (2.48)

1
< -
—d(AW(A))
onde d(A\, W (A)) é a distancia de A a W (A).

3. Mostre que, se H é um espaco de Hilbert sobre C e A € L(H) é auto-
adjunto, entao o(A) C R.

10? Questao | Para cada € € [0, 1] seja X, um espaco de Banach sobre C e

E, € £L(Xo, X,) tal que || Ex|x. =3 ||z||x, para todo = € Xj.

e Defina E convergéncia de seqiiéncias, F'F convergéncia de operadores e

convergencia compacta de operadores.

Sejam A, : D(A.) C X — X, operadores fechados tais que, 0 € p(A,)
para todo € € [0,1] e suponha que K(X,.) > A} RSN At € K(Xp). Se A é
um ponto isolado de o(Ay) definimos W (A, Ag) = Q(\, Ag) X onde

1
QA =5 [ (1 -0
6= Al=s

271

e 9 é escolhido tal que o(Ag) N{E € C: |€ — A <6} ={\}.

1. Mostre que existe eg,(y) tal que p(A) D S5(A) :=={£{ € C: |{ — A =6}
para todo € < €g,(\). Seja W(A, Ae) = Q(A, A) X onde

QN A) = - / (€1 — A)de.
€-A=s

271

2. Mostre que existe €y < €g,(y) tal que dimW (A, A.) = dimW (A, Ag) para
todo € € [0, €.

Fim da Décima Quarta Aula 1
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SEMIGRUPOS E SEUS GERADORES

Inicio da Décima Quinta Aula |

Neste capitulo apresentamos os fatos basicos da teoria de semigrupos de
operadores lineares e continuos indispensaveis ao entendimento das técnicas
de solucao de problemas parabdlicos e hiperbdlicos semilineares. Comecamos
com uma revisao da teoria basica mas com o objetivo principal de apresentar
a teoria de semigrupos fortemente continuos e semigrupos analiticos. A ex-
posigao apresentada neste capitulo segue [2] [7, 16]. Grande parte da exposigao
estara concentrada na caracterizacao dos geradores de semigrupos lineares ja
que nas aplicacoes da teoria, em geral, conhecemos a equacao diferencial e

nao o operador solucao.

3.1 Definicoes e resultados basicos

Definicao 3.1.1. Um semigrupo de operadores lineares em X € uma familia

{T'(t):t >0} C L(X) tal que
(i) T(0) = Ix,
(ii) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t,s > 0.

99
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Se, além disso,
+
(iii) [|T°(t)—Ix||zex) 20, diremos que o semigrupo é uniformemente continuo

(iv) ||T(t)xr — x||x LN 0, para cada © € X, diremos que o semigrupo €

fortemente continuo.

O estudo dos semigrupos de operadores lineares esta associado ao estudo

de problemas de Cauchy lineares da forma

d
%x(t) = Ax(t) (3.1)

z(0) = xg
onde A : D(A) C X — X ¢é um operador linear (em geral ilimitado). O
semigrupo {T'(t) : t > 0} é o operador solucao de (3.1)); isto é, para cada
zg € X, t — T(t)zy é a solugdo (em algum sentido) de (3.1]). Para explicar
melhor esta observacao consideremos primeiramente o caso em que A é um
operador linear continuo. Neste caso, o semigrupo t +— T'(t) é o operador

solugao (no sentido usual) do problema

d
—T(t) = AT(t) 52)

T(0) =B e L(X).

com B = I. Esta solugdo serd denotada por T'(t) =: e/, Vamos mostrar que
existe uma unica solucao para e que as propriedades de semigrupo estao
satisfeitas. Isto segue do principio da contracao de Banach que enunciamos
a seguir.

Lema 3.1.1. Seja X um espaco métrico completo com métrica dy : X x X —
R* e uma fungio F : X — X tal que dx(F"(x), F"(y)) < kdx(x,y) para
algum inteiro positivo n e k < 1 (F™ é uma contra¢ao). Entdao, existe um

unico T € X tal que F(Z) =Z. O ponto T € chamado ponto fizo de F.
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Agora vamos procurar solucoes para que sejam fungdes em {U(-) €
C([0,7], L(X)) N CH(0,7], L(X)) : U(0) = B} que verifiquem (3.2). Seja
K ={U(-) e C([0,7],£L(X)) : U(0) = B} e defina a transformagao F : K —
K por

FU)(t) =B+ /tAU(s)ds

e observe que uma solucao de é um ponto fixo de F' em K e que um
ponto fixo de F' é uma solucao de (3.2). Note que K é um espago métrico
completo com a métrica induzida pela norma de C([0, 7], £(X)). Queremos
mostrar que existe um inteiro positivo n tal que F" é uma contracao. De

fato:
IEU)(E) = F(V) ()]l AV (8)]| £(x)ds

< It\I\AH.c(X) sup [[U(#) = V(8] cx)

t€l0,7]

< 7|All £y sup [U(E) = V() zwx)

te[0,7]

Suponha que, para t € [0, 7],

[t Al
Y sup |U(E) = V(E)] e,

F U@ — F Wit < su
|Ftu) Ollen < =g s

entao
|F(O)(8) — F(V)®) oox) ‘/HAF”lU ~AFTW(S) o ds
AN
< - sup [|U(t) — V(t) zx)
: t€[0,7]
AR
< Y sup JU(H) = V(E)]lex)

n! t€[0,7]

ITI" | Allz . o
Notando que ——== — 0 quando n — oo, temos que existe um inteiro

positivo ngy tal que F™ é uma contragao e segue do Principio da Contracgao
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de Banach que existe um tnico ponto fixo para F'. E facil ver que este ponto
fixo é uma fungao continuamente diferenciavel e que satisfaz (3.2)).

Como a argumentacao acima vale para todo 7 € R obtemos que toda
solucao de estd globalmente definida. Vamos agora verificar que a pro-
priedade de semigrupo estd satisfeita para a solugao T'(t) de (3.2)) com B = I.
Note que U(t) = T(t+s) e V(t) = T(t)T(s) sao solugoes de satisfazendo
U(0) = V(0) = T(s). Segue da unicidade de solugoes que T'(t+s) = T(t)T'(s).
Portanto, {T'(t) : t € R} é um grupo uniformemente continuo de operadores
lineares limitados.

E claro que estaremos interessados em situacoes mais gerais, ja que em
muitas aplicacoes o operador A nao é limitado. Reciprocamente, dado um
semigrupo de operadores lineares qualquer podemos associa-lo a uma equagao

differencial através da seguinte definicao

Definicao 3.1.2. Se {T'(t),t > 0} C L(X) € um semigrupo fortemente
continuo de operadores lineares, seu gerador infinitesimal € o operador

definido por A : D(A) C X — X, onde

Ttz —
D(A) = {SC € X : lim W e:m'ste} :

t—07
T(t)xr —
Az = tim DT =T e DAy,
t—0+ t
Exemplo 3.1.1. Seja A € L(X) e defina e = ZAZ!n. Entao {e! . t €
n=0

R} define um grupo uniformemente continuo com gerador A e satisfazendo

|‘€At||£(X) S €|t|||A||£(X).

(0.¢]

.. nn . .
A série A" comverge absolutamente, uniformemente em subconjuntos
n! )

n=0
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compactos de R, visto que ||A"||zx) < [|All7x), portanto

= || A > (|t A
n=0 ERIVA0.¢ n=0
e
o [ AT ([t 1Al )" )
2 < Alle 2 = ||Alle et e R.
n=1 (TL— 1)' L(X) n=0 n!
Portanto
d
_eAt — AeAt, tER
dt
Também

et — I gx) < |t|||A|\£(X)€|t|”‘4”‘(x’ — 0

quando t — 0. Segue que {T'(t) : t € R} € a dnica solug¢do de com

B =1. O resultado agora seque das consideragoes anteriores.

O resultado a seguir é extremamente 1util na obtencao de propriedades de

regularidade de semigrupos.

Lema 3.1.2. Seja ¢ uma funcao continua e diferencidvel a direita no in-
tervalo [a,b). Se D*¢ € continua em [a,b), entdo ¢ € continuamente dife-

rencidvel em [a,b).

Prova: Exercicio.
Todo semigrupo fortemente continuo possui uma limitacao exponencial

que é dada no teorema a seguir.

Teorema 3.1.1. Suponha que {T'(t),t > 0} C L(X) € um semigrupo forte-

mente continuo. Entao, existe M > 1 e B tais que
1T )|y < Me?!, vt > 0.

Para qualquer >0 podemos escolher 3> 110g||T(0)||z(x) e entdo escolher M.
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Prova: Primeiramente note que existe 7 > 0 tal que sup;cpo ) [|7(¢) |l ccx) <
oo. Isto é conseqiiéncia do fato que, para cada sequéncia {t,},eny em (0, 00)
com t, — 07, {T(t,)z }nen ¢ limitada para todo z € X e, do Principio da
Limitacao Uniforme, {[|T'(¢,)||z(x)}nen € limitada.

Escolha ¢ > 0 tal que sup{|7'(t)|/zx),0 < t < £} = M < oo e seja
8> Hog{IT(O)lleun} isto & IT(0)ecx) < €% ¢ entio

Tt + 1)) = ITE TOllevry < ITO N0 IOl < MeH
< Ml 0 <t < l:in=0,1,2--

e a afirmativa segue.
O teorema a seguir caracteriza completamente os semigrupos uniforme-

mente continuos de operadores através de seus geradores.

Teorema 3.1.2. Dado um semigrupo fortemente continuo {T'(t),t > 0} C

L(X), as sequintes afirmativas sao equivalentes:

(a) O semigrupo é uniformemente continuo,

(b) O seu gerador infinitesimal estd definido em todo X,
(c) Para algum A em L(X), T(t) = e' 4.

Prova: Se T(t) = ¢! para algum A € £(X) as demais afirmativas foram

provadas no Exemplo [3.1.1} Se o gerador infinitesimal de {T'(¢) : t > 0} esta
H T(t)z—x
t

globalmente definido, entao { ¢ limitado para cada x e pelo

X}ogtgl
T(t)—1 H }
bl Jocren
. +
e portanto T'(t) — I quando t — 0%. E suficiente provar que, se T'(t) iy

em L(X), existe A € L(X) com T(t) = e,

Principio da Limitacao Uniforme temos que {H ¢ limitado
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Assumindo que T'(t) — I quando t — 07, existe § > 0 tal que ||T(t) —
Ilgx) £1/2,0 <t < 6. Ainda
[Tt + 1) =Tl = I(T(R) = DT @) 2x) = 0,
IT(8) =Tt = W)l ey = 1(T(h) = DT(E =)l ex) = 0
quando h — 07, ja que ||T'(t)||z(x) ¢ limitada em [0,0]. Portanto t — T'() :
R* — L£(X) é continuo e a integral /0 tT(s)ds estd bem definida. Além disso,

1 (9
H—/ T(s)ds — 1
0 Jo

-1

e portanto </06T(s)ds> € L(X). Defina
A=(T()-1) (/05 T(s)ds)
Para cada h > 0,

hYT(h) — 1) /O 5T(s)ds =h! { /h 6+hT(s)ds — /0 6T(3)ds

|
=h? /5 HhT(s)ds s /0 hT(s)ds "0 5) — 1.

<1/2
£(x)

-1

h—0t

— - h)—I h)—1I h—07F
Logo h™Y(T(h)—1I) =% Aeh T (t+h)—T(t)) = T(t) WL = TRLpy 122
T(t)A = AT(t). Portanto t — T'(t) tem uma derivada a direita
d+
%T(t) =T(t)A = AT (t)
que é continua parat > 0. Segue do Lema que t — T'(t) é continuamente

diferencidvel e, da unicidade de solugoes para o problema (3.2) com B = [

segue que T'(t) = e, t > 0.7
Em vista desse teorema a teoria de semigrupos concentra-se no estudo dos
semigrupos fortemente continuos e seus geradores.

Fim da Décima Quinta Aula 1
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Inicio da Décima Sexta Aula |
O resultado a seguir coleta alguns fatos importantes sobre semigrupos
fortemente continuos que serao utilizados com freqiiéncia no restante do

capitulo.

Teorema 3.1.3. Suponha que {T'(t),t > 0} C L(X) seja um semigrupo

fortemente continuo.
1. Para qualquer x € X, t — T(t)x € continuo para t > 0.
2.t = ||T(t)|zx) € semicontinua inferiormente e portanto mensurdvel.

3. Seja A o gerador infinitesimal de T(t); entdao, A € densamente definido
e fechado. Para x € D(A), t — T(t)x € continuamente diferencidvel e
d

ET(t)x = AT (t)x =T(t)Az, t>0.

4. N>1D(A™) € denso em X.

5. Para Re\ > 8 e 8 dado no Teorema|3.1.1, X estd no resolvente p(A) de
Ae .
A=Atz = / e MT(Hadt, Vre X
0

Prova: 1. A continuidade de ¢t +— T'(t)z é uma consequéncia do Theorem
3.1.1)e do fato que, set >0 e x € X,

h—0*t

|7+ h)x — T@)elx = [(T(h) = DT (@)l x =% o,

h—0*t

IT(t)e — Tt — W)l x < T~ Wllce | T () — ]l x "% 0.

2. Mostramos que {t > 0 : || T'(t)||zx) > b} é aberto em [0, 00) para cada
b o que implica a afirmativa. Mas ||T'(Zo)|z(x) > b implica que existe v € X

com ||z||x = 1 tal que ||T(to)x|| > b. Segue de 1. que ||T(t)x| > b para
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todo t suficientemente préximo de o, logo ||T'(t)||zx) > b para t em uma
vizinhanca de £y e o resultado segue. )

3. Seja x € X e para € > 0, z, = %/ T(t)z dt; entdo . — = quando
e — 0" e, para h > 0, "

W (T(h)a, — 3.) = i { / et - /O Ty dt} 0 L — o).

€

Logo . € D(A). Serda uma consequéncia imediata de 5. que A é fechado
pois (A — A)~! € L(X). Se x € D(A) é claro que
d_;fLT( t)r = hlféi — {T(t +h)x —T(t)x} = AT(t)x =T(t)Ax
é continuo e toda funcao com derivada a direita continua é continuamente
diferenciavel.
4. Seja ¢ : R — R uma funcdo em C®(R) e ¢(t) = 0 em uma vizi-

nhanca de ¢ = 0 e também para ¢ suficientemente grande, seja x € X e

[ = / d(t)T(t)x dt. Segue facilmente de h™ Y (T'(h)f — f) = h—l/w(¢(t _
h

o(t))T(t)xdt que f € D(A) e que Af = / ¢ (t)T(t)x dt. Como —¢'

satlsfaz as mesmas condigoes que ¢,
A" f = / P t)xdt

paratodom > 1e f € Ny>1D(A™). Para mostrar que tal conjunto de pontos
o0

¢ denso em X, escolha ¢ acima satisfazendo também / o(t)dt = 1; entao

se, fn = / no(nt)T (t)xdt = / o(s)T(s/n)xds,n =1,2,3,--- e temos que
0 0
fn € N>1D(A™) e f, = x quando n — oo.

5. Defina R(\) € L(X) por

RNz = /Oooe_MT(t)xdt
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e note que || R(A)||zx) < Rc%iﬂ, se Red > Be ||T(t)|zx) < Me. Sejax € X
eh>0

h=YT(h) — )R(\)z = R(A)T(h)]f ’
=h! Ooe”\tHhT(t)x — Ooe AT ()
/h . /OOO ] (3 3)
= pt / AT () + / (M —1) _MT(t):c}
0 0

h—0t

— —x 4+ AR(\)z.

Portanto R(\)xz € D(A) e (A—A)R(A\)x = z, e A\— A é sobrejetivo. Também,
se x € D(A) entao, integrando por partes, R(A\)Ax = AR(A\)z —x = AR(\)x.
Segue que (A — A)R(N)z =2 = R(A\)(A— A)x paratodox € D(A) e A — A é
também um-a-um. Logo (A — A) é uma bijegao de D(A) sobre X com inversa

limitada R(A) e a prova estd completa. ]

Teorema 3.1.4. Sejam {T'(t),t > 0} e {S(t),t > 0} semigrupos fortemente
continuos com geradores infinitesimais A e B repectivamente. Se A = B

entao T'(t) = S(t), t > 0.
Prova: Seja x € D(A) = D(B). Do Teorema segue facilmente que a
funcao s +— T'(t — s)S(s)x é diferencidvel e que

L0t~ 5)S(s)e = ~AT(t — 3)S(s)o+ T(t — 5)BS(s)z

= —T(t—5s)AS(s)x+T(t —s)BS(s)x = 0.
Portanto s — T'(t —s)S(s)z é constante e em particular seus valores em s = 0
e s =t sdo os mesmos, isto é T'(t)x = S(t)z. Isto vale para todo = € D(A)
e como D(A) é denso em X e S(t), T(t) sao limitados, T'(t)z = S(t)x para
todo x € X[
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J Estudar

Definicao 3.1.3. Seja X um espaco de Banach. Diremos que {T'(t) : —oo <

t < oo} C L(X) € um grupo de operadores lineares limitados se
1. T(00)=1
2. T(t+s)=T()T(s), para todo t,s € R
Se, além disso,

3. limyo T (t)x = x, para todo x € X,

diremos que {T(t) : —oo < t < oo} C L(X) € um grupo fortemente

continuo de operadores lineares limitados.

E claro que, se {T'(t) : —oo < t < 0o} C L£(X) é um grupo de operadores
lineares limitados, entdao para cada t € R, 0 € p(T(t)) e T(—t) = T(t)"1.

Exercicio 3.1.1. Seja
X ={u e C(R,K) : u € limitada e uniformemente continua }

com a norma ||u||x = sup |u(z)|. Defina (T'(t)u)(z) = u(t + x) para t > 0,
zeR
reReuelX.

1. Mostre que {T'(t) :t > 0} C L(X) é um semigrupo fortemente continuo

de contracoes,

2. Mostre que podemos definir um grupo fortemente continuo {T'(t) : —oo <

t <oo} C L(X) com T(—t) =T(t)"! para todo t € R.

3. Mostre que {T'(t) : t > 0} C L(X) ndo € um semigrupo uniformemente

continuo,
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4. Calcule o gerador infinitesimal de {T'(t) :t > 0} C L(X),

5. Mostre que podemos definir o mesmo semigrupo em LP(I), 1 < p < oo
e em {u € C(I,K) : u € limitada e uniformemente continua} com as

normas usuais onde I =R ou I = R™T.

O Exemplo a seguir foi extraido de [7, 8] com apenas algumas poucas

adaptacoes estéticas e alguns calculos adicionais.

Exemplo 3.1.2 (Notavel em teoria espectral de semigrupos). Seja X =
LP([0,1],C) com a norma |lul|x = |le”"u()|1r01), 1 < p < 00. Defina a

integral iterada fraciondria de ordem t de uw € X por

(I'u)(x) = ﬁ /Ox(x —s) tu(s)ds, x€0,1], t>0.

Se I' = Ix, entao {I' : t > 0} C L(X) é um semigrupo fortemente continuo
de contragoes cujo gerador A : D(A) C X — X tem espectro vazio, € ilimi-

tado e C > X — (A — A)~! € inteira.

Mostremos primeiramente que ||[I'|zx) < 1, t > 0. Sew € X, entdo

e (I'u)(z) = % /Ox(:c — s) e )5y () ds.

Assim, se p' € tal que ]% + 119 =1, da desigualdade de Holder
—x (7t D 1 ’ o\t —(z—s) 1%4—% —$ g
e (I'u)(x)|P < T (x —s) e e *lu(s)|ds
0

< XOE /0 (z — s)! tem @) P |y (s)|Pds
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e integrando em [0, 1] obtemos, aplicando o Teorema de Fubini, que

/\e (I'n) \Pda:<r(t) // 3 — 8) e Py (5 Pds da
t) // r— ) le T dn e 7P |u(s)|P ds

< / e u(s)|"ds.
0

Logo || I'ul|x < ||ullx, para todo w € X et > 0.

=

‘U\\*a %

Mostremos agora que I'™™ = I'I™ para todo t,7 > 0. De fato,

(1(I7w) () - % [ @ n

/ / (x — )" Hr — s)" tu(s)dsdr
/ / (r —s)" tdru(s)ds
W /O (z — 5)t+7! /0 (1= 0)='671d0u(s)ds

— #{12) /Ox(a: — 8)" 7 y(s)ds
1 ! t+7—1 _ (TtHT
“T(+7) /0 ol =

Jr
Agora vamos tratar de mostrar que I'u =% w em X. Em vista do fato
+
que [[I'|zx) < 1 para todo t > 0, € suficiente mostrar que I'u Ny para u
continuamente diferencidvel e com deriwvada limitada. Note que,

(I'u)(x) -

t

H/\x—s Et-+ DI + |5

/0 |s' = T(t+ 1)||u'(z — s)|ds + ‘F(t—i— D

= F(t—i—l)
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uniformemente para x em subconjuntos compactos de (0,1]. Além disso

2 pe‘”l( u) (@) = u(@)l

(/ s —T(t+1 |ds> sup |u'(s)[P +e "
s€[0,1]

< m( LT+ Da)? Sil[l(.)pl] W' (s)|P 4 e~ (m + 1> lu(0)]P.

.fCt

T(t+1)

1) Ju(0)

Como a funcao do lado direito da ultima desigualdade acima € integrdvel, do

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque, seque que

1 v
| I'u — ul|x = </ e | (I'u)(z) — u(w)|pd9£> =000,
0

Resta apenas mostrar que o(A) = @. Mostraremos este fato provando que
o espectro pontual de A € vazio e que (A\— A)™t é compacto para algum X > 0.
Primeiramente suponha que u € D(A) e que Au = au para alguma o € C.
Entao

d
altu = I'(Au) = al'u, t>0.

e I'u = e®u para todo t > 0 e em particular para t = 1. Assim,

(I'u)(z) = /Ox u(s)ds = e“u(zx).

E, usando a desigualdade de Gronwall, concluimos que uw = 0. Logo o,(A) =

. Além disso, para Re\ >0 ex >0

e (A= A) ) (z) = e ( /0 ety dt) (z)

_ < 1 /JJ _
T YA t—1
=e e N— T — S u(s)ds dt
/O w7 | @
x 00 t—1
=t —(x—s) (x _ 3) dte™*
e Ve ——~——dte "u(s) ds
Iy ) ()

T

I
N
Q)
&5
=
&
—
8
|
V)
>
aQ
I
—~
V)
N—
QL
(V)
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onde

* 1
E(6,\ :/ e Mot
A= T

/ e 'E(H,\) d@' / —9/ —ReAtet—ldt do

1
—ReMt 0 i1
= 0" dt df =
/0 ¢ F(t) /0 Re\

Definimos FE(0,\) = 0 para 0§ < 0. Para um A > 0 fizo, dado € > 0 seja

¢ tal que

Pe um polinomio tal que

/_1 e B0, \) — p(0)|do < e.

1

Defina R. € L(X) por

1
(Reu)(z) = / pe(x — s)u(s)ds = polinémio em x
0

para cada u € X. Como R, tem imagem de dimensao finita, ele € compacto.

Note que
e (A= A) ) (z) — e " (Rew)(x)
= /0 e E(x—s,\) — p(x—s)) e uls) ds

Logo, procedendo como na prova de que ||I'||zx) < 1, obtemos que
1

I(A = A) " u = Reul|x < /1 e'[E(0,\) = p(0)]d0 |lullx < ellullx

Como R, € L(X) é compacto obtemos que (A\—A)~t é compacto e portanto
o((A—=A)"Y) = {0} (jd que o espectro pontual de (A—A)~! em C\{0} € vazio).
Seque que o(A) = @, A € ilimitado e C > X — (A — A)~! € inteira.



114 CAPITULO 3. SEMIGRUPOS E SEUS GERADORES

Exercicio 3.1.2. Seja X = {u : [0,00) = C : e "u(x) € LP([0,00),C)}
com a norma |ullx = [[e™"w(x)||r(0.00)c), 1 < p < 00. Defina a integral
fracionaria de ordem t de u € X por
1 x
(I'u)(z) = —/ (x— ) tu(s)ds, =>0,t>0.
I'(t) Jo
Se I' = Ix, entao {I' : t > 0} C L(X) é um semigrupo fortemente continuo

de contracoes.
1 Estudar
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3.2 Solucoes fracas e fortes

Se {T'(t) : t > 0} é um semigrupo fortemente continuo, A : D(A) C X — X
¢ o seu gerador e xy € D(A), vimos que [0,00) > t +— x(t) :== T(t)xg € X é
continuamente diferenciavel e
z(t) = Axz(t),t > 0, (3.4)
z(0) = x.
No caso em que xy € X nao pertence a D(A), também podemos dar sentido

para x(-) como solugao de (3.4). A seguir definimos solugoes fracas e fortes.
Definicao 3.2.1.

a) Uma funcao x € C([0,0), X)NCL(0,00), X) € dita uma solugao forte
de se x(0) = xo, x(t) € D(A) parat >0 e vale para t > 0.

b) Uma solugao fraca de ¢ uma fungio v € C([0,00),X) tal que
x(0) = z, para todo z* € D(A*), [0,00) > t — (x(t),2*) € K € dife-

rencidvel e

4
dt

O teorema a seguir caracteriza as solugoes fracas e fortes de ((3.4)).

(x(t),z") = (x(t), A"z"), t>0. (3.5)

Teorema 3.2.1.
1. Uma solucao forte de ¢ também uma solucao fraca.
2. Uma fungdo z : [0,00) — X € solugao fraca de se, e somente se,
x(t) =T (t)xg, t>0. (3.6)

Em particular, existe uma unica solucao fraca de . Do Teorema
parte 3., se xyg € D(A) a solugdo fraca de (3.4) é também uma

solucao forte.
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Prova: A afirmativa 1. e a ultima parte da afirmativa 2. sao triviais. Vamos
provar a afirmativa 2. provando que a fungao dada por (3.6) é uma solugao
fraca de (3.4) e que solugoes fracas sao unicas. Defina = : [0,00) — X
por (3.6) e seja z* € D(A*). Para qualquer zyp € D(A) t — (T(t)xo,z*) é

diferenciavel com derivada (T'(t)xg, A*z*) e

(T'(t)xg,z") — (xp,2") = /0 (T'(s)xg, A"z")ds.

Por continuidade a expressao acima vale para todo xy € X. Consequente-
mente, t — (T'(t)xg, x*) é diferenciavel com derivada (T'(t)xy, A*z*) para todo
r € X e z(-) é uma solucao fraca de (3.4)).

A diferenga de duas solugoes de (3.4]) é uma funcao continua u : [0,00) —

X que satisfaz u(0) =0 e %(u(t), *) = (u(t), A*x*), para todo t > 0 e para

t
todo z* € D(A*). Se U(t) = / u(s)ds entao,
0

(u(t), z*) :/O(u(s),A*x*>ds

e (Ut), ) = (U), A).
Note que (T'(t))*D(A*) C D(A*) para t > 0, ja que (Az, (T(t))*z*) =
(T(t)x, A*z*) para z* € D(A*), x € D(A). Logo, para qualquer t* > 0

(Tt — t)%U(t), o) = (T(t — HU(t), A*z")

e L(T(t" — U (t),2") = 0 para 0 < t < ¢
Como U(0) = 0, (U(t*),z*) = 0 para todo z* € D(A*), portanto (do fato
que D(A*) é total - Exercicio [2.3.3) U(t*) =0 e u(s) = 0 para 0 < s < 00.

Fim da Décima Sexta Aula 1
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J Estudar

3.2.1 Semigrupos fracamente continuos

Poder-se-ia imaginar que a classe dos semigrupos fracamente continuos fosse
maior que a classe dos semigrupos fortemente continuos. Surpreendente-
mente, as duas classes sao coincidentes. O objetivo desta secao é apresentar
este resultado surpreendente e dificil (veja [5, Theorem 5.8]).

Além do Principio da Limitacao Uniforme, utilizaremos o o Teorema de

Krein-Smulian (Teorema [B.2.1)) e o Teorema [B.0.1}

Agora estamos prontos para enunciar e demonstrar o resultado principal

desta secao.

Teorema 3.2.2. Um semigrupo {T'(t) : t > 0} em um espaco de Banach X

¢ fortemente continuo se, e somente se, € fracamente continuo; isto €,
R >t (T(t)r,2*) € K
¢ continuo para cada r* € X*.

Prova: Basta mostrar que continuidade fraca implica continuidade forte.
Ainda, por aplicacoes sucessivas do Principio da Limitacao Uniforme con-

cluimos que existe M > 1 e w € R tais que
I7(0) o) < M-

Com isto, é suficiente mostrar que o subespago vetorial £ = {zr € X :
+
T (t)x — x| x =0 0} é denso em X na topologia forte.

Para cadar > 0 e x € X, definimos 7" € X** por

1 r
(", 2)") x xom = ;/ (T'(s)x,x")x x-ds, para cada z* € X~
0
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Por outro lado, o conjunto
F.. ={T(s)x:s€0,r]},

¢ aimagem de [0, ] pela aplicagao continua [0,7] 3 t — T'(t)x € (X, 7(X, X¥)),
onde 7(X, X*) denota a topologia fraca em X. Segue que F;, é um subcon-

junto compacto de (X, 7(X, X*).

Do Teorema [B.2.1] ¢0F,, é compacto na topologia fraca. Seja {P,},
P,:ty <ty < - <tn,, 7" € [tic,ti], 1 < i < Np,, uma seqiiéncia de
partigdes e marcas do intervalo [0,7] com malhas ||P,|| = max{t; — t;_1 :

igz’San}vH—OfOtalque

1 r
lim (x,, ") x x+ = —/ (T'(s)x,z") x x-ds, para cada 2" € X",
" Jo

n—oo

Np,

onde (ry, %) x x+ = (Z@T(ﬂ”)x, x*) x x+ segue que existe z, € COF, , tal
i=1

que (., 2*) x x» = limy, oo (Tpn, 2%) x x» = (2%, 2) x+ x-- para todo z* € X*.

Ainda x7* = Jz,

1 r
(Tp, 2") x x+ = —/ (I'(s)x,x")x x+ds, para todo z* € X™.
™ Jo

E claro que o conjunto D = {z,:r >0, € X} é fracamente denso em
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X. Por outro lado, se x, € D

|T(t)x, —2llx = sup  [(x, T(t)"2") x x — (¥, 27) x x
[|z*[| x+ <1
1 " * % 1 ' *
= sup |— | (T(s)x,T(t)"z")x x+ds —— | (T(s)x,x")x x~ds
z* || x+<1 1T Jo rJo
1 t+r 1 r
— sup —/ <T(S).’L’,ZC*>X,X*CZS——/ <T(S)$,$*>X’X*d8
|| xx<1 1T Jt rJo
1 t+r 1
< sup —/ (T'(s)z,x")x x+ds| + sup
2% |5« <1 [T S 2% ||+ <1 [T
2t 0+
< Zlallx sup | T(s)zllx = 0.
r tel0,r]

- /O 2T(s)x, o)y x-ds
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Logo D C E e FE ¢ fracamente denso em X. Como F ¢é um subespaco

de X, segue que E é denso em X com a topologia forte. Isto completa a

demonstragao.]

Vamos dar uma prova mais elementar para o caso em que X é um espaco

de Banach separavel. Em lugar de aplicar o Teorema

vamos utilizar o o Lema B.2.1]

B.2.1

(Krein-Smulian),

A parte final da prova do Teorema pode ser modificada, no caso em

que X é separavel, da seguinte forma: Em lugar de utilizar o Teorema [B.2.1]

observamos que, se (z,x})x x+ — (v,2%)x x+ para todo = € X, entdao do

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

1 r s 1 r
(2, 277) = = / (T(s)a, 27)ds "= & / (T(s)e, %)ds = (", )
0 0

r

Segue do Lema que ¥ = Jzx, e

r

1
r

.
(xp, ") x x+ = —/ (T'(s)x,z")x x+ds, para todo z* € X"
0

O restante da prova segue de forma idéntica. ]

1 Estudar
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Inicio da Décima Sétima Aula |

Exercicio 3.2.1. Seja A : D(A) C X — X um operador fechado, densa-
mente definido e com 1 € p(A). Defina em D(A) a norma ||z|1 = ||z||x +
|Azx||x. Mostre que

1. DA% = X

2. Y :=(D(A),]| - 1) € um espago de Banach.

3. D(A?) =Y (Sugestao: tome D(A) > f, — Az € X, z, = (I —

) N2 — f,) e mostre que x,, — v e Az, — Ax).

N

3.3 O Teorema de Hille-Yosida

Teorema 3.3.1 (Hille-Yosida). Suponha que A : D(A) C X — X ¢é um

operador linear. Entao os fatos sequintes sao equivalentes

(i) A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo {T'(t),t >
0} C L(X) tal que

IT(0)]| ) < €, VE>0;

(ii) A é um operador linear fechado, densamente definido cujo conjunto re-

solvente contém (w,o0) e

B 1
I = A)Hzx) < T A

Prova: (i) = (ii) é provado no Teorema [3.1.3 parte 3., em particular

> 1
H(A—A)lxl\xé/o e MT (1)l xdt < s—]lllx

— W

se \ > w.
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Note que T'(t)e " = T(t) é um semigrupo com ||T(t)||zx) < 1 (chamado
semigrupo de contragoes) e o gerador de T (t) é A —w logo é suficiente tratar

o caso w = 0. Suponha que (ii) vale com w = 0. Para A > 0
IMA=A) Tl <L AA=A) T =T+ AN - 4)™
entdao © € D(A) implica
INA = A) e = aflx = [|(A = A) 7 Azllx < A7 Azllx — 0
quando A — oo e, como A é densamente definido,
MA=A) e =2 (3.7)

para cada r € X. Para cada A > 0, defina Ay = MA(X — A)—l c L(X).
Entao,
[Ax2cx) = MAN = A) o) < 2

esexr € D(A), Axv — Ax quando A\ — oo. A, é a Aproximagao de

tAx quando A — oo.

Yosida do operador A. Obtemos T'(t) como o limite de e
Primeiro note que

Ay =N\ — A= My

logo

H e—Atet)\z()\—A)—

1€ ) = l2(x)

< e M IO=A) e < 4

e para qualquer A\, > 0 (e t > 0), desde que A\A, = A, A,

td
/ —(etSA’\et(l_s)A”x)dS
0

tAy,. A, _
|le" Pz — e rx|| x ‘ o

X

1
< / t HetSA*et(l_S)A“(A)\x — Aux)HX ds
0

S tHA,\$ — AﬂZ’HX.
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Portanto para x € D(A), T(t)r = limy_,o e existe uniformemente para
0 <t < ty, qualquer que seja tyg > 0. Assim, [0,00) 5t = T(t)r € X
¢ continuo para t > 0 e limy o+ [|[T(t)z — z||x = 0 e [|[T(t)z]|x < ||z|x.
Podemos definir de forma dnica T'(t) € £L(X) para cada t > 0.

Sex € X, dado € > 0 existem x; € D(A) e d > 0 tais que, ||x1—z||x < €/3
e ||T(t)xy — x1||x < €/3,t €[0,0]. Assim, para todo t € [0, 0],

1Ttz = zlx < 1Tz —2z)llx + [T)r1 — 21l x + 21 = 2f[x <e.

Isto mostra que limy o+ ||T'(t)z — z||x = 0 para todo = € X.

Se # € D(A?), entdo limy_,o Pz = T(t)x e limy_,o e Az = T(t)Ax.
Do fato que A é fechado obtemos que T'(t)x € D(A) e AT (t)x = T(t)Ax.
Segue da parte 3. do Exercicio 3.2.1 que T'(t)x € D(A) sempre que t > 0
e x € D(A). Disto obtemos facilmente que T'(¢)(T'(s)z) = T(t + s)x para
todo z € D(A) e t,s > 0. Da densidade de D(A) em X, obtemos que
Tt)(T(s)x) =T(t+ s)r, paratodo x € X e t,s > 0.

Portanto {7'(t),t > 0} C £(X) é um semigrupo fortemente continuo. Sé
resta provar que A é o seu gerador.

Seja z € D(A?), entao

t

T(t)x —z = lim (eMz —2) = lim [ M Ayads
A—r00 A—=o0

= /OtT(S)Ade.

Tomando limites, a igualdade acima também vale para x € D(A) (isto é feito

usando a parte 3. do Exercicio |3.2.1]).

t
Agora +(T'(t)z —x) = %/0 T(s)Axds — Ax quando t — 0", para qualquer

x € D(A). Portanto o gerador B de T'(t) deve ser uma extensao de A (isto é
D(B) D D(A) e Bx = Az quando = € D(A)). Mas, por hipdtese, 1 € p(A) e,
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do fato que B é o gerador de um semigrupo fortemente continuo de contracoes,
1 € p(B). Logo

X=(UI—-A)D(A) =({—-B)D(A),
entdao (I — B)D(A) = X = (I — B)D(B), D(A) = R((I — B)™) = D(B), e

segue que A = B e a prova estd completa.]

Ambas as condigoes (i) e (ii) dependem da escolha da norma em X.
Daremos uma formulacao independente da norma, mas na pratica devemos

usualmente procurar normas especiais para a qual o Teorema [3.3.1| se aplica.

Lema 3.3.1. Suponha que A é um operador linear cujo conjunto resolvente

contém (0,00) e que satisfaz
[A—=A)gx)y < MA™, n>1, A>0.
Entao existe uma norma |- |x em X tal que

lzllx <lelx < Mlz|x, VoeX

(A= A) 2y <X z|lx, VozeX, A>0.

Prova: Se > 0e |u— Al < p entdo

o

A=A T=N—p+(p—A)"'= Z(/‘ R — AR
k=0

A
I \<1e

A série converge pois

e = A"
1= N (= A ey < M .
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Isto vale, em particular, para 0 < A < p e como esta é uma série de poténcias

() 0= oy

! \d\
S kl(p — AP k-1
— N (=1 _A
kz:;( D AT
entao
= [k
A=A =) p) (e = NP (= A (3.8)
k=p
e0< A<y
o > [k A\ N e
IV A=A) P ey <) (p) (MT) (;) " (= A) |
k=p

Defina [[z(|, = sup,>q lu" (1 — A)"z||x para p > 0, entao [lzflx < [lzfl, <
Mlz||x e para 0 < X\ < p, ||z||x < ||z||, pois, para todo p € N,
o = (k\ (=) F=p A\ P
I =) e < ) < ) (—) (—) 20l = llll,
—p \P H H
onde, na tltima igualdade, utilizamos (3.8) com A = 0. Como A — ||z|[\ é

crescente e limitada superiormente, seja
|#[x = lim [|z[[y = sup ||z}
A—00 A>0
Esta é uma norma em X.

Entao ||z||x < |z|x < M|jz||x epara0 < A < p
(e = A)7PAN = Al x = [AA = A) 7l (n = A) P x
< [P (= A) |y
< [l (p = A) Pl < lzllp < l2lx
entao |A(A — A)lz||, < |z|x e |ANA— A)lz|x < |z|x.

Fim da Décima Sétima Aula 1
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Inicio da Décima Oitava Aula |

Teorema 3.3.2. [Forma Geral do Teorema de Hille- Yosida] Seja A : D(A) C

X — X um operador linear. As sequintes afirmativas sao equivalentes

(1) A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo {T'(t) :
t >0} C L(X) tal que

1Tl ey < Me**, Vit >0

(ii) A € fechado, densamente definido, o conjunto resolvente de A contém

(w,00) €
H()\_A)inllﬁ(X) < M()\_w)in7 V)\>w,n: 172a"' .

Prova: Considerando e “'T'(t) e A — w podemos supor sem perda de gene-
ralidade que w = 0. Suponha (i), da parte 5. do Teorema [3.1.3| qualquer

A > 0 estd no conjunto resolvente de A e
o0
(= Al = / N () xdt
0
e derivando, temos
1 (0]

A—A) Py ==
(A—4) o

e NPT () xdt

logo |[(A — A) P lz||x < ]%/Oooe)‘ttpdt M| z||x = NP IM|z||x para p =
0,1,2,---.

Agora suponha que (ii) vale (com w = 0). Pelo Lema [3.3.1, podemos
escolher uma norma equivalente |- |x para X, tal que ||z||x < |z|x < M||z|x
e|(A—A)"tz|x < A7z|x para A > 0. Portanto o Teoremal3.3.1] (Teorema de
Hille-Yosida) se aplica e A gera um semigrupo fortemente continuo {7'(t),¢ >

0} com |T(t)z|x < |z|x donde conluimos que

IT(®)zllx <[TH)z|x < |olx < Mz]lx.0
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3.4 O Teorema de Lumer-Phillips

Teorema 3.4.1 (Lumer-Phillips). Suponha que A : D(A) C X — X € um

operador linear em um espaco de Banach X .

(i) Se A ¢é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo
de contragoes, entao A é fechado, densamente definido, dissipativo (veja
Defini¢ao[2.7.1) e RIA—A) = X para todo X > 0. De fato, Re (Az, z*) <
0 para todo x* € J(x).

(ii) Se A € dissipativo, D(A) = X e R(A—A) = X para algum Ao > 0, entdo

A € o gerador de um semigrupo fortemente continuo de contracoes.

Prova: (i) Do Teorema de Hille-Yosida, se A gera um semigrupo fortemente
continuo {7'(t),t > 0} com ||T(t)||z(x) < 1 para todo t > 0, entdo R(A—A) =
X para todo A > 0 e para qualquer z € X, x* € J(z), t > 0,

(T(t)z,2)| < [l 1T zlx < %

X*

entao,

Re (T8 ) = 2 {Re (T@)e.a") ~ ol } <0

Portanto se x € D(A), Re (Az, z*) < 0.

(ii) Do Teorema [2.7.1] todas as hipéteses do Teorema [3.3.1] (Teorema de
Hille-Yosida) (ii) estao verificadas e a prova esta completa.]

O seguinte resultado é uma conseqiiéncia imediata do Corolario e do
Teorema [3.4.1] (Teorema de Lumer-Phillips).

Corolario 3.4.1. Seja A um operador linear fechado e densamente definido.
Se ambos A e A* sao dissipativos, entdo A € o gerador infinitesimal de um

semaigrupo fortemente continuo de contragoes em X.
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Teorema 3.4.2. Seja A um operador dissipativo em X

(a) Se R(Ag — A) = X para algum Ao > 0 entdo, R(A — A) = X para todo
A > 0.

(b) Se A € fechdvel entdo o seu fecho A é também dissipativo.

(c) Se D(A) = X entao, A € fechdavel.

Prova: A afirmativa (a) foi provada no Teorema (Teorema de Lumer).
Para provar (b) seja z € D(A), f = Az. Entdo existe uma sequéncia {x,} C
D(A) tal que z, — x e Ax, — f = Az. Do Lema segue que ||Ax, —

Azy|lx > M|zn||x, para A > 0 e fazendo n — oo temos
Az — Ax||x > M|z|lx, X>0. (3.9)

Como ([3.9)) vale para todo z € D(A), A é dissipativo pelo Lema . Para
provar (c) suponha que A nao é fechavel. Entao existe uma sequéncia {x,} C
D(A), z, — 0 e Az, — f com | f||x = 1. Do Lema [2.7.1] segue que para
todot>0ex e D(A)

(x4t ) — tA(x +t7 2 |lx > ||z +t 2, x.

Fazendo n — oo e entao t — 0 resulta ||z — f||x > ||x||x para todo x € D(A).
Mas isto estd em contradi¢do com o fato de D(A) ser denso em X. Segue

que A é fechavel.

Teorema 3.4.3. Seja A dissipativo com R(I — A) = X. Se X € reflexivo
entao D(A) = X.

Prova: Seja z* € X* tal que (x,z*) = 0 para todo x € D(A). Mostraremos
que z* = 0. Como R(I — A) = X é suficiente mostrar que (x — Az, x*) =0
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para todo x € D(A) o que é equivalente a (Az,z*) = 0 para todo = €
D(A). Seja x € D(A) entdo, pelo Teorema [3.4.2 parte (a), existe um
tal que z = w, — (1/n)Az,. Como Az, = n(z, —z) € D(A), x, € D(A?)
e Ar = Az, — (1/n)A%z, ou (I — (1/n)A)Ax, = Az. Do Lema segue
que [[ Az |lx < [Asllx. Assim, [lz, — ollx < ()l Azallx < (1/n)|Az]x
e x, % 2. Como X 6 reflexivo, existe uma subsequéncia Az, de Az, tal
que Az, — f quando k — co. Segue do fato que A é fechado que f = Az,
Finalmente, como (y,z*) = 0 para todo y € D(A), temos

(Axy, , ) = ng{x,, —x, %) =0, (3.10)

Fazendo nj — oo em (3.10) temos (Ax,z*) = 0. Isto vale para x € D(A) e
portanto z* =0 e D(A) = X

Exemplo 3.4.1. Seja H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um
operador auto-adjunto (consequentemente, A é fechado e densamente defi-
nido). Suponha que A seja limitado superiormente; isto €, que exista uma
constante a € R tal que (Au,u) < al{u,u). Entdo C\(—o0,a] C p(A), e existe

uma constante M > 1 dependendo somente de ¢ tal que

M
[A—al’
para todo A € ¥, = {\ € C: Jarg(A — a)| < ¢}, p < 7m. Seque que A € o

I =) Mg <

gerador de um semigrupo fortemente continuo {T(t) : t > 0} satisfazendo
1T oy < e

Na verdade {T'(t) : t > 0} é um semigrupo analitico como mostraremos

posteriormente.

Prova: Note que A —al = A* — al sao dissipativos e portanto, do Corolario

3.4.1, A — al gera um semigrupo fortemente continuo de contragoes. Do
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Exemplo [2.7.1], segue que

1 < 1 1
d()\a <—OO,CL]) N SiIlSDP\—CL"

A= A) Mg < Ve,

e o resultado segue.]

Fim da Décima Oitava Aula 1



130 CAPITULO 3. SEMIGRUPOS E SEUS GERADORES

J Estudar

Exemplo 3.4.2 (Operadores Diferenciais de Primeira Ordem). Seja a :
[0,00) = (0,00) uma fun¢ao continua tal que
* ]- T—00
/ ——ds =5 .
o a(s)
Seja X = {u € C([0,00),K) : u(0) =0 e u(z) == 0} com a norma ||ul|x =
sup{|u(z)| : x € [0,00)} e defina A: D(A) C X — X por
D(A) ={u e X : u é diferencidvel e au' € X}
Au=—au', ue D(A).

E fécil ver que D(A) € denso em X. Vamos mostrar que A gera um
semigrupo fortemente continuo de contracoes em X wutilizando o Teorema de
Lumer-Phillips.

Mostremos que A € dissipativo. Seja A > 0, u € D(A) e f = (A — A)u.
Vamos lidar apenas com o caso em que u e f tomam valores em R, o caso
complezxo seque do caso real tomando partes real e imaginaria.

Seja £ € (0,00) tal que u(§) = £||u||x. Assim u'(§) =0 e

Alullx = Alu(€)] = [Mu(&) + a(©u' ()| = [F (O] < [Ifllx = (A — A)ul|x,

mostrando que A € dissipativo.
Resta mostrar que R(\ — A) = X para algum A > 0; ou seja, que dado
f e X existeuw € X tal que

Mu(z) + a(z)u'(z) = f(z), V€ (0,00),
u(0) =0, u(x)=30.

Multiplicando-se pelo fator integrante Mo s equacao torna-se

d v 1 g T v 1 g
= (u(x)e s o) :% Mty g e (0, 00).
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Agora, integrando entre 0 e x e usando que u(0) = 0 resulta que

u(z) = ) ﬁeﬂf; e,
o a(§)
Se pudermos mostrar que esta funcao satisfaz u(x) X0 teremos mostrado
que R(\ — A) = X. De fato, ji sabemos que a fun¢do u definida acima é
continuamente diferencidvel e como au' = f — Au obtemos que au’ € X e
portanto u € D(A).
Dado € > 0 seja x> 0 tal que |f(§)| < Ae, para todo & > x.. Se x > x,

_ [T g s g a g dyas [T IO g s
)= [ e a2 it *fxe G

Agora, se i
o a(é)
obtemos
X
u(z)| < Be e M 4 >\€/ L w b g
v a(
e, como
‘ v o aleydé
/\/ —1 e‘”& ﬁdsdg — )\/ © P s 1,
Te a(g) 0
limsup |u(x)| < e. Desde que € > 0 é arbitrdrio obtemos que lim u(z) = 0.
T—00 2300

Seja {T(t) : t > 0} o semigrupo de contragoes gerado por A. Se ¢ € D(A)
temos que u(t,z) = (T'(t)o)(x), t,x > 0, satisfaz o sequinte problema de valor
wacial e fronteira
)=0, t,x>0
r—

oo

u(t,0) =0, wu(t,z) — 0,
u(0,2) = ¢(x).
Exemplo 3.4.3 (O Operador de Laplace). Seja Q um aberto limitado de R™.

w(t, z) + a(x)u(t, ©
)

Denote por C2(Q,C) o espago das fungoes u : Q@ — C que sdo de classe C* e



132 CAPITULO 3. SEMIGRUPOS E SEUS GERADORES

tais que ujpg = 0. Se 1 < p < o0, defina Ay : D(Ay) C LP(Q,C) — LP(Q,C)
onde D(Ap) = CZ(Q,C) e Aju = Au= Y1 | Uy, sSe u € D(Ap).
Se ||ul|r,c) = 1, defina &, : LP(Q2,C) — C por

(€t i= [ aluods, woe R.0)
Q

Entdo, &, € um funcional linear continuo com a propriedade que ||, ||z @,c) =
|ullr.c) = &ul(u) = 1. Como LP(£2,C) € uniformemente convexo, seque se
este € o unico funcional com essas propriedades. Vamos usar esses funcionais
para mostrar que Aqy € dissipativo e para calcular W(Ag) (veja (2.16)).

Primeiramente considere o caso p > 2,

/ﬂ]u]p_Q Audr = —/ J dx
0 0

J = |[ufP"*Vu - Va+ aVu - Vi|u|f 2
= ]u]p_QVu -Vu+ (p— 2)\u\p_4ﬂVu NulV|u|

onde

Agora, se u = uy + ius,

[u|*Vu - Vi = aVu - uVi = (Re(aVu))? + (Im(aVu))?
uVu = uyVuy + usVus + i(u1 Vug — usVuy )
[u|V]u| = u1Vug + uaVuy = Re(aVu)

e assim,
J = lul"~*{(p — 1)(ReuVu)* + ImaVu)® +i(p — 2)(ReuVu) - ImuaVu)} .
Logo,

mJ| _ |p—2

ReJ = 2v/p—1
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e a imagem numérica W(Ay) de Ay satisfaz
p = 2|
24/p—1
Por outro lado, se A >0, e u € D(Ay) com ||ul|zrac) = 1,
Re (/ a|ulP*(Au — Au)da:) =+ / ReJ dx > A
0 0

e, da desigualdade de Holder,

| Au — Aul|p,c) > Re (/ a|ulP (A — Au)dm) :
0

Segue que, para todo u € D(Ay),

W(AO)C{)\E(C:Re)\SO, Re)\+\1m)\|§0}

[ Au — Aul|zra.c) = M|l r@,c)

mostrando que Aqy € dissipativo.

No caso 1 < p < 2, devemos ser mais cutdadosos ao aplicarmos o Teorema
da Divergéncia, visto que tlul|P~? deiza de ser de classe C, nos pontos onde u
se anula. Em principio suponhamos u de classe C*°. Neste caso a aplicacao

2 € também de classe C™, e portanto, pelo Teorema de Samﬂ,

%

r — |u(z)

quase todo € > 0 € valor reqular de |u(-)|”, e dessa forma

Q. ={zcQ: |u(x)]? > €}

possut fronteira suave. Podemos agora aplicar o Teorema da Divergéncia em

Q., obtendo

- /Q (Agu())i(a) [u(z) P2z = /(9 § \u(:c)]p_Qﬂ(:c)ag—(f)da— /Q Jdx

€ €

1Seja f : R™ — RP uma aplicacio suficientemente regular. Dizemos que y € RP é um valor regular para a
aplicacdo f, se f’(z) for um operador linear sobrejetor sempre que x € f~!({y}). Dessa forma, y € R? é um
valor regular para f se, ou f~'({y}) = @ ou f~1({y}) é uma subvariedade suave de R" de codimenséo p.
Dizemos que y € RP é um valor singular de f se ndo for regular. Nestas condi¢oes temos o seguinte Teorema
Teorema(Sard). Se f : R™ — RP for uma aplicagdo suficientemente regular, entdo o conjunto dos valores

singulares de f tem medida nula em RP.
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onde v representa a normal unitdria exterior a 0S)..
Como visto acima,

[mJ| _ |p— 2|

ReJ — 2yp—1

Além disso, como V(|ul?) = 2|u|V|u| é normal & superficie de nivel e,

ReJ >0 e

lu(x)]* > € em Q, e Ju(x)]* = € em 0, vemos que v(z) = —n(x)V|u|(z),
onde n(x) >0 em 0Q. E dessa forma,

_Ju ~ O|ul
—_— | = . = — < 0.
Re <u(91/> Re (uVu - v) = |u] 5, = 0

Assim, para u € C*(2) N D(Ay),

Re ( /Q E(Aou)(x)ﬂ(x)\u(x)|p2dx> <0,

para quase todo € > 0. Fazendo ¢ — 07 através dos valores requlares de

lu(-)|?, obtemos

Re ( /Q (Aou)(x)a(x)\u(x)|p2dx> <0,

Agora, tomando-se limites na topologia C?, seque que Ay é um operador

dissipativo e densamente definido em LP(2), para 1 < p < 2.

Como D(Agy) € denso em LP(Q),C) temos do Teorema que Ay €
fechdvel. Se A, denota o fecho de Ay, temos que:

o A, € dissipativo e

o W(A) C W(Ay) C {)\ € C:ReA <0, 22 ReA+ [Im )| < o}.

Além disso, se R(N—A,) = LP(§2, C) para algum X\ > 0 (p(A,)N(0,00) # @),
e do Teorema A, gera um semigrupo fortemente continuo de con-

tracoes e,
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o do Teorema|2.7.9, 0(A,) C {)x € C:Re) <0, 2'3;2%1 Re A+ |Im A| < 0}

e —A, € setorial e portanto gera um semigrupo analitico.

Para mostrar que R(A—A,) = LP(Q2, C) para algum X > 0 observamos que,

o Teorema 9.25 em [3] garante que, se 9 € de classe C™2 com m > %, toda

fungao C™(QY) esta em R(I — A,), qualquer que seja p > 1. Como C™(Q2) €
denso em LP(Q2) e R(A — Ap) € fechado, seque que R(A — A,) = LP(Q, C).

Do Teorema o operador A, € o gerador de um semigrupo fortemente
continuo de contragoes em LP(Q,C). Além disso —A, € setorial e portanto

gera um semigrupo analitico.

Uma outra maneira de obter que R(A—A,) = LP(Q2, C) € utilizar o sequinte

resultado

Teorema 3.4.4. Para 1 < p < oo D(A,) = W22(Q,C) N Wol’p(Q,C) e se
p = 1%, o operador Ay : D(A,) C LY (9,C) — LY (Q,C) € o adjunto do

operador Ay, : D(A,) C LP(Q,C) — L*(£2,C).

Prova: Para ver que D(A,) = W*P(Q,C) N W,"(Q,C) ¢ suficiente mostrar
que, dado u € W2P(Q, C)NW,"(Q,C), existe uma seqiiéncia {u,} em C3()
tal que u, == u e Au, == Au fracamente em LP(92,C) (a prova deste fato é
deizada como exercicio para o leitor). O restante da prova seque facilmente.

Do Coroldrio[2.7.1) e do Teorema[3.4.1), o operador A, é o gerador de um
semigrupo fortemente continuo de contragoes em LP(Q,C). Além disso, do

Teorema (2.7.4, 0(A,) C {)\ € C:Re)+ 2|pvf;|1 Im A| < O} e —A, € setorial

e portanto gera um semigrupo analitico

Se {T'(t) : t > 0} € o semigrupo gerado por A, e ¢ € D(Ay), entao
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u(t,x) = (T(t)p)(x), t >0 ex € Q, satisfaz

w(t,z) = Au(t,z), t>0,x€Q
u(t,z) =0, z € 09, (3.11)
u(0,2) = o(z) x €.

Mais geralmente, se ¢ € LP(Q),
d
E/u(t,a:)w(a:)dx = / u(t, r)AY(x)dr, t>0,9 € D(A)).
0
Mais adiante veremos que {T'(t) : t > 0} € um semigrupo analitico e que,
se ¢ € LP(QY), entdo u(t,x) também satisfaz (3.11)).

Exercicio 3.4.1. Mostre que o operador Ay : D(A) C L*(Q) — L*(Q), com
D(As) = H*(Q) N HL(Q), do Exemplo é um operador auto-adjunto tal
que (Azu,u)r2) < 0 para todo u € D(Ay).

Exemplo 3.4.4 (O Operador da Onda). Seja Q@ C R" um conjunto aberto e
limitado de R". Defina

Cs: D(C5) C Hy(Q) x L*(Q) — Hy(Q) x L*(Q)

onde D(Cs) = H*(Q) N HY(Q) x HH Q) e

o[-0

Se dotamos Hj(Q) do produto interno (u,v) i) = /Vu Vv e HH Q) x
0
L3(Q) do produto interno

U u
<[ ] | [ ']> = {u, W) ) + (0, V) 12(0);
U1 LI myoyxrea)

0 I
A —BI

v
Au — pu
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u] € D(Cp)

()

u u u
R S IR ) U myeyxrzo)

e[(v, u) i) + (Au — Bv,v) 12(q)]

entao para todo [

= —Bllol720) <0

e Cy € dissipativo. E facil ver que C} € dado por D(C5) = D(Cp),

0 —I| |u|
—A =Bl |v '
e que Cj € dissipativo.

Se Ay : D(A) C L*(Q) — L*(Q) € dado por, D(Ay) = H*(Q2) N HH(Q) e
Asu = Au para u € D(Ay), temos que 0 € p(Cg), pois

—v

—Au — fv

cil| =

()

“] e D(C)

u
(%

] , para todo

BAY AT

c7l =
B I 0

Seque do Teorema de Lumer-Philips (Teoremam) que Cg € o gerador de

um semigrupo fortemente continuo de contragoes.

Ug

Se {T'(t)s:t >0} é o semigrupo gerado por Cp e € D(Cjp), entdo

u(t, x)
= | T(t
[v(t, x)] < (t)s

Vo

U

])(m), t>0ex e,

Yo
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satisfaz

up(t, ) + Bu(t, x) = Au(t,z), t>0, x €
u(t,x) =0, x € I,

(3.12)
u(0,z) = ug(x) €

u(0,2) = vo(z) x € Q.

Para 8 > 0 a equagao (3.12) € conhecida como equagdo da onda amor-
tecida (simplesmente equacao da onda se = 0). Mais adiante veremos
que a equacao da onda define um grupo fortemente continuo de operadores

unitdarios.

Exercicio 3.4.2. Mostre que a equacao da onda define um grupo de opera-

dores lineares limitados.

Exercicio 3.4.3. Mostre que o semigrupo fortemente continuo gerado pelo
operador da onda decai exponencialmente quando t tende a +00.
Sugestao: Troque a norma do espacgo adicionando ao quadrado da norma um

pardametro pequeno vezes o produto escalar em L*(2) das duas coordenadas.

Exemplo 3.4.5 (O Operador de Stokes). A seguir consideramos o operador
de Stokes que surge no contexto das equacgoes de Navier-Stokes. Seja 0 um
subconjunto limitado e com fronteira suave em RN, N = 2,3 e considere as
funcoes u : Q — RN que sdo continuamente diferencidveis, divu = 0, e cuja
componente normal a fronteira de € u, se anula. Entao, para cada funcao

continuamente diferencidvel ¢ : 0 — R

/Qu-qu:O.
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Por outro lado, se um campo vetorial suave u € ortogonal a todos os gradien-
tes, devemos ter que divu =0 em Q e u, =0 em 02. De fato, se ¢ : 2 — R

¢ continuamente diferencidvel, entao

/Qdivu¢: 8Q¢un—/§2u-v¢.

Tomando ¢ com suporte compacto, seque que divu = 0 em 2 e consequente-

mente, para toda ¢ : {2 — R continuamente diferencidvel

(bun:/u-w:o,
o0 QO

o que implica u, =0 em 0.
Seja H = L*(Q,RY), H, o fecho em L*(Q,RY) de

{Vo:9eC(QR)}
e H, o fecho de L*(Q,RY) de
{ue CHQRY) :divu =0 em Q eu, =0 em 0Q}.

Claramente H,; e H, sao subespacos fechados e ortogonais de H e, além disso,
H = H,® H,. Para provar isto, € suficiente provar que toda funcao suave
u: Q= RN que se anula prozimo a 02, pode ser escrita na formau = v+Vo
comv e H, e Vo € H;. Seja ¢ uma solugao de
0 _
on

que existe pois divu € ortogonal as funcoes constantes. Entao, ¢ € suave e

Ap=divu em (, e u, =0 em 0,

v=u— V¢ € suave, diveo =0 em Q e v, =0 em 0.
Seja P a projecao de ‘Leray’; isto €, a projecao ortogonal em H sobre H,,.

O operador de Stokes € o operador A : D(A) C H, — H, definido por

D(A) = {u e H*Q,RY) :divu =0 e u = 0 em 0Q}
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Au = PAu para todo u € D(A).

Como P € auto-adjunto (pois € ortogonal), para u,v € D(A) temos que

Pu=u, Pv=w,e

(Au,v>:/PAu-v:/Au-v:/u-Av:/u-PAv:(u,Av>
0 0 0 Q

e, para algum X\ > 0,
(Au, u) /|Vu\2 < )\/ |ul|?.

Portanto, A € simétrico e limitado superiormente. Agora provamos que A é
sobrejetor, e do Teorema [2.5.1] temos que A € auto-adjunto.

Como R(A) € fechada e A € injetor, € suficiente mostrar que R(A) € densa;
isto €, dado f € C(Q,RY), existe u € H*(Q,RY) e p € HY(Q) tal que

—Au+ Vp=f em(Q,
divu =0 em €2,
u =0 em O0f2.

FEste problema de Stokes é um sistema fortemente elipico, no sentido de [1|
e portanto resoluvel. Isto mostra que A € auto-adjunto, positivo e tem resol-
vente compacto. Consequentemente A gera uwm semigrupo fortemente contino
de contracoes.

Veremos mais tarde que A gera um semigrupo analitico.

Estudar 1
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Inicio da Décima Nona Aula |

3.5 Foérmulas exponenciais

Teorema 3.5.1. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo fortemente continuo em
X. Se

T(h)r —
Ay = Tz =2
h
entao para todo x € X temos
T(t)x = hli)r(r)l+ etAh) g (3.13)

e o limite € uniforme em t em qualquer intervalo limitado de [0, 00).

Prova: Seja ||T(t)||zx) < Me*" com w > 0 e seja A o gerador infinitesimal
de {T'(t) : t > 0}. Como para todo h > 0 A(h) é limitado o semigrupo e’ 4"
estd bem definido. Além disso A(h) e T'(t) comutam, logo o mesmo ocorre

com e' 4" e T(t). Ainda

HetA(h>H£( < e—ﬁhZ( ) I7°( hk)”ﬁ S Met(e"=1)

Portanto, para 0 < h < 1 temos

HetAh)H X SMetwe‘”.

E facil ver que para z € D(A), e 940 T(s)z 6 diferencidvel em s e que

d

— (e<ts>A<h>T(s)x) = —A(h)e= AT (5)z + =AM AT (5)z
S

— AT (5)(Ax — A(h)z).
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Consequentemente, para 0 < h <1 e x € D(A) temos

t
d
= | elt=9)A(n)

/0 7 (e T(S)x) ds

t
< / 140 oo I T(8) e dsll Az — A(h)zl|x

< tM?e )| Az — A(h)z|| x.

1T () — AP, = ‘

L(X)

Fazendo h — 0% obtemos (3.13) para x € D(A). Como ambos [e' A" x)

e || T(t)] z(x) sao uniformemente limitados em um intervalo finito de tempo e

como D(A) é denso em X obtemos que (3.13]) vale para todo x € X.

Exemplo 3.5.1. Seja X = LUC(R) o espago das fungoes limitadas e unifo-

memente continuas em R. Seja
(TO)f)(@) = f@+1), zERE>0,

Entao {T(t) : t > 0} € um semigrupo fortemente continuo de contragdes em

X. Seu gerador infinitesimal tem dominio
DA ={feX:feX}

e em D(A), Af = f'. Para este semigrupo temos

(A ) = LETN IO (),

E facil verificar que

k

m

k
(AR f)() = o S (-1 ( ) flw+mh) = (ALf)().

Usando o Teorema obtemos
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O limite acima existe uniformemente para x € R et em intervalos limitados
de [0,00). A formula acima € uma generaliza¢ao do Teorema de Taylor para

funcoes que sao somente continuas. Note que se f tem k derivadas continuas
entdo limy,_,o+ (AF f)(z) = f¥)(2).

Teorema 3.5.2 (O Segundo Limite Fundamental). Seja {T'(t) : t > 0} um
semagrupo fortemente continuo em X. Se A € o seu gerador infinitesimal,

entao

-n _11n
T(t)x = lim <I — EA) r = lim [E (E — A) ] r, VeelX
n t

n—00 n—00 t

e 0s limites sao uniformes para t em intervalos limitados de R™.

Prova: Suponha que ||T(t)||zx) < Me*". Vimos que para ReX > w, (A —

A)~! ¢ analitica em A e
A=Atz = / e T (s)rds, =€ X.
0

Derivando n vezes em A, substituindo s = vt e tomando A = n/t encontramos

((% — A)_1> Y (—1)me+! /O " (oe ) T (0.

Mas
(A=A = (=1ni(r— 4!

e portanto

Notando que

obtemos

[? (5 - A>_TH r—T(t)x = ”7: /O T (we VT (to)e - T(t)a) dv. (3.14)
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Dado € > 0 escolhemos 0 < a < 1 < b < oo tal que t € [0,ty] implica
|T(tv)r — T(t)x|sx) <€, a<v<b

Entao quebramos a integral em quatro integrais I, I, I3, Iy nos intervalos
[0,a], [a,b], [b,c] e [c,00) respectivamente onde ¢ > b é tal que ve ™ <

min{e 4, e /%) para todo v > ¢. Logo

1o < / IT (k) — T(t)allecx)
o, < e / (0o < e,
llow < o ey / IT(t0)e — T(t)) | £ o
th\m—”m / (=2 2| (T (to)x — T(E)w)do]l £x)

Aqui usamos o fato que ve™ > 0 é nao decrescente para 0 < v < 1 e
nao crescente para v > 1. Como além disso ve™ < e ! para v # 1,
1 11]|2x)s |1 13]| £(x) — O uniformemente para ¢ € [0,%5] quando n — oco. Esco-
lhendo n suficientemente grande em I, vemos que a integral na estimativa
de Iy, converge e que ||I4||zx) — O uniformemente para t € [0,ty] quando

n — oo. Consequentemente

[? (- a) _1} T

e como € > 0 é arbitrario temos

lim sup
n—o0

L(X)

Ainda

e o resultado segue.]
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3.6 Pseudo-resolventes

Seja A um operdor fechado e densamente definido em X. Se i e A estao em

p(A), entao temos
A=A = (=A== NA=A) " (p—-A)""
Motivado por isto definimos

Definicao 3.6.1. Seja A um subconjunto do plano complero. Uma familia

J(N), A € A, de operadores lineares limitados em X satisfazendo
JA) = J(p) = (p=2)JN)J (1), ApeA (3.15)
¢ chamado um pseudo-resolvente em A.

O objetivo final desta secao é determinar condicoes sob as quais existe um

operador fechado e densamente definido A tal que J(\) é o resolvente de A.

Lema 3.6.1. Seja A um subconjunto de C. Se J(\) € pseudo-resolvente em
A entao, J(N)J () = J(u)J(N). O niicleo N(J(N)) e a imagem R(J(X)) sdo
independentes de A € A. N(J(X)) é um subespaco fechado de X.

Prova: E evidente de (3.15) que J(\) e J(u) comutam para \, € A e que
N(J(N)) é fechado. Reescrevendo (3.15) na forma

JA) = J( + (= A)J(N)]

é claro que R(J(u)) D R(J(N)) e por simetria temos a igualdade. Semelhan-
temente N(J(N)) = N(J(u)).

Fim da Décima Nona Aula 1
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Teorema 3.6.1. Seja A um subconjunto de C e seja J(N) pseudo-resolvente

em A. Entdo, J()\) € o resolvente de um operador linear fechado densamente
definido se, e somente se, N(J(\)) ={0} e R(J(\)) € denso em X .

Prova: Claramente se J(\) é o resolvente de um operador fechado e densa-
mente definido A, temos N(J(A)) = {0} e R(J(A)) = D(A) é denso em
X. Suponha agora que N(J(\)) = {0} e R(J(\)) é denso em X. De
N(J(N)) = {0} segue que J(A) é um-a-um. Seja Ao € A e defina

A= Xl —J(X\) .

O operador A assim definido é claramente linear, fechado e D(A) = R(J(\g))

é denso em X. Da definicao de A é claro que
(Nl — A)J(No)x = J(Ng) (Nl — A)z =z, Va e D(A)
e portanto J(A\g) = (Aol — A)7L. Se A € A entao

(M —A)JA) = (A=) + (Mol — A))J(N)
= (A =20)1 + (Aod = A))J (X)L = (A = Ao)J (A)]
=T+ (A=) (A) = J(A) = (A= A0)J(A0) J(N)]
=1
e semelhantemente J(A\)(Al — A)x = z para todo x € D(A). Portanto
J(A) = (A — A)7! para todo A € A. Em particular A ¢é independente de
Ao € é unicamente determinado por J(\).

A seguir damos condigoes suficientes para que pseudo-resolventes sejam

resolventes.
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Teorema 3.6.2. Seja A C C ilimitado e seja J(N) um pseudo-resolvente em
A. Se R(J(X)) € denso em X e existe uma sequéncia A, € A com |\,| — o0
2

[And (M)l ey < M (3.16)
para alguma constante M, entio J(\) € o resolvente de um unico operador
fechado e densamente definido.

Prova: De segue que ||.J(A,)||zx) — 0 quando n — oco. Seja pu € A.
De deduzimos que
1A T (M) = DT (W)l ) = 0, = o0,
Portanto, se x € R(J(p)) temos
Ad(An)r — 2, N — 00. (3.17)
Como R(J(u)) é denso em X e A,J(A,) é uniformemente limitada, temos

que (3.17)) vale para todo z € X. Se z € N(J(\)) entao A\,J(A,)z =0 e de
(B.17) deduzimos que x = 0. Portanto N(J(A)) = {0} e, do Teorema [3.6.1],

J(A) é o resolvente de um operador fechado e densamente definido A.

Corolario 3.6.1. Seja A C C ilimitado e J(X) um pseudo-resolvente em A.

Se eziste uma sequéncia A, € A tal que |\,| — o0 quando n — oo e

lim A, J(\)z =2z, VreX (3.18)

n—oo
entao J(\) € o resolvente de um operador (unicamente definido) fechado e

densamente definido A.

Prova: Do Principio da Limitagdo Uniforme e de (3.18]) seque que vale.
Do Lema sabemos que R(J(\)) é independente de A € A e portanto
implica que R(J(A)) é denso em X . Portanto, as condigoes do Teorema
estao satisfeitas e o resultado segue do Teorema [3.6.1)
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3.7 O semigrupo dual e o Teorema de Stone

Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo fortemente continuo em X e seja {T'(t)" :
t > 0} o semigrupo dual. O semigrupo dual nao precisa ser fortemente
continuo em X*. Nesta secao caracterizaremos o subespaco de X* onde o
semigrupo dual é fortemente continuo e utilizaremos este resultado para de-

monstrar o Teorema de Stone.

Definigao 3.7.1. Seja S : D(S) C X — X um operador linear em X e seja
Yy um subespago de X. O operador S definido por D(S) = {x € D(S)NYj :
Sz €Yy} e Sz = Sx para x € D(S) € chamado parte de S em Y.

Teorema 3.7.1. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo fortemente continuo
em X com gerador infinitesimal A e {T(t)* : t > 0} o semigrupo dual. Se
A* € o adjunto de A e X® ¢ o fecho de D(A*) em X*, entdo a restri¢ao
{Tt)®:t>0} de {T(t)" :t >0} a X© é um semigrupo fortemente continuo
em X©. O gerador infinitesimal A® de {T(t)® : t > 0} € a parte de A* em
X®. Além disso,
X9 ={z" € X*: lim T(t)*z* = z*}.
t—0+

Prova: Como A é o gerador infinitesimal de {T'(t) : t > 0}, do Teorema
3.3.2) existem constantes w e M tais que para todo A > w, A € p(A) e

M
A <
0= 4 e € =

n=1,2-
Segue que A € p(A*) e

M
(A —w)™
Seja J(A) a restrigao de (A[* — A*)71 a X®. Segue que

M
)" < —
IO lecxe) < o5 =y

(AL = A") 7| gixe) < n=12"---.
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JA) = J(p) = (p=XJN)J (1), Ap>w
e, procendendo como na prova de (3.17)) (provando o resultado primeiramente
em D(A*) e estendendo a X por passagem ao limite), temos que

lim AJ(\)z* — 2%, Vo' e X©.

A—00

Segue do Corolario que J(A) é o resolvente de um operador fechado
e densamente definido A® em X®. Ainda, A® é o gerador infinitesimal de
um semigrupo fortemente continuo {7'(¢)® : ¢ > 0} em X®. Paraz € X e

© e X% temos

t A\ " t o
<<I—A) x,x®> :<x, (]Q——A®> :1:®> , n=1,223---
" X, X+ " X, X+

)

Fazendo n — oo e usando o Teorema [3.5.2] obtemos
(T(t)z, 27 x x = (2, T()"2) x x-.
Segue que para x® € X, T(t)*z® = T(t)%z% e T(t)® é a restricao de T(t)*
a X©.
Note ainda que, se x* € X* é tal que lim;_,o+ T'(t)*2* = z*, entao

1 [ €
x::—/T()**dth)x
€ Jo

esex € D(A)
1
o, T(h) ! — ) e = ([T e / T(#)wdt, %) x x
0

hﬂ@f()Awdtﬂ = CIT(e)r — o) ") xxe = {Ax, 20w xe
0

€

Segue que z¥ € D(A*) e consequentemente z* € X®. Isto mostra que X© é

exatamente o conjunto dos z* € X* para os quais lim;_,o+ T'(t)* 2" = a*.
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Para concluir a prova temos que mostrar que A® é a parte de A* em X©.
Primeiramente mostremos que, A® C A*. De fato, se x® € D(A®) entao,

para cada z € D(A),

1
(x, A2 x x+ = lim —(x, T(t)2° — 2°) x x+
’ t—0+ ’
1
= lim —(T(t)x — z,2%) x x = (Az,2°) x x-.
t—0t 7 ’

Consequentemente, £ € D(A*) e A*2® = A2, provando a afirmativa.
Seja z* € D(A*) tal que A*x* € X©. E claro que z* € X©. Além disso,
(A\[* — AY)z* € X% e

ot = (N[ — AY)HOF — A%z = (MO — A9) AT — AY)2™,

Portanto z* € D(A) e aplicando AI® — A® em ambos os lados da igualdade
acima temos (AI* — A*)x* = (M® — A9)z* e portanto AYx* = A*z*. Isto
mostra que A” é a parte de A* em X*.[

O seguinte resultado identifica alguns casos em que o semigrupo dual é

fortemente continuo e segue diretamente do Lema e do Teorema 3.7.1]

Corolario 3.7.1. Seja X um espaco de Banach reflexivo e {T'(t) : t > 0}
um semigrupo fortemente continuo em X com gerador infinitesimal A. O
semigrupo dual {T(t)* :t > 0} de {T'(t) : t > 0} € um semigrupo fortemente

continuo em X* cujo gerador infinitestmal € A*.

ES3

Uma vez que a restricao de T'(¢)* ao subespago X® é um semigrupo for-
temente continuo, estamos exatamente na mesma posicao que comegamos.
Em um espaco de Banach X® e com um semigrupo fortemente continuo
{T(t)® : t > 0} gerado pela parte A de A* em X©.

Podemos introduzir o espago X“* e o semigrupo dual T'(¢)“* que é forte-

mente continuo em X := D(A®).
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A dualidade entre os elementos de X e X® pode ser usada para definir
uma imersao j (note que X® é fraco-* denso em X*) de X em X“* com
<$®, j$>X®,X®* = <$, 37®>X,X®-

E claro que

T(t)"jx = j(T(t)z)
e portanto j(X) C XY Sempre que j(X) = X% diremos que X §é
®—reflexivo com respeito ao semigrupo {7°(t) : ¢t > 0}.

Fim da Vigésima Aula 1
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Seja H um espaco de Hilbert. Um operador linear limitado limitado U
em H ¢é unitario se U* = U~'. Recorde que U é unitério se, e somente se,

R(U) = H e U é uma isometria.

Teorema 3.7.2 (Stone). Um operador A € o gerador infinitesimal de um
grupo fortemente continuo de operadores unitarios em um espaco de Hilbert

H se, e somente se, 1A € auto-adjunto.

Prova: Se A é o gerador de um grupo fortemente continuo de operadores
unitarios {U(t) : t € R}, entao A é densamente definido e utilizando o Co-
rolario obtemos, para x € D(A),

R e e
Logo x € D(A*) e —Ax = A*x; ou seja, A C —A*. Procedendo exatamente
da mesma forma, para © € D(A*) obtemos que A D —A*. Logo A = —A* e
(1A)* = iA é auto-adjunto.
Se por outro lado 74 é auto-adjunto, entao A é densamente definido e

A = —A*. Portanto, para todo z € D(A) temos

(Ax,z) = (x, A'z) = —(Az, x)

e Re(Ax,z) = 0 para todo x € D(A), isto é, A é dissipativo. Como A = —A*,
Re(A*z,x) = 0 para todo x € D(A) = D(A*) e também A* é dissipativo.
Logo A e A* sao densamente definidos, fechados, dissipativos e, do Corolario
B.4.1], ambos A e A* = —A sao geradores infinitesimais de semigrupos forte-
mente continuos de contragdes em H. Se {U(t) : t > 0} e {U*(¢) : t > 0} sao
os semigrupos gerados por A e A* respectivamente definimos

U(t), t=>0,

= U*(—t), t<0.
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Entao T'(t) é um grupo. De fato: Como A e —A sdo geradores de semigrupos
fortemente continuos U(t) e U*(t). Se W(t) = U(t)U*(t), entao para = €
D(A) = D(—-4)

W(t+h)e —W(t)z _ U(t+ h)x —U@)|U*(t+ h)x
h h
UU*(t+h) —U*(t)]z
* h
— U(t)[A — AJU*(t)r =0, quando h — 0%,

Portanto, para z € D(A) temos que W (t)x =z, t > 0. Como D(A) é denso
em H e W(t) é limitado temos que W(t) = I. De modo completamente
andlogo obtemos que U*()U(t) = I e U*(t) = (U(t))™}, t > 0. Como
T(t) ™ =T(—t) =T(t)*, segue que T(t) é unitario e,

Tt+s)=Ut+s)U(=s)U(—s)" =U@l)U(—s)"

=T{t)T(s), ses<0<t, t+s>0 e
T(t+s)=T(—t—s)' = (T(-s)T(-t))"
=T(t)T(s), ses<0<t, t+s<0.

Os demais casos s@o imediatos da definicao de T'(t). Consequentemente,
T(t+s) =T(t)T(s) paratodot,s € Re {T'(t): t € R} é um grupo fortemente

continuo de operadores unitarios sobre H e a prova esta completa. ]
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Exemplo 3.7.1. Considere o semigrupo {To(t) : t > 0} do Exemplo [3.4.4)
Note que, neste caso o gerador Cy de {Ty(t) : t > 0} satisfaz Cj = —Cj e
consequentemente, iC' é auto-adjunto. Segque do Teorema de Stone (Teorema
que {Ty(t) : t > 0} se estende a um grupo fortemente continuo de
operadores unitdarios {Tp(t) : t € R}.

Exemplo 3.7.2. Considere o operador iAy : D(Ay) C L*(2) — L?(Q) onde
Ay € 0 operador do Ezxercicio[3.4.1 Como As é auto-adjunto, seque do Teo-
rema de Stone (Teorema que 1Ay gera um grupo fortemente continuo

de operadores unitdrios.

Se {T(t) : t > 0} é o semigrupo gerado por iAy e ¢ € D(Ay), entdo
u(t,x) = (T(t)p)(x), t >0 ex € Q, satisfaz

lut(t,x) = Au(t,z), t>0,2€

i

u(t,z) =0, x €0, (3.19)
u(0,2) = 6x) =€

Mais geralmente, se ¢ € L*(€),

1d

o [ ult x)(@)dr = / u(t, ) Ay (z)de, ¢t > 0,9 € D(Ay).

)
A equacao em (3.19) aparece na literatura associada com a equagao de

Schrodinger.
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3.8 Transformada inversa de Laplace
Vimos no Teorema [3.1.3} 5. que

(A=At = /OOO e MT(t)dt,

se Re)\ é grande. Isto sugere que usando a transformada inversa de Laplace
poderemos encontrar 7'(t), conhecido A. No que se segue perseguiremos este
objetivo.

sint
Lema 3.8.1. (a) / Tdt =

1

s f(t) a s /
b) Se f: R — C € tal que ————— é integravel em R e

f(t)—f(O)'
t

00, entao

> in Nt
/ f(t)smt dt — f(0) quando N — +oc.
s m

Prova: (a) Note que, se ¢ é a curva no plano complexo dada pela figura

abaixo,

Im

N .
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Figure 3

integrando a fungao analitica C\{0} 3 z + ¢”* € C ao longo de o, temos

T et Reit o i0 T e
0:/ —dt+/ —dt—l—z’/ el de+z'/ e e dp.
gt ot - 0

sent
O resultado agora segue notando que T é par, fazendor — 0, R — oo e

considerando que (do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)
/W eiRewdQ‘ < /W e—Rsinede R_>_O>O 0.
0 0

1 N
(b) / _Sif;é\”dt = / Si;—;tdt — 1 quando N — oo e
-1 -N

/Oof(t)smiwdt _ f(o)/1 sin Nt FO=1O) o vt ar
e T .

mt t‘<1 mt

/ —sm Ntdt,
t|>1 ml

ambos os termos a direita tendem a zero quando N — oo pelo Lema de

Riemann-Lebesgue. ]

Teorema 3.8.1. Suponha que A seja o gerador infinitesimal de um semigrupo
fortemente continuo {T'(t),t > 0} C L(X) tal que |T(t)|zx) < Me*'. Se
v > max{0,w}, v € D(A?) et >0

T(t)xr = lim L /%ZN eMN—A) "tz d).

N—oo 2701 [, _iN

Além disso, para cada € > 0, o limite acima € uniforme no intervalo [e, %]

Prova: Como Rel = v > w, (A — A)7! existe e é uniformemente limitada.

De fato, como x € D(A?) temos

A=A e =XTe+ 224z + X (V- A) 1A%
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1 Y+ilN 1 YN At
— / NN — A xd\ = <— / —d>\) T
271 y—iM 271 y—iM )\

1 Y+iN e)\t

+ o5 o F[Agc + (A= A) T A%z)d\
e ambos os termos convergem, uniformemente para t em [e,e 1], quando
N, M — oo, o primeiro por integracao por partes e o segundo porque o inte-
grando tem norma menor ou igual a C/|\|?, para alguma constante positiva
C', e portanto converge absolutamente. Sé resta mostrar que o limite é T'(¢)x.

Agora para Rel = v
A=Az = / e MT(s)x ds,
0

1 y+iN 00 1 y+ilN
—/ NN —A)lzd = / {—/ eA(t_S)d)\} T(s)xds
211 y—iN 0 21 y—iN

= / sin V(2 — S)e’y@_S)T(s)x ds
0

m(t —s)
(o ol N
= / 7 Te_WT(t + 7)x dT.
—t T

A funcao
(e Tt +7)r,2%)x x T2t
flr) =
0, T< —1
satisfaz as condicoes do Lema para qualquer z* € X* et > 0 pois f é
diferencidvel em 7 = 0 com f'(0) = (T'(t)(A — y)z, ") x x» €
|f(7_)‘ < Ce—(v—w)|¢|, T eR,
1+ |7|
para alguma constante positiva C. Assim,

1 Y+iN N
<_/ M= A)wd\ ) x x 3 f(0) = (T(t) 7, 2%) x x+-
Y

271 —iN

8
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Isto vale para todo x* € X* e a prova estd completa.]

Exercicio 3.8.1. Se a,b sao numeros reais estendidos com a < b e f :
(a,b) — C € absolutamente integravel, mostre o Lema de Riemann-Lebesgue;
1sto €,
b b
lim [ f(t)senutdt = lim [ f(t)cosutdt = 0.
p—oo f, p—oo [,

Sugestao: No caso em que f € continuamente diferencidvel e tem suporte

compacto em (a,b), integre por partes para provar o resultado.

Fim da Vigésima Primeira Aula 1
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Inicio da Vigésima Segunda Aula |

3.9 Operadores setoriais e analiticidade

Suponha que o gerador A de um semigrupo fortemente continuo {7°(¢) : ¢ > 0}
seja tal que X ={A € C: |arg\| < ¢} C p(A) para algum ¢ € (7/2,7) e

C

—, AE.
Al

I = A) e <

Mostraremos que o semigrupo gerado por A é analitico em um setor contendo

o eixo real positivo.

Se x € D(A?%) e t > 0 entdo, para algum 7 > 0,

1 y+i0o

Tt)r =— M\ — A)tzd.

271 y—ioo

O integrando é analitico para A\ € ¥ e portanto podemos deformar o contorno
de integracdo para a curva I' consistindo dos dois raios {A € C : arg\ =
+¢,|A\| > r}, do arco {A € C : |A\| = r, |arg\| < ¢} para r pequeno e
orientada no sentindo da parte imagindria crescente (veja Figura [3.1)).

De fato, quando ImA = =N, —kN < ReA < v (k = |cotg ¢| > 0),

tRe
He/\t(/\_A)—lmHX < € CHxHX
v/ (ReA)2 + N2

e, dividindo o intervalo de integracao [—kN,~] em [—kN,—Nz] e [=Nz, 4],
vemos que as integrais correspondentes tendem a zero quando N — oo,

Portanto

1
Ttz =— [ (A= A)'zd),
21 T
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A
\ YHIN _jma=N
argA)p\/
N .
J
arg)= -g
Im\=-N
/I' y-iN
Figura 3.1:

e esta expressao vale para todo x € X porque converge em norma. De fato,

parat >0, arg A\ = £¢

otk
[eM N — A) gy < C’T, ki =|cos¢| >0
entao,
1
Tt) = — [ M\ — A)td\
0 =3 [ O= )

com convergéncia na norma de L£(X) qualquer ¢ > 0. A convergéncia é
uniforme para € < ¢, qualquer € > 0, entao t — T'(t) € L(X) é continuo para
t > 0 (mas claramente a convergéncia nao é uniforme quando t — 0, a menos
que A seja limitado). Ainda mais, a integral converge uniformemente para ¢
complexo em |argt| < e < dp—1/2, 9 < |t|, (¢, > 0,7 =0,1), logo t — T(t)
¢ analitico em um setor |argt| < ¢ — m/2 contendo o eixo real positivo.
Esta prova de analiticidade nao usa o fato que A é o gerador de um semi-
grupo mas somente propriedades do resolvente (A — A)™! quando |\ — oo.

De fato, qualquer operador densamente definido A tal que —A é setorial gera
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um semigrupo analitico.

Definigao 3.9.1. Se X, denota o interior de Yoy, diremos que {T'(t) : t €

300 U1{0}} € um semigrupo analitico se 333, > t — T(t) € L(X) € analitica,

TO)=1,Tt+s)=T(t)T(s) para todo t,s € Xp9 U {0} e yI%T(t):L' =z
%

(observe que t — O por pontos de 2879).

Teorema 3.9.1. Suponha que A : D(A) C X — X seja densamente definido

e que —A seja setorial; isto €, que existam constantes a,C tais que ¢ €

(7/2,7), Tap = {1 € C: |arg (A — a)| < 6} C p(A) ¢

C
A— AL < Yoo
H( ) ||E(X) = ‘)\_a| em N
Entao A gera um semigrupo fortemente continuo {T'(t), t > 0} C L(X) com
1
T(t)=-—[ "(A=A)"d\, t>0
=5 [ -t t>0

onde Iy € a fronteira de X,4\{\ € C: |\ —a| < r}, r pequeno, orientada no
sentido da parte imagindria crescente. Além disso, t — T(t) se estende a uma
fung¢ao analitica de {t € C: |argt| < ¢—m/2} em L(X) (ou a complexifica¢ao
de X, se X € um espago de Banach real) e para algum K > 0

1Tl ex) < Ke™,  [|AT ()| zx) < Kt~ 'e™,

para todo t > 0. Note que
d
dt
¢ um operador limitado para qualquert > 0 e que (0,00) 2t — T(t) € L(X)

T(t) = AT ()

¢ continua.

Prova: Defina T'(t) pela integral acima, se A = a + p

eNT(t) = —— / e — (A — ) dy

2
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e ||(p—(A—a)) | zox) < % Nao hé perda de generalidade em supor que a=0.
Como observado acima, t +— T'(t) é analitica. Primeiramente provaremos

que || T'(t)| zx) e t]|AT(t)| z(x) sao limitados para ¢ > 0. Mudando varidveis

para (1 = At,
1 . d
1) =5 [ -,
211 To t t
e o contorno ¢ ainda I'y ja que o integrando ¢ analitico. Logo
1 C |dp|
1T o) < — [ ' ———" =K < o0
Y =21 Jr, ul/t

uniformemente para ¢t > 0. Semelhantemente

1 1
—/ eMAN— A)7ld) = —/ M1 + A\ — A)"Hax
To 21 To

271

-1
_ _QL )\td)\—l— / MM(M A) 1dlu

To 271

o primeiro termo é zero e o segundo é estimado da seguinte forma
t_l
'_/ eN’UJ(M A) 1du
Ty

1
< — [ fCOldu| = Kit ™ < o0.
211 tt - ‘ ] ! >
Para ver que isto é AT (t), note que A é um operador fechado, pois (A—A)~1 €

L(X) Tt JTg

L(X) para A € £y4. Como a integral que define T'(¢) é um limite de somas
de Riemann é facil ver que AT(t)x = T'(t)Ax para todo z € D(A).
Pela analiticidade e convergéncia uniforme para cada t > 0, temos

1
dT( t) = —/ eMAN — A) T,
dt Iy

211
que é AT (t) como mostrado acima. Seja x € D(A),t >0e
1 dA t dp
T(t)r = —/ M)+ — e“u(u AT Ax—=
2mi Jp, A 2 Jp, tt (12
logo

t S
IT(t)z —2llx = o e “CHAQJHX\ 2l =0
T Ty
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quando ¢ — 0. Como {||T(t)||zx) : t > 0} é limitado, T'(t)x — = quando
t — 0" para todo z € X. Finalmente, para 0 < s < ¢ a aplicacdo s
T(t — s)T'(s)x é continua e é diferenciavel (analitica) para 0 < s < ¢, com

d

£(T(t —s)T(s)x) = —AT(t — s)T(s)x +T(t —s)AT(s)x =0

entao é constante e
T(t—s)T(s)r =T(t)xr, para 0<s<t,xeX.

Esta é a propriedade de semigrupo e a prova de que T'(t) é um semigrupo for-

temente continuo esta completa. Para concluir a prova do teorema, devemos

t
mostrar que A é seu gerador. Mas T'(t)r — x = / T(s)Ax ds, quando t > 0,
0

x € D(A), entao (T (t)r — z) — Az quando t — 0% e A estd contido no

gerador. A é de fato o gerador pois 1 estd no resolvente de A e do gerador.[]

Teorema 3.9.2. Seja A : D(A) C X — X densamente definido e tal que
—A € setorial com resolvente compacto. Entao o semigrupo {T'(t) : t > 0}

gerado por A é compacto.

Qualquer operador auto-adjunto limitado superiormente é gerador de um
semigrupo analitico (veja Exemplo assim, o operador de Stokes do
Exemplo gera um semigrupo analitico. O operador de Laplace A, do
Exemplo também gera um semigrupo analitico. No Exemplo 4.4.1|apre-
sentaremos um operador matricial (associado a equagao de ondas fortemente

amortecidas) que gera um semigrupo analitico

Observagao 3.9.1. Se {T'(t) : t > 0} € um semigrupo analitico em X, entdo
para todo xg € X, RT 3t — T(t)xg € X € uma solugao forte de (3.4)).

Fim da Vigésima Segunda Aula 1
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Capitulo 4

POTENCIAS FRACIONARIAS

Inicio da Vigésima Terceira Aula |

4.1 Introducao

Este capitulo serda dedicado a extensao do célculo operacional desenvolvido
na Secao para incluir fungoes do tipo C\(—o00,0] 3 A — \* € C, que
nao estao em Uy (A).

As poténcias fracionérias de operadores setoriais desempenham papel fun-
damental na teoria de existéncia de solucoes para equacoes diferenciais parci-
ais nao lineares do tipo parabdlico e a andlise do comportamento assintotico
de solucoes para estes problemas.

Vamos comegar esta secao motivando a definicao de poténcias fracionérias
de operadores fechados. Em primeiro lugar observe que se v é uma curva
fechada, retificavel e simples em C\(—o0, 0] e n(7; a) denota o indice da curva

v em a € C temos do Teorema dos Residuos que

1 A\
a® = / d\
211 7)\—a

165
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para todo a € C e a € C com n(vy;a) = 1. Aqui \* = e*1%6* ¢ log A é o ramo
principal do logaritimo.

Se A € L(X) é tal que 0(A) C C\(—00,0] e v é uma curva fechada,
retificavel e simples em C\(—o0, 0] tal que n(v;a) =1, Va € o(A), definimos

na Secao [2.8.1] (em analogia com a observagao acima)

1
A = — [ X\ = A) ),

271 -

para todo a € C. E facil ver, da expressao acima e das observacoes que
precedem o Teorema [2.9.2], que I* = I para todo a € C.

E claro que A € L(X), A*AP = A**5 ({A® o € C} é um grupo) e que
A" coincide com a definigdo usual (a n-ésima iterada de A). Vimos que A® é
a « iterada de A quando o € Z.

No que se segue buscamos expressoes equivalentes de A* que fagam sentido
para uma classe de operadores fechados mais ampla que aquela dos operadores
limitados.

Para 0 < ¢ < 7 defina Xy = {\ € C : |arg)\| < ¢}\B(0). Como
A€ L(X)eo(A) C C\(—o0,0], podemos escolher 0 < p <mel<r <R
tais que o(A) C Sy N B%(0) =: Tg4.

Im 4

I'r TR

N

Figura 1
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Denote por I'p a por¢ao da fronteira de X, que estd em Bp orientada no
sentido da parte imagindaria decrescente, vz a porcao da fronteira de By que
estd em X, orientada no sentido anti-horario. Com isto, o trago da curva
I'r + R é a fronteira de X 4. Escolha R > 2||A||. Com isto temos que

1

A% = — AN — A)HdA
2mi I'r+vr (4 1)
1 1 '
= — [ XA =A)la\+ —/ A\ — A)tdx
271 Jr, 2mi ),

e, para |\ = R > 2| ]

= [A\" 1
IAA=A) = =24 = — | | £— <2 (42)
HZO (A) 1 _ 4]

R

Se agora tomamos Rea < 0 vamos mostrar que a integral sobre vz em (4.1

converge para zero quando R tende para infinito. De fato,

[ A*(A—=A)"laA]| < /¢ Rive=|(Re® — A)~!|| R df
R -
e de ¢ facil ver que a integral sobre yr tende a zero quando R tende
para infinito.

Se I' denota a fronteira de Y4 orientada no sentido da parte imagindria

decrescente, os calculos acima mostram que sempre que Rea < 0

1
AY = omi |- AN — A) 7. (4.3)
Observe que a convergéencia da integral em somente depende da es-
timativa espectral em e nao do operador A. Isto segue facilmente se
parametrizamos I'. Vamos apenas considerar a parte I'y de I' com parte

imaginaria positiva e fora da bola de raio r. Entao

||/ AO‘(A—A)‘ld)\Hg/ Rea—oTma | (0o _ A)=L| gy
| r
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Como o resolvente é continuo sobre I' a convergéncia da integral acima segue
somente de ainda mais esta convergéncia ¢ uniforme para a em qualquer
compacto de {v € C : Rerv < 0}. A convergéncia da integral sobre a parte
de I' com parte real negativa segue de forma semelhante.

Esta observacao nos indica uma classe mais geral de operadores A para os
quais podemos definir as poténcias A“ com Rea < 0. Esta classe é a classe
dos operadores fechados, densamente definidos A com resolvente contendo
C\X, e tais que A(A — A)~! ¢ limitada em C\X,, 0 < ¢ < 7.

Note que se 1) = 7 — ¢, entdao A(A— A)~! é limitado em C\X, se, e somente
se, A(A + A)~! é limitado em —C\X, se, e somente se, (1 + |A\|)[[(A + A)7!|
é limitado em —C\Xy.

A seguir mostramos que se (1+35)|(s+A)7Y| < M, s € [0,00), entao (1+
IADII(A+A)~Y| ¢ limitado em —C\ X, para m— ¢ = arcsensy;. Em particular,
com isto teremos mostrado que podemos definir A* através de para todo
operador A tal que —A gera um semigrupo fortemente continuo {7'(¢) : t > 0}

tal que ||T'(t)|| < M, t > 0.

4.2 Operadores de tipo positivo

Seja X um espaco de Banach. Um operador linear A em X é dito de tipo
positivo com constante M > 1 (veja [2]), se é fechado, densamente definido,
RT C p(—A) e

(T4 9)(s+A) ey <M, seR (4.4)
Denotamos o conjunto dos operadores de tipo positivo por

P =P(X)
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Im

s

Figura 2

Teorema 4.2.1. Seja A um operador de tipo positivo com constante M. Se
Oy = arcsen (1/2M) e
Yy ={zeC:largz| <Oy} +{2€C:|z| <1/2M},
entdo Xy C p(—A) e
L+ ADIA+ A e <2M+1, A e Xy (4.5)
Prova: Dado s € Rt e A € C satisfazendo
A= s| < (1+35)/(2M),
seguede A\ + A= (s+A)(1+(X—5)(s+ A1) que A € p(—A) e
I+ A) e < L+ A =8)(s + A7 eeol(s + A e
~ 2M 1+ s+ |\ —s|
<2M(1 1<
< 2M(1 ) T 14 1+s
2M 1 2M +1
< 1+ = .
1+ [l 2M 1+ |l
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Disto deduzimos que A € p(A) sempre que |A — s| < Rs; com Ry := ﬁ
(veja Figura 2). Segue que Xy C p(A) e que (4.5) vale.
Com isto para todo A € P(X) e a € C, Rea < 0, definimos
1 1
A% = — [ (=N A+ A)dh = — [ XA —A)ad), (4.6)
271 T 271 T

onde I' é qualquer curva simples em X;,\R* suave por partes indo de coe™"
para ooe'?, € (0, arcsin 1/(2M)], evitando R*. E claro que —I' := {\ € C :
—X € I'}. Segue de (4.5) e (4.6) e do Teorema de Cauchy que A® estd bem

definido em £(X) e independente da escolha de I'. De fato, mais é verdade.
Lema 4.2.1. Para todo o e B com parte real negativa A*AP = A5

Prova: Dados a e f com Rea < 0 e Ref < 0, escolha I'y e I's como acima

de forma que I'; fica a esquerda de I's. Entao

AAP = 2m /F/F PN+ A) "+ At dA
S ) [ A = (A A) g
-5 )+ A (271m/r<A ”:dA) "
+% Fl(—)\)o‘(/\+A)‘1 (271”/r2 (u_ ))\du> .

Para cada pu € Ty, aplicacio A — (A — u)"1(=A)® é analitica sobre I'; e
a esquerda dela. Portanto, segue de (4.6) e do Teorema de Cauchy que
a integral no primeiro paréntesis é zero e a no segundo é igual a (—\)’.

Consequentemente,

1
A“AP = o (=AN)* PN+ A)rdA = AP
™ Jr
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0 que prova a afirmativa.]

E uma consequencia simples do teorema da derivacao sob o sinal de inte-
gracao que a aplicagdo z — A? é analitica em {z € C: Rez < 0}.

O teorema a seguir desempenha um papel fundamental na obtencao da De-
sigualdade do Momento (desigualdade de interpolagao) que sera apresentada

na proxima secao.

Teorema 4.2.2. Se A € P(X) entao,

sinmz

A=

/ s % (s+A)'ds, 0<Rez<l. (4.7)
0

v

Prova: Note que, para todo 8 < €y, r > 0 e I' como em (4.6)),

1
A= [ (=N + A)dA
o [0 )
1 o . . ,
= 2_7” i S—Ze—l(—ﬂ-i-@)Z(SGlQ i A)—lezﬁds
1 e . . ,
. % : szefz(wfﬂ)z(se—w + A)—lefzﬁds
+ = ’ (7“6"(77_5))_2’(7“62'£ + A)ire' de.
27Ti 2m—

Observando que o integrando nas duas primeiras integrais tem modulo menor
ou igual a cs R¢?(1 + s)~!, para algum ¢ > 0 independente de # e r, e que
na terceira integral (notando que 0 € p(A)) o integrando é menor o igual a
dr-Re2) para algum d > 0 independente de r, e aplicando o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos que

/ s (s 4+ A)lds — / s (s + A)ds
0 0

Tz —iTZ
e

A=

o

271

isto é (4.7) vale.

Fim da Vigésima Terceira Aula 1
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Inicio da Vigésima Quarta Aula |

Agora vamos considerar o caso A* com Rez > 0. Note que, se Rez > 0 e
A*x =0, escolhendo n € Ntal que n < Rez < n+1 obtemos A~*~("H1-2) =
A7 lx = 0e, dofatoque 0 € p(A), z = 0. Segue que A~ é injetor e podemos
definir A* : D(A*)C X — X por D(A?) := R(A™*) e A%z = (A~%)"l; isto ¢,

A= (A7) Rez>0. (4.8)

E claro que o operador A% é fechado e seu dominio D(A*) dotado da norma
D(A?*) 5 z — ||A%z||x + ||z]|x € RT é um espago de Banach. Gragas a
limitacao de A™*, é facil ver que D(A*) 3 x — ||A%z||x € RT é uma norma

equivalente a D(A*) 3 x — ||A%z||x + ||z]|x € RT.

Definicao 4.2.1. Se A€ P, os espagos de Banach X*:=(D(A?),||A* - ||x),
Rez > 0, sao chamados espacos de poténcias fraciondrias associados ao ope-

rador A.

Lema 4.2.2. Se A€ P ez,w e C com0 < Rez < Rew, entdo D(A"Y) C

D(A?) e ainclusao i : X* — X* € continua; isto €,

XY = X?— X, sempre que 0 < Rez < Rew. (4.9)
Prova: Se z € D(A"), entao

r=A""Ar =A" A = ATFAT T Ay

ex € D(A?), isto é,
D(A") C D(A%), (4.10)

Além disso,
[Az||x = [|[AT A% x < [[A7")ex) A"z x, 2 € D(A").

Segue que a inclusao de X em X* é continua.
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Lema 4.2.3. Se Ac P ez,w € C com Rez,Rew,Re (z +w) # 0, entdo
APAYr = A"™x, 1 e D(AY), (4.11)
onde u € {z,w,z +w} com Reu = max{Re z, Rew, Re (2 + w)}.
Prova: Se z,w € C com Rez > 0 e Rew > 0, dado
x € D(A*™) C D(AY) N D(A?),

faca f := A*tVz. Entdox = A~ Gt f = A=W A~* f implica A¥x = A*f. Isto
mostra que A%z € D(A*) e que f = A*A%x. Semelhantemente f = AYA*x;
ou seja,

Ay = AP A%y = AV A%z, € D(A*™). (4.12)

Disto segue facilmente que, se Rez > 0 e Rew > 0, entao
Az—l—w — AzAw

onde D(A*AY) ={xz € D(A") : A%x € D(A*)}.
Se Rew > Rez > 0 e x € D(A?) entao

AT A = ATTDATF AT = ATy = ATy
e, para todo x € X
AA ™y = AFATFAT 0y = A7y = A,
Além disso, se x € D(A"), de (4.12),
A7AY = ATFATAY e = AV R,
e, se x € D(AY™?), temos que A %z € D(AY) e

AYA ™ = AV ATA = A
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Lema 4.2.4. Se Ac P ez,we C com0< Rez < Rew, entao X" € denso

em X7?; isto €,
XY — X=X, sempre que 0 < Rez < Rew.

Prova: Dado z € D(A) e e > 0, faga f := Ax. Como D(A) é denso em X,
podemos encontrar um elemento u € D(A) tal que [lu — flx < €/[|A7|zx)-

Portanto, fazendo v := Au,

1A — zllx = A7 = A7 fllx < A eeollu = fllx < e

Isto mostra que D(A?) D D(A). Portanto D(A?) D D(A) = X o que garante
que D(A?) é denso em X. Por inducio obtemos que D(A¥) é denso em X
para k = 1,2,3,---. Segue de (4.10) que

D(A%) = X, Rez > 0. (4.13)

Dados © € D(A?) e e > 0 faca f := A*x € X. Como D(A""?) é denso em
X, existe u € D(A"?) tal que ||u — f||x < e. Portanto

vi=A"ue D(AY) e ||A*(v—2)|x=u— fllx <en

Exercicio 4.2.1. Mostre que, se A € P(X) tem resolvente compacto, entio

as 1nclusoes

d d
XY= X*—= X, 0<Rez<Rew,
sao compactas.

Exercicio 4.2.2. Seja H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um
operador auto-adjunto que satisfaz (Au,u) > 6{u,u) para todo u € D(A) e
para algum § > 0. Mostre que A? é auto-adjunto para todo 6 € R.
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4.3 Interpolacao e poténcias fracionarias

Nesta segao mostraremos a Desigualdade do Momento; isto é, que ||A%x|| <
K||Az||*||x|*~® para todo 0 < a < 1, x € D(A). Em seguida utilizaremos
a Desiqualdade do Momento para obter resultados que mostram a estabili-
dade dos espacos de poténcias fracionarias e suas normas relativamente a

perturbacoes por operadores subordinados as poténcias fracionarias.

Teorema 4.3.1 (Desigualdade do Momento). Se A € P e a € [0,1], existe

uma constante K dependendo somente de A, tal que
|42 < K [(1— a)ullzlx +apo | Az]lx],  para todo i € (0,00)
ou, equivalentemente,
A%z ]| x < K[| Az||%[l2]x*, para 0<a <1, 2 € D(A).

Prova: O reultado é trivial para o = 0 e para o = 1. Para 0 < a < 1, seque
de (4.7) que, se x € D(A)

1 i,
Aop — A-(-0) 4, — ST — ) / s 1= (s + A) ' Axds
0

0

=2 7TOé/ s TA(s + A) ads

T 0

logo, para todo u € (0, 00),

. ,u 0
A x < = U 30‘_1(M+1)Hm||ds+/ sO‘_QMHAdes]
0 H
Sin o a a—1
< <M+nkwwx+“ MN4
o 1 —«
Sin o

= ai = M D [ -l + ! Aallx]

< 2(M +1) [(1 — @) allx + ap" | Ax]lx]
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E facil ver que, o minimo da funcao
(0,00) 3 - 2(M + 1) [(1 = @)zl x + o~ || Az x]
é alcancado em u = ||Az||x/||x| x e, consequentemente,
1A% x < (| Az]lx/llx]lx) = 2(M + D)|| x| [l .
Isto completa a prova.]

Corolario 4.3.1. Seja A € P(X) e B : D(B) C X — X um operador
fechado tal que D(B) D D(A®), para algum o > 0. Entdo existem constantes
C,C1 > 0 tais que

|Bzllx < Cl[A%]x, =€ D(A")
e, para todo u >0 e x € D(A),
1Bz|lx < Cil(1 = a) pu* [lollx + o p® | Azl x].

Prova: Considere o operador fechado BA™®. Como D(B) D D(A%), BA™®
estd definido em todo X e pelo teorema do grafico fechado segue que BA™ €
L(X). Isto e o Teorema implicam o resultado desejado.

Teorema 4.3.2. Suponha que A, B € P com D(A) = D(B) e para algum
ac€l0,1), (A—B)A™® ¢ L(X). Entdo, para todo 3 € [0,1], A’B~" ¢ BPA~F

estao em L(X).

Prova: Pelo Teorema |4.3.1], [|[A%(s + A)7!| < Cs’ 'para0 < B<les>0

e para alguma constante positiva C'. Ainda, se 0 < 8 < 1,

pp _ 4-p  seumd / s(s+B)" (A - B)(s + A)'ds.
n 0
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Disto, segue facilmente que B’A~7 é limitado. Como
I+ A%s+ A)H(B - A)AAY(s+ B) ' = A%(s + A) !

segue que ||A%(s + B)7|| = O(s*!) quando s — oo. Trocando A por B na
identidade integral acima obtemos que A’B~# é também limitado. Os casos

B =0e [ =1seguem imediatamente.[ ]

Corolario 4.3.2. Se A e B sao como no Teorema entdo D(AP) =
D(B?), com normas equivalentes 0 < 3 < 1.

Fim da Vigésima Quarta Aula 1
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Inicio da Vigésima Quinta Aula |

Exemplo 4.3.1. Seja X um espaco de Hilbert e A : D(A) C X — X um
operador auto-adjunto e positivo ((Au,u)x > d{u,u)x para todo u € D(A) e
para algum § > 0). Seque que A € P e, se X* = (D(A%), ||A* - ||x), entdo
X é um espaco de Hilbert. Para 6 € [0,1] and n € R, considere o operador

0 -1

Avan =1 2 AY

D(Ap) C X2 x X = X2 x X (4.14)

definido por

D(Apy)) = { m e(X:NX"" x X2, AV 4 2y € X9} ,
(4.15)

—1
AV(A0p 4 2ny)

¥
¥

Ao, [ . para [z] € D(Ag,y)-

1
Escreveremos Y para denotar Xz x X.

Observacio 4.3.1. E fdcil ver que, se 6 € |0, 1] en >0, entio D(Ay,) =

X'x X2, Sef e (3,1] en > 0, ndo podemos escrever D(Ay,) como um

produto carteziano e apenas podemos concluir que D(A,,)) C X270 x X2,

Agora estabelecemos algumas propriedades basicas do operador A, que

sao indispensdveis nas aplicagoes.

Proposicao 4.3.1. Para cada 6 € [0,1] temos que:
(i) Ay € fechado,
(ii) Sen >0, —Agy, € dissipativo,

(i11) 0 € p(Agg),
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iv) Se A tem resolvente compacto e 0 € |0, 1), entao Ay, tem resolvente
(0.m)

compacto.

(v) Sen >0, —Agy,,) gera um semigrupo fortemente continuo {e~Awnt .

YO Y0t > 0} que satisfaz He‘A<9m>t|\£(Y0) <1,t>0.
no
Un

). Disto con-

Prova: Para provar (i) tomamos uma seqiiéncia ([

P
%j ) A(G»n)
§

v

grdfico de Ay, que converge em YO % Y? para ([Z] : [

cluimos facilmente que &€ = —. Agora, se 0 € [%, 1],
60 5 6= A5, 5 410,
v Sy =
e portanto AY=0¢, + 2, X A% + 2mp. Como
AP(AT G, + 2mn) S v

do fato que A? € fechado, seque que A'~%¢ 4 2mp € D(A?) e

AY(AY0% + 2mp) = v,
¢ ¢ 3
Logo Lb] c D(A(Q,n)) e A(g,n) ¢] = V].

Se, por outro lado, 6 € [0, 3),
by = = =€ = Ay, = A,
Ay = A (A + 2mppy) — 29 A" = v — 29 A%,
Assim, do fato que A € fechado, ¢ € D(A) e Ap = v — 2nA%); ou seja,

AQ(A1—9¢ + 27777/)) =rve [Z] c D(A(g@) e A(gm) Z] = [i] .
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.

— (AP(AY % + 2n), )y

Para provar (ii) primeiramente note que
—

(e b L), = Lo

= <A§U,A5u>

X

= A%U,A%u — A%U,A%u —2n Agv,Agv
(4bv,dbu), — (b, Al -2 (4bv, Abv)

X .

Portanto,

u u 0 0
— = —2n( A2v, Az <
(e [ [1] ) =-or(atnat), <o

Isto prova que —.A(gm) ¢ dissipativo.

A prova de (iii) é uma consequéncia imediata do fato que

277A_(1_0) A—l

Al =
( _] 0

6,m)

A prova de (iv) seque de (iii) e da compacidade das inclusoes entre 0s espagos
X que por sua vez € uma consequéncia da compacidade do resolvente de A. A

prova de (v) seque de (i), (ii), (ii1) e do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema
-

Exemplo 4.3.2 (Célculo de poténcias fraciondrias). Considere o operador

da onda amortecida abstrato) Ay : D(Aa) CY? = Y definido por
(0,a) (0,a)

]

E fécil ver que 0 € p(A(o,a)) para todo a € R e

0 —1I
A al

u —v U

= = ., para ED(A(O,G))::XlxX%.

(%

A0,0) [

Au + av v

0 At

Al =
R B A
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Observagao 4.3.2. Observe que, o adjunto de A, € dado por

0 I

Ao =
PO 4 0

- —A(0,0).

Segue que 1A« ) € auto-adjunto e, do Teorema[3.7.3, A() € o gerador infi-

nitesimal de um grupo fortemente continuo de operadores unitdrios em Y.

Vamos calcular as poténcias fraciondrias do operador Ag). Para este
fim, calculamos o operador resolvente associado a A ). Note que, para todo

s € p(—=Aq,)), temos

s(s?2T+ A7 ($PT+ A7
—A(SPT+ A7 s(sPT+ A)7!

(S[ + A(070))_1 =

Como, para 0 < o < 1, A(_o?éo) ¢ dado por (4.7)); isto €,

sin Ta

Ao = / 57 (sI + Aq)) ' ds,
0

™

SEGqUE qUE

(0%

a ) —1—
Ao cosgAT2  sinTF AT
(0,0) =

. l1—a _a
—511(1%142 COS% 2

e com esta expressao, nao € dificil provar que,

Proposigao 4.3.2. A familia de operadores {A ;o € [0,1)} converge na

topologia uniforme de operadores para A@lo), quando o — 1.

Também nao € dificil ver que A@ao) ¢ ingetora e, para 0 < a < 1,

TaAS _gip @ A5
0 cos2A2 31n2A2
A(O,O) — o lta o A2 . (416)
sin TA 2 coS TAz
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Lema 4.3.1. Se X~¢ denota o completamento de X com a norma ||A™-|x,
€ (0,1), o operator A_O‘ X2 x X = X2 x X% ¢ wma isometria e, se

~* denota o completamento de YO com a norma HA Hyo entdo

Y =X x X5

U
Prova: Se [ YO temos
v
:<cos—A 2u+sm— 2av cos—A 2u+sm—A £l v> )
2 2 2 X2
—|—<—sm— ER u—l—cos7T—A 20, —smEA P u+cos— A 2y
2 2 X
= <cos —A 2y 4 sin BA 20, COS EA 2 U + sin EA_2v>
2 2 2 X
—|—<—sin— 2 u—l—cosW—A 20, —sinEA P u—I—cos@A_(5v>
2 2 2 X

= <A15au,A15au> + <A_%U,A_%U>X =

X

u
2
v] HXPT“ «x-§H

Exercicio 4.3.1. Se A tem resolvente compacto, mostre que os auto-valores

{5 Inen de Aoy sio dados por

= Ei\/ln, n €N,

onde { iy }nen G0 0s auto-valores de A.

4.4 Poténcias fracionarias e semigrupos

Agora consideramos o caso em que A é setorial; isto é, {4, ¢ > 0} é semi-

grupo analitico.
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Teorema 4.4.1. Seja A: D(A) C X — X um operador setorial e {4t >
0} o semigrupo analitico gerado por —A, suponha que p(A) D (—o0,0]. Entdo

1. Se a >0, entio R(e ") C D(A%) e
A% M por) < Mat™, >0,
a — M, € continua em [0, 00).
2. Se a > 0, entdo t*A% 'z H—O; 0, para cada x € X.

3. Se0<a<let>0,entio |[(e — 1) A px) < Mi_qa 17,

Prova: 1) Do Teorema [3.9.1] segue que R(e ") C D(A), ||[Ae || zx) <
Mt~ e [le=||zx) < M para todo ¢t > 0. Logo e 4! = (e 4/™)™ leva X em
D(A™) para todo m € N. Agora, se 0 < o < 1,

JA% ) < Kl Ae (30 e 158, < KME™,
Assim, param =0,1,2,---, 0 < a<1let >0, temos
HAm—i—ae—AtHE(X) < HAae_At/(nH—l)HL(X)|‘A€_At/(m+l)”2n()()
S KMm—i—l(m + 1)m+at—m—a
2) Sex € D(A™) para algum m > a > 0, t* A% 4y 2% e [t A% 4| £ x)
< M, para t > 0, logo o resultado vale para todo = € X.
3) Para todo = € X temos que

t
|(e= 4 — A x| x = H—/ Al 450 ds
0

t
< / My o5 xds.
X 0

Fim da Vigésima Quinta Aula 7
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Estudar |

Exemplo 4.4.1. No que se seque provaremos que, para 0 € [%, 1], n>0, o
operador A, do Exemplo ¢ um operador setorial com Reo(Aq,) > 0.

t A

O semigrupo {e~Aemt t > 0} ¢ analitico. Além disso, e~ent ¢ compacto

parat>0ef € [3,1).

Observagao 4.4.1. Chamamos a atengdao para o fato que A1y nao tem resol-
vente compacto (exceto quando X tem dimensao finita). Este fato assequra

AU)t,t > 0} nao é compacto e torna este caso especial-

que o semigrupo {e
mente interessante na discussao do comportamento assintotico dos problemas

de evolucao nao lineares associados a ele.

Exercicio 4.4.1. Mostre que o operador @ : D(¢) C Y? = Y (Y0 = Xz x X)
definido em D(€) = X' x X’ por
¥

@[w
(0 (0

nao € um operador fechado a menos que 6 = % Recorde que D(A(%m)) =

0 —I
A 2nA?

—1
Ap 4 2nA%)

X'x X2 mas D(A,y) nao é um produto cartesiano de espagos para qualquer
o€ (3,1].

Para 0 € (1,1], defina o operador auziliar By, : D(Agq,,)) CY'—= Y por

0 0
1 A1-6
0 %Al

0 —1I
0 1 —0

D(Bo.y) := D(Ap)) € Boy) = A+

Observagao 4.4.2. A idéia aqui € considerar a perturbagdao By, de A,

correspondendo a modificacao da equacao original para

1
Ut + 277A9Ut + 2_A179ut + Au = 0, (417)
Ui
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e estabelecer uma transformagdao Dy, = P(gm)l")’(gm)P(gi?) com um 1Somor-
Jismo apropriado Py, : Y? — Y'  Desta maneira o sistema linear que

corresponde a (4.17) serd transformado no sistema linear fracamente aco-

w1 0
+ Do) = |-
wo 0

Os dominios das poténcias fraciondrias associadas ao operador D), coin-

plado

a4
dt

w1

(o)

cidirao com aqueles associados a um operador diagonal Dy ).

Se
1 0
1 AI—G I

Bz

o)

I 0] i ] 5
_ ) (6.1) , 0m) —
ﬁAl 0 T

- 3_
entdo Py, : D(Ajpy) — X2~ x X = D(D.), PoyBiowy = Doy Flom ¢

Pyy: Y =Y
sao isomorfismos. O operador
~ LA
Dy = | I Xy Y0
0 2nA?

¢ setorial. Pois

~_ 1
(Do) — Do) Digly € LOV?)  for 1> > T
seque do Coroldrio que
Dy X2 ' x X0 Y0 5 Y0

¢ setorial e seus dominios de poténcias fraciondrias coincidem (com normas
equivalentes) com os dominios de poténcias fraciondrias do operador Dy, e

portanto sao dados por

D(Dg,,)) = X210 s X,
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Pamﬁz%, n > 0, definimos a, = n+/n*—1,a, =n—+/n*—1e

consideramos o operador

1 1
D(%ﬂ?) : D(D(%W)) =X2xX2C X xX—> XX X,
anA% 0
Pom=| 4 - a
a,A>
Se
a,Ar I 1 [A A
Pam = C 7 P(_ll):— :
. a,A2 | 2 y =y | —a,  a,
entao P(%JI)A(%W) =D P e Fim - YO = X x X € um isomorfismo.
Note que Az 6 auto-adjunto, setorial e satisfaz
M
A — A3 7| < 4.18
IO - 47 < (115)

para todo A € ¥y = {reC: % < largA] < 7 com p € (0,5)}. Sef >

~ l s . 2 . A . . s .
%—F arg a,, entao a,A2 é setorial e os dominios de poténcias fraciondrias as-
sociados a ele coincidem (com normas equivalentes) com aquelas do operador
1 . o o
Az. Em particular D(D" )) =Xz x Xz,

(3.1
Observacao 4.4.3. Quando n > 1 ambos a, e a, sao nimeros positivos.

Neste caso arga, = 0 e a condigao % > %—F arga, estd automaticamente

satisfeita.

Estendemos a defini¢ao de By, ao caso 8 = % fazendo
(4.19)
Lema 4.4.1. Se B, Py ¢ D,y sao como acima;:

1) B(gm) e D(g’n) tem o mesmo espectro,
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2) By, € setorial,
3) P(gm)e—[)’(e,n)t — e—D(e,n)tP(e’m para todo t > 07

4) Py, D(B,)) = D(Df,) € um isomorfismo,

5) para cada o € [0, 1] temos que

D(B;,,) = { H Ee Xot0e o Al0¢ 4 opy € X"O‘} . (4.20)

em particular

L 1
D(B?{o’n)> — X§+(1—9)(Jé X X@Oé’ = [O, 5] (421)

Prova: A parte 1) seque da igualdade (\[—Bg,,)) " = P(;’ln)(/\]—D(Qm))_lp(g’n).
Sep e (0,5) eXy ={Ae€C:¢ < |arg(A —a)| < 7} sdo tais que

HO‘] - D(G,n))_luﬁ(YO) <

A€ Xy,
|>\_a‘f0r € 2y

temos que
AT =Bio,) "l cevoy= 1P L ecroy [ =D, i)~ lvoy | Peo o)
M
< 9
~ A=l

0 que prova 2).

A igualdade em 3) seque das formulas integrais

. L[ - - L[ -
e Bont — %/Fe "zI + B,y) ldz, e Pont = 9 Fe "(2I+ D) tdz

ja que Py (M —=Bg,p) " = (A[=Dyg,)) " Pg.y para todos os X’s adimissiveis.

Das expressoes

o 1 Ooa_l_Bnt o _ 1 ooa—l—Dnt
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e de 3) obtemos que PonB,y = DyiyFom- Como D(Bf,)) = R(By,)),

D(Dg,,) = R(Dy') € Poy(Y?) = Y?, concluimos que P,(D(B,,)))
= D(D?e,n))' Finalmente, para provar que P, : D(B(Oé,n)) ( ) é

limitado com nversa limitada observamos que

| I

Usando o fato que Py, : Y0 — Y0 ¢ um isomorfismo concluimos 4).

2

Py By Dy Pio.n) Py

0 0 oY
Y Y D(D(e,n))

Para 5) note que

Py (D(By,,)) = D(Dy,,) = D(Dj,)) = x3t(1-0a o oo

5] € D(B?e,n)) if and only if

Logo, para 0 € (%, 1], temos que [
v
£

- -1

para um certo [Z] e Xat(=0)a X% o que equivale a dizer que

”
5 A0+

1
Flou)

1 1
¢ e Xat=ta ¢ Z—Al‘eﬁ“ +ve X0
n

Desta forma obtemos que (4.20) e os espagos dados por (4.20) coincidem,
para o € |0, %], com aqueles em (4.21]).
Finalmente, para 0 = % ey > % + arg a,, seque que

14+«

D(B(al 77>) = X2 xX? para todo o € [0,1]; (4.22)

B(l

5777)
Agora estamos prontos para provar o sequinte resultado

sendo um operador setorial. ]
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1

Teorema 4.4.2. Para cada 0 € [35,1] o operador Ay, € setorial em Y.

Além disso, para cada o € [0,1], os dominios de poténcias fraciondrias
Y(z‘ ") associados a A ) coincidem com os dominios de poténcias fraciondrias

D(Bf,) de By, com normas equivalentes.

Prova: Para 6 € (1,1] temos que

19l

Logo, do Teorema seque que

0 0
0 LAt

1

1 0
HAl hllx < C AT )| X
X2xX

20—1

oI
¥ A

By € LIY") para 1> > 2(1—90). (4.23)

2(1-0)

<C B(gm) < D(B(g’n)).

YO

0 0
1 A1-6
0 %Al

Consequentemente, se 6 € (35,1], Ay, € setorial (veja Coroldrio |4.3.9) e

os dominio das poténcias fraciondrias sao dados por - (com normas

equivalentes).

Agora, para 0 = %, as igualdades (4.19)), (4.20) nos dao que

(4.24)

com A1, setorial pelo Lema |4.4. 1]

Observagéo 4.4.4. Note que a restricao 1 > 8 > 2(1—0) em (4.23) exclui o

caso 0 = . De fato, a setorialidade de A 1y € a caracterizagao dos dominios
2
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de poténcias fraciondrias associados sao provados de modo distinto, através

de uma mudanca de varidveis apropriada.

Pelo Teorema

o semigrupo {e

/.7

— Aot

,t > 0} gerado por — Ay, em

D(Az) x D(A%) = Y? ¢ analitico e o problema de Cauchy linear

()

tem uma unica solucao [

U U 0
+ A(gm = , T > 0,
, v 0

u

] (t) = e~ Awmt

()

cY?, (4.25)

u]
v
L7 =0

Ugp
Vo

U

], t > 0. No teorema a sequir
Yo

explicamos a reqularizacao das solugoes do_pmblema linear (|4.25)).

12 o
Teorema 4.4.3. Sef € [5,5],t >0, ¢ [
Yo

273

u(?)
v(t)

Prova: O Teoremalf.4.9 implica que

[u(t)] [ut(t)
v(®)] ()

€YY entao

u
] = ¢ Awn! [ O] e X x X? para cada o, 5 > 0.
Vo

(4.26)

Como X220 < X9 temos que v(t) € X? e de Y(lgn) = {[ ] e

¥
¥

Xz, A0 + 2np € XY deduzimos que u(t) € X'. Assim obtemos que

. . 1 . ~ 9t
A sequir considere a X2-realizagio A 1= A
X

note que podemos aplicar o Teorema

[u(t)] € X'x X2
v(t)

/4.2

para t > 0. (4.27)
X2 C Xz XideAe
2
dor A vt
ao operador Ay, = | - .
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no espago D(A3)x D(A°) ¢ com dominio { m € D(AF0)x D(Ab); A0+

- t
2mp € D(A%)} e portanto ver lug ; como a solugao do problema de Cauchy
v(t

M - ul 0
+ Ao = [ , >0,
v v 0
- ! - (4.28)
Y1 e D(A%) x D(AY) = X' x X3,
I
Procedendo de modo similar ao descrito acima obtemos que
t ~ ~1
[ug ;] € D(AY) x D(A?) = X7 x X1, (4.29)
v(t

u(t
Por inducao prova-se que [ ( )] e X2+l 5 X ok para cada k € N. ]

v(t)

Corolario 4.4.1. Se A tem resolvente compacto, Ay, € setorial Y9 com

resolvente compacto e espectro o(A,,)) consistindo apenas de auto-valores

1

isolados de multiplicade finita. Além disso, para 0 = 5, o operador .A( €

1
5»77)
positivo e

o(Ap ) = {a A € 0(A2)} U{ah A € o(A2)}.

Estudar 1
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Capitulo 5

TEOREMAS DE APROXIMACAO

Inicio da Vigésima Sexta Aula |

5.1 Teoremas de aproximacao de Trotter

Nesta secao estudamos a dependéncia continua do semigrupo relativamente
ao seu gerador infinitesimal e a dependéncia continua do gerador relativa-
mente ao semigrupo. Mostraremos que a convergéncia (em sentido apro-
priado) de uma sequéncia de geradores infinitesimais é equivalente a con-

vergencia dos semigrupos correspondentes. Comecamos com o seguinte lema

Lema 5.1.1. Sejam {e?;t > 0} e {eP!;t > 0} semigrupos fortemente continuos.

Para todo x € X e X € p(A) N p(B) temos
t
(A=B) et —eBN(N\-A) 1z = / PUEI(AN=A) T —(A=B) etz ds (5.1)
0

Prova: Para todo z € X e A € p(A) N p(B) a funcdo s +— eBU=8)(\ —

193
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B)~leAs(\ — A)~'z ¢é diferencidvel. Um calculo simples resulta

d
d_[eB(t—s)()\ o B)_leAS()\ . A)_l]x
s
= BN =B TAN — A) ' —= B(A— B) Y\ — A) Yetn
= eB(t_S)[(A —A) ' — (A= B) Yetix
onde usamos o fato que (A — A)"led*z = e4%(\ — A)~'x. Integrando a tltima

equacao de 0 a t (5.1)) segue.
No que se segue, denotaremos por G(M,w) o conjunto dos operadores
lineares A : D(A) C X — X que sdo geradores infinitesimais de semigrupos

fortemente continuos {e" : ¢ > 0} tais que ||| zx)< Me“! para todo ¢ > 0.

Teorema 5.1.1. Se A, A, € G(M,w), n € N, entdo as afirmativas a sequir

sao equivalentes

(a) Para todo x € X e X com ReA > w, (A — A,) 'z =3 (A — A)~lz.

(b) Para todo x € X et >0, etlx =5 efty.
Além disso, a convergéncia em (b) € uniforme para t em limitados de R™.
Prova: Mostremos que (a) = (b). Fixe T'> 0, z € X, t € [0,7] e considere

[(e™" — e (A = A) " aflx < e (A= A) " = (A= A) Dalx
+ (A= Ap) e — e)a|x
+ (A=A = (A= A) et x
= Dy + Dy + Ds.

(5.2)

Como |e*||zx) < Me*T para 0 < ¢t < T segue de (a) que D; — 0 quando

A

n — oo uniformemente em [0,7]. Também, como t — e’z é continua o

conjunto {e4z : 0 < ¢t < T} é compacto em X e portanto D3 — 0 quando
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n — oo uniformemente em [0,7]. Finalmente, usando o Lema com
B =A,, temos

1= An) e — (A — 4) e x
t
< I Nl = A7 = (= A) Tealxds )
T
< T [ = A= (= A el ds
0

O integrando no tltimo termo da expressao acima é limitado por 2M?(Re\ —

w) 7 H|z|lx e tende para zero quando n — co. Logo

lim |[(\ — An)_l(eA"t — eAt)()\ — A)_l.CZJHX =0,

n—500
com o limite sendo uniforme para t € [0,7]. Como para todo = € D(A) pode
ser escrito como x = (A — A)~! f para algum f € X segue que para x € D(A),
Dy — 0 quando n — oo uniformemente em [0,7]. De segue que para
x € D(A?)

lim [|(e?"" — e)2||x =0 (5.4)

n—oo

e o limite acima é uniforme em [0, 7). Como ||e’ —e#*|| ;) é uniformemente
limitado em [0, T] e como D(A?) é denso em X segue que ([5.4)) vale para todo
r € X uniformemente em [0,7] e (a) = (b).

Suponha agora que (b) vale. Entao, para Re\ > w,

(e.¢]

1A = Au)~le = (A= A)alx < / e M| (e — eM)al|xdt.  (5.5)
0

O lado direito de (5.5) tende para zero quando n — oo pelo Teorema da
Convergeéncia Dominada de Lebesgue e portanto (b) = (a).
Note que, se todos os operadores estdao em G(M,w), entao a convergéncia

forte dos operadores resolvente para um valor de A (ReA > w) implica a
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convergéncia do resolvente para todos os valores de A (ReA > w). Isto é
evidente da prova de (b) onde somente a convergéncia do resolvente para
um valor de A é usada. Este fato é independente do fato dos operadores
envolvidos gerarem semigrupos fortemente continuos como pode ser visto no

lema a seguir.

Lema 5.1.2. Se B; : D(B;) C X — X € fechado, i =1,2 e A € p(B1)Np(Bs)

entao,

A=B) ' —=(A=By)!

(5.6)
= (Ao=B1)(A=B1) " ((Ao=B1) " =(Ao—=B2) ") (o= B2)(A—=Bo) .

Prova: Para provar o lema simplesmente adicionamos e subtraimos
M= AN =B1)"(A=By)™!
ao lado esquerdo de (5.6 e utilizamos que

M —=ANA=DBy) ' +1T=(\— Ba)(A\—By)7!

M= ANN=B) t+1T=N-B))N-B) "
Assim,
A=B) ' = (A= Byt
= (A= B) (o= = Ba) '+ 1) = ((ho = A)(A = B)) '+ 1)(A = By) ™"
=(A=B1)" (N = B2)(A = Ba) ™' = (A = Bi)(A = Bi) (A = By) ™!
= (Mo — BI)(A = B1)"((ho = B1) ™' = (Ao — Ba) (Ao — Ba)(A = By) ™,

provando o resultado.
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Observacao 5.1.1. Da prova do Teorema ¢ claro que (a) pode ser
substituida pela sequinte versao mais fraca: (a') para todo x € X e algum )\
com Re)g > w, (Mg — A,) 1z — (Mg — A)"t2 quando n — oo.

Diremos que a sequéncia de operadores A,, r—converge para um operador
A se para algum nimero complezo N, (A — A,) o — (A — A) "tz para todo
xr € X. No Teorema supomos a existéncia do r—limite A de uma
sequéncia A, e além disso que A € G(M,w). Acontece que essas hipdteses
nao sao necessarias. Isto é mostrado no teorema a sequir (veja [18, Teorema

5.1] e uma corre¢do de parte da prova em [13)]).

Teorema 5.1.2 (Trotter-Kato). Se A,, € G(M,w) e eziste um \g com Re Ay >

w tal que

(a) para todo v € X, (Mg — Ap) " tx — R(N\)x quando n — oo e

(b) a imagem de R(\g) € densa em X,

entdo existe um tnico operador A € G(M,w) tal que R(N\y) = (Ao — A) L.

Prova: Assumiremos sem perda de generalidade que w = 0 e comegamos
provando que (A— A,) "z converge quando n — oo para todo A com Re) > 0

e x € X. De fato, fixado um vetor arbitario x € X, seja
S={AeC:ReX >0, (A\—A,) 'z converge quando n — oo}.

Mostremos que S é aberto. Para ver isto expandimos (A — A,)~! em série de

Taylor em torno de um ponto p de S. Entao

oo

(A=A, = Z(ﬂ - )‘)k(ﬂ - Anrkil-
k=0

Como ||(pr — An) ") < M(Rep)™* a série acima converge na topologia

uniforme de operadores para todos os A satisfazendo | — A|(Reu) ™ < 1. A
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convergéncia é uniforme em A para |u — A|(Reu)™ < v < 1. Isto implica
a convergéncia de (A — A,) 'r quando n — oo para todo )\ satisfazendo
lw — M(Reu)™ < v < 1, e o conjunto S é aberto. Seja A um ponto de
acumulagao de S tal que Re A > 0. Dado v € (0, 1) existe um ponto y € S
tal que |u — A|(Rep)™! < v < 1 e portanto, pela primeira parte A € S.
Portanto S é relativamente fechado em ReA > 0. Como por hipdtese \g € S
concluimos que S = {\: Re A > 0}.
Para todo A € C com Re A > 0 definimos R(\) € £(X) por

RNz = lim (A — A,) ‘o

n—oo

Claramente,
RA) — R(p) = (u—ANRANR(n), ReA>0 e Rep>0 (5.7)

e portanto R(A) é um pseudo-resolvente sobre ReA > 0. Como para um
pseudo resolvente a imagem de R(\) é independente de A temos por (b) que

a imagem de R(\) é densa em X. Também da definicao de R(\) é claro que
IR |y < M(ReA) ™, ReA>0,k=0,1,2,--. (5.8)
Em particular para A real, A\ > 0
AR o) < M. A0,

Segue do Teorema que existe um tnico operador linear fechado e densa-
mente definido A para o qual R(\) = (A — A)~!. Finalmente, de (5.8) temos
que A € G(M,0) e a prova esta completa.[]

Uma consequéncia direta dos Teoremas [5.1.1] e [5.1.2| é o seguinte teorema

Teorema 5.1.3. Seja A, € G(M,w), para todon € N. Se para algum g € C

com Re\g > w
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(@) lim,, 00 (Ao — Ap)tx =: R(Ag)x para todo x € X e
(b) a imagem de R(X\g) é densa em X,

entdo existe um tnico operador A € G(M,w) tal que R(\g) = (Ao — A)7L,

Ant

Além disso, ez — ez para todo x € X, uniformemente para t em sub-

conjuntos limitados de RT.

Uma consequéncia um pouco diferente dos resultados anteriores é o se-

guinte teorema (veja [18, Teorema 5.2] e também [15]).
Teorema 5.1.4 (Trotter). Seja A, € G(M,w) e suponha que

(a) exista um subconjunto denso D de X tal que {A,z}nen seja convergente
para todo v € D. Defina A: D C X — X por, Ar = lim,,_,,, A,z para
todor € D,

(b) exista um Ay com Relg > w para o qual (\g — A)D seja densa em X.

Entdo A € fechdvel e o fecho A de A estd em G(M,w). Além disso etz —

ez para todo x € X, uniformemente para t em limitados de R .

Prova: Se fe€ D,z = (M —A)f ez, = (Ao — An)f, entdo A, f =3 Af e
T, =3 . Ainda, como ||(\g — Ap) ey < M(Redg —w) ™, segue que

lim (Ao — A,) 'z = lim (A — A,) Mz —20) + f) = f; (5.9)

n—oo n—oo

isto é, (A\g— A,) ! converge na imagem de Ay — A. De (b) a imagem de \g— A

¢ densa em X e, por hipétese, [[(Ag — A,) ! (x) ¢ limitada, uniformemente

1

para n € N. Segue que (A\g — A,,) "« converge para todo x € X. Seja

lim (Ao — A,) 'z = R(\o). (5.10)

n—oo
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De (5.9) segue que a imagem de R()\g) contém D e portanto é densa em
X. O Teorema implica a existéncia de um operador A" € G(M,w)
satisfazendo R(\g) = (\g — A")"!. Para concluir a prova mostraremos que
A=A Sex €D, entao

lim (Ao — A,) T o — A)a = (Ao — A) (N — A (5.11)

n—oo

Por outro lado, como ||(Ag — An) V|| z(x) ¢ uniformemente limitada,

Mo —A) T o — Az =N —A4,) o= A+ (N — A,) (A4, — Az
= x4+ (N —A4,) A, — Az = 7,

i4 que A,z =3 Az para x € D. Logo,
N —A)V Y N— Az =2 z€D. (5.12)

Mas ((5.12) implica que A’z = Az para x € D e portanto A O A, Como A’
é fechado, A é fechdvel. A seguir mostramos que A D A’. Seja f' = A'x’.

Como (A\g — A)D é denso em X existe uma sequéncia x,, € D tal que
fo= o= ANz, = (N — Ay, =3 X' — f/ = (Ao — A2
Portanto,
=M —A) TS N —A) TN — AN =2 e (5.13)

Az, = Nty — fo —3 f. (5.14)

De (5.13)) e (5.14)) segue que f' = Az’ e A D A’. Portanto A = A’. O restante
das afirmativas do teorema seguem diretamente do Teorema |5.1.3|]

Fim da Vigésima Sexta Aula 1
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TEOREMAS ESPECTRAIS E DICOTOMIAS

Inicio da Vigésima Sétima Aula |

6.1 Decomposicao espectral de semigrupos

Quando estudamos a estabilidade de problemas onde semigrupos estao envol-
vidos um dos problemas fundamentais é determinar o espectro do semigrupo
de operadores. Em geral o semigrupo é desconhecido e somente o seu gera-
dor é conhecido. Se podemos calcular algumas das propriedades espectrais
do gerador de um semigrupo gostariamos de utilizar estas propriedades para

entender o espectro do semigrupo.

Primeiramente mostramos quais informacoes o conhecimento do espectro

do semigrupo nos fornece.

Teorema 6.1.1. Suponha que {T'(t) :t > 0} C L(X) € um semigrupo forte-
mente continuo e que para, algum ty > 0, o espectro o(T(ty)) é disjunto da

circunferéncia C = {\ € C : |\| = e} para algum « real. Entdo existe uma

projecio P € L(X), P> = P, PT(t) = T(t)P para todo t > 0 tal que com

201
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X_=R(P) e X\ = N(P), as restrigoes T(t)|, estio em L(Xy),

X4

) ) =o(TE)N{AeCT: A < e} e
)= o(T(t)N{A € CT: [N > e}

o(T(t

o(T(1)] .

Existem constantes M > 1, 6 > 0 tais que

1T Nleeey < Mel*™', vt > 0;

’X ;t > 0} se estende a um grupo em L(X,) com T(t (T(=t)|, )7}

pamt< 0, e

®x. = )

IT®)| ¢ Nex,) < Mel@™ v <.

)],
Observacao 6.1.1. A separacdo acima do espaco X € um caso particular de
dicotomia exponencial. Um caso ainda mais especial, mas claramente util, é
o caso em que o(T(ty)) C {A € C: |\ < e} isto é, P =1 e X, = {0};
entao

IT()|| ey < Mel®™ ¢ >0.

Prova: Defina

P= i (A —=T(ty)) tdx € L(X).

211 C

Entao, do Teorema , P? = P e P é uma projecao continua.

E fécil ver que T(t)P = PT(t) para todo ¢t > 0. Logo, se X_ = R(P) e
X, = N(P) temos que T(t) leva X, em X, e X_ em X_.

Note ainda, do Teorema|2.9.2) que o(T'(ty)|, ) ¢ a parte de o(T'(ty)) dentro
de C e J(T(to)‘XJr
T(to))™" em X, e X_ coincidem com ((A—T(to))]

respectivamente.

x
) é a parte de o(T'(ty)) fora de C e que as partes de ()\ —

e (A ="T(t))|

X4 X_

Agora o raio espectral de T' (to)‘ é estritamente menor que e*, digamos

X_

r(T(ty) ‘X,) < eloe9)to
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para algum 0 > 0.
Se t > 0, para cada m € N existem n = n(m) € Ne 7 € [0,1) tais que

mt = nty + 7. B claro que n(m) — oo e

7"( t)‘X_):’nll_I)%OHT mt |X H/j
- . nt0+7'
= nh_)rglo HT(nto + 7 ‘X LX)

nt0+7'

< 11m | T (ntg ]X H"tO” T (7 ‘X H

= r(T(ty |X_ Yo < lao)t

Também existe inteiro N > 1 tal que Nty > t, consequentemente

T(Nty —t)(T to)‘XJ*N

é a inversa de T'(t isto é, T'(— e um argumento como aquele acima

M, Dlx,

mostra que

r(T@)|, ) < et t<o.

)x,

E fécil ver que (considerando as componentes nos dois espagos)

o(T(t) =o(T(t)|, )Ua(T(t t>0,

). )|x.)

e as estimativas acima sobre os raios espectrais provam as afirmativas sobre
0 espectro.

As estimativas das normas sao simples. Por exemplo, como 7(7(t) ‘ v )<
e(a_a)tO’

1/” (Oé—(S)to

1T (nto)| H y<e

quando n ¢é grande, logo

1T (nto)| y lex ) < Myee—0)k
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para todo n > 0 e algum My > 1. Logo, paran =0,1,2,--- e 0 < 7 < t,
1T (nto + )| ey < Moe™ 0 T(7)] ¢ Nlexy < MeloDtor)

onde M = Mysupy< <, e | T(7)|, llecx )0

6.2 Teoremas espectrais para semigrupos

O teorema da aplicac¢ao espectral (Teorema estabelece que o(f(A)) =
f(oe(A)) quando A é um operador fechado e com resolvente nao vazio e f €
U (A); isto nao vale, em geral, se A é um operador ilimitado e f ¢ U, (A).
Como C > X +— e € C nao pertence a Uy (A) para A ilimitado, em geral

(4)

niao podemos dizer que o(e’) = %A’ Vamos estudar a seguir as relacoes

entre o espectro de um semigrupo e o espectro de seu gerador.

Lema 6.2.1. Seja {4 : t > 0} um semigrupo fortemente continuo. Se

t
By(t)x = / A9y ds (6.1)
0
entao
A= A)B\()x = Mz —eflz, VzeX (6.2)
e
Br(t) (A — A)z = Mz — ez, Vo € D(A). (6.3)

Prova: Para todo A e t fixos, B)(t) definido por (6.1) é um operador em
L(X). Além disso, para todo z € X temos

Ah I
‘ —By\(t)a
Ah t A pt+h h
I _l/eA(t_s)eAsxds +€— M9 A5 g —l/e)‘@_s)eAsxds
h Jh hJi hJo
h—07 At At
— AB)\(t)x + ™'z — e™'u.



6.2. TEOREMAS ESPECTRAIS PARA SEMIGRUPOS 205

Consequentemente, By(t)r € D(A) e ABy(t)r = AB\(t)z + etz — eMua,
provando (6.2). E claro, para z € D(A), AB\(t)xz = B\(t)Az ¢ (6.3) segue]

Teorema 6.2.1. Seja {eAt : t > 0} um semigrupo fortemente continuo.
Entao,
o(et) D el ¢ >0. (6.4)

Prova: Seja eM € p(e?!) e seja Q = (eM —e) L. De (6.2)) e (6.3) deduzimos

que

A=—A)B\(t)Qx =z, VreX

QB\(t) (AN —A)x =z, Vxe D(A).
Como B)(t) e @ comutam também temos que
B\(t) QAN — A)x =z, Vxe D(A).

Portanto, A € p(A), By(t)Q = (A — A)~' e p(et) C 4. Esta mesma

2k
t

argumentacao implica que \ + € p(A), para todo k € Z, o que implica

eM ¢ et”(A) e prova (6.4).

Recorde que o espectro do operador A consiste de trés partes mutualmente
exclusivas: o espectro pontual o,(A); o espectro residual o,(A) e o espectro
continuo o.(A). Estas partes sao definidas da seguinte forma: A € 0,(A) se
(A — A) nao é injetor; A € 0.(A) se (A — A) é injetor, sua imagem ¢é densa
em X mas nao é sobrejetor e finalmente A € 0,.(A4) se (A—A) é um a um e
sua imagem nao é densa em X. Dessas definicoes, é claro que 0,(A), o.(A)
e 0.(A) sao mutualmente exclusivos e sua uniao é o(A). A seguir estudamos
as relacoes entre cada parte do espectro de A e a sua parte correspondente

no espectro de e4. Comecamos com o espectro pontual.
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Teorema 6.2.2. Seja {eAt .t > 0} um semigrupo fortemente continuo.
Entao

el g, (e et U {0}.
Mais precisamente, se A € 0,(A) entio e € a,(e?!) e se eM € g,(e!) existe
um inteiro k tal que A\, = A + 2mik/t € o,(A).

Prova: Se A\ € 0,(A) existe um = € D(A), z # 0 tal que (A — A)x = 0. De
N Aty

6.3) segue que (e z = 0 e portanto eM € g,(e) 0 que prova a primeira

inclusdo. Para provar a segunda inclusio seja e € o,(e?!) e seja x # 0 tal
que (eMI — eA)z = 0. Isto implica que a funcdo continua s — e T (s)z
¢ periddica com periodo ¢ e como ela nao é identicamente nula, um de seus

coeficientes de Fourier deve ser diferente de zero. Portanto, existe k£ tal que

1

t
T = ;/ e~ k[0S (=M (5)a)ds # 0.
0

Mostraremos que A, = A + 2mik/t é um autovalor de A. Seja |||z x) <

Me*!. Para Rep > w temos

00 00 (n+1)t
(n—A) 'tz = / e ety ds = Z / e ety ds
0

n=0 v nt
~ . | . (6.5)
_ Zen()\—u)t/ e—useAsx ds = m/ e—useAsx ds
n=0 0 L= e
At

onde usamos a periodicidade da funcéo s — e e’z e do fato que ez =
ez para todo n € N, conclufmos que e"R|z|| < Me™||x|| para todo
n € N e consequentemente Re\ < w. A integral do lado direito de é
claramente uma funcao inteira e portanto (u—A) 1z pode ser estendida a uma

funcao analitica com possiveis polos em A, = A+ 2min/t, n =0, +1,+2,---.

Usando (6.5) é facil mostrar que (ja que et = e=n)t)

A\ — t
1 J— J— -1 — 1 —k ILL —HS As —
/}1_1&(# Ae)(p—A) /}1_{1)\1k P 1/0 e erds = xy,
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t
e, como / e MseAsyds € D(A), da t—periodicidade de s — e ez,
0

- 1 tfs s
(A — A)(p— A) 133:()\k—14)m/06 HseAsy ds

)\ . t
— —1( ke(Ai))t/ e MMy ds +
- 0

=M —p)p—A) "zt

segue que

lim (A — A)[(p — i) (n — A) " = 0.

U= A
Como A é fechado, segue que zj, € D(A) e (A\y—A)xy, = 0;isto é, A\, € 0,(A).

Fim da Vigésima Sétima Aula 1
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Inicio da Vigésima Oitava Aula |

Agora lidamos com o espectro residual de A.

Teorema 6.2.3. Seja {eAt .t > 0} um semigrupo fortemente continuo.

Entao,
1. Se A € 0,(A) e {\+2min/t :n € Z} No,(A) = @, entio eM € o,(eM).

2. Se eM € o,.(ef) entdo, {\+2min/t :n € Z}No,(A) = @ e A+ 2mik/t €
o-(A) para algum k € Z.

Prova: De (6.2) segue que R(e* —et) € R(A— A). Além disso, do Teorema

6.2.2] se eM — e ndo é um-a-um, entdo A\ + 27ik/t € 0,(A) para algum

k € Z. Portanto, se A € 0,(A) e {\+2min/t : n € Z} No,(A) = @, entao
eM € o,.(e). Isto conclui a prova de 1.

Agora vamos provar 2. Do Teorema [6.2.2] se A + 2mik/t € 0,(A) para
algum k € Z, entdo eM € o,(e). Resta mostrar que, se eM € o.(et),
entdo para algum k, R(A\; — A) ndo é densa em X. Basta mostrar que, se
eM € a.(eM), entdo {\ + 2min/t : n € Z} ¢ p(A) U o (A). De (6.3), se
An = A+ 2min/t,

(Mt — ez =By (t) (M, — Az, x € D(A), neZ. (6.6)

Como por hipétese eN = et € g,.(e4!) o lado esquerdo de pertence a um
subespago fixo Y que nao é denso em X. Por outro lado, se A, € p(A)Uo.(A),
entao a imagem de \,— A é densa em X o que implica, por , que a imagem

de By (t) estd em Y para todo n. Escrevendo a série de Fourier da funcao

continua s — e Medz, x € X temos

_ 00
e/\t

e—)\seAs:U ~ T Z e(Q”i”/t)sBAn(t)x (67)

n=—oo
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e cada termo da série do lado direito de (6.7) pertence a Y. Como a série é

—As GAS —As eAs

Cesaro convergente para e x, 0 < s < t, temos que e reY para

0 < s <t Fazendo s — 0" temosx € Y e Y = X, 0 que é absurdo.]

Proposigao 6.2.1. Seja X um espago de Banach sobre K e A : D(A) C
X — X um operador fechado e densamente definido. Denote por X© o fecho
de D(A*) em X* com a norma herdada de X* e A® : D(AY) C X® — X" a
parte de A em X (veja Defini¢ao[3.7.1). Entdo

01 (A) = 0, (A) = 3, (A°). (6.8)

Prova: A imagem R(A — A) de Al — A nao é densa em X se, e somente
se, existe 0 # z* € X* tal que (M — A)x,2*)x x» = 0 para todo x € D(A)
se, e somente se, existe 0 # x* € D(A*) tal que (z,(A\[* — A*)z")x x» = 0
para todo x € D(A) se, e somente se, A € 0,(A*). Isto mostra a primeira
igualdade em ([6.8)]).

Se A € 0,(A"), existe 2* € D(A*) tal que Az* = Az*. Segue que z* €
D(A®), A®z* = Az* e que A\ € 0,(A”). Reciprocamente, se A € 0,(A%),
existe @ € D(A®) tal que A%z® = \x®. Logo 2% € D(A*), A*z® = \x% e
A € 0,(A%). Isto mostra a segunda igualdade em (6.8)).

Teorema 6.2.4. Seja {eAt : t > 0} um semigrupo fortemente continuo.
Entao,

etar,A(A) - O’r(eAt) C etﬂr(A) U {0}
Prova: Segue da Proposicao [6.2.1] que
or(e') = (1)) e a,(A) = ,(A°). (6.9)

Mostremos que

ap((e™)) = o (™)) |x0) - (6.10)
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Basta mostrar que o,((e*)*) C o, (((e)*) {XC) pois a outra inclusao é tri-
vial. Se A € a,((e)*), existe 0 # 2* € X* tal que (e/!)*z* = Az*. Dado
p € p(A*), seja 2® = (ul — A*)7ta* # 0. Segue que 0 # 2 € X® e que
(e4)*z® = Az®, mostrando que A € a,, (((e*)*)

Do Teorema temos que
A = (()7) | e (6.11)
Combinando (6.9)), (6.10]), (6.11]) e o Teorema obtemos,

o (N0} = op((e))N\{0} = 0 (((e™)") [ ) \{0}

— ap(eA@t)\{o} _ plop(A9) _ eta,,(A).D

X@)'

Exercicio 6.2.1. Compare o resultado acima com os resultados do Teorema

e Exemplo [2.2.]]

Teorema 6.2.5. Seja {4 : t > 0} wm semigrupo fortemente continuo. Se

A€ a.(A) e{\+2min/t:n € Z}N[o,(A)Uo.(A)] = @, entio e € o.(e).

Prova: Do Teorema segue que, se A € o.(A), entdo eM € o(e’). Do

Teorema6.2.2 se eM € o, (e), entdao \; € 0,(A) para algum k € Z, provando

que eM ¢ o,(e?). Do Teorema [6.2.4] se eM € o,.(e!), entdo A, ¢ 0,(A) para

todon € Z e A\, € 0,(A) para algum k € Z, provando que e ¢ o,.(e!).

Teorema 6.2.6. Seja {4 : t > 0} wm semigrupo fortemente continuo. Se
M e o (er?), entio {\, == A+ 2min/t :n € ZY N [o,(A) Uo.(A)] = @. E
possivel que e*' € o.(e?) e que N\, = X\ + 2nwi/t € p(A) para todo n € Z.

Prova: E claro dos Teoremas (6.2.2] ¢ 6.2.4 que, se e* € a.(e!), entdo A, =

A+2min/t ¢ 0,(A)Uo,(A), n € Z. Para o restante da afirmativa considere o
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seguinte exemplo: Seja H = (*(Z,C) e defina A : D(A) C ¢*(Z,C) — (*(Z,C)

por

D(A) = {{zn}nez € (*(Z,C) : {nzp}nez € l(Z, C)}
Azxp ez = {inx, ez, paratodo {z,}nez € D(A).

Entao A gera o semigrupo fortemente continuo dado por

T {xy nez = {™xp nez, t>0.

E claro que 0(A) = 0,(A) = {in : n € Z}. Por outro lado o,(e?) = {&'" :
n € Z}. Este conjunto é denso na circunferéncia unitaria e, se |u| # 1, é facil
ver que 4 € p(e?). Segue que o(e?) = {u e C: |u| = 1}.

Se e € {pe C:|u|=1\{e": n € Z}, entdo R(e* — e4) = X (contém
as seqiiéncias quase nulas). Assim o,(e4) =0, e* € o.(ed) e N\, = A+ 2n7i €

p(A) para todo n € Z.

Exercicio 6.2.2. Se {e4! : t > 0} € um semigrupo fortemente continuo
e, para algum ty > 0, e € compacto, entio o(e)\{0} = e»Y) para cada
t >0 eo(e)\{0} consiste apenas de autovalores isolados e de multiplicidade

finita. Além disso, 0(A) = o,(A).

Exemplo 6.2.1. Seja L : D(L) € X — X o gerador de um semigrupo
fortemente continuo {T(t) :t > 0}.

Defina S(L) = sup{ReX : A € 0(L)} ew(L) = inf{a € R: e~ || T(t)||z(x) :
t >0 ¢ limitada}. E ficil ver que S(L) < w(L).

No que se seque, mostraremos que existem operadores L que sao geradores

de semigrupos fortemente continuos de operadores lineares e para 0s quais
S(L) < w(L).
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Seja X o espaco de Hilbert das seqiiéncias de numeros complexos com

quadrado somavel com o produto interno usual; isto €,

X = EQ(N,C) = {{xk}keN € CN : Z ‘ka < OO}

k=1

oo
(z,y)x = Zxkyk, T,y € X,

k=1
Defina L, = inl, + A, € L(C") onde I, ¢ a identidade em C" e A, =
(af;)1<ij<n € a matriz que tem todas as entradas nulas exceto ay, ., = 1

para 1 < p < n-—1. Seja L : D(L) C *(N,C) — *(N,C) definido por
L = diag(Ly, Ly, L3,---) e D(L) = {x € X : Lx € X}. Mostremos que
L gera um semigrupo fortemente continuo e que S(L) = 0 enquanto que
w(L) = 1.

Para ver que L gera um semigrupo fortemente continuo de operadores
lineares limitados em X, basta notar que A := diag(A;, Ay, Az,--+) € um
operador linear limitado em X, que I := diag(i[1,i215,i315,---) gera um
grupo fortemente continuo de operadores unitdrios e que I comuta com A.

E fdcil ver que, se ReX # 0, entdo \ € p(L) e S(L)=0.

Agora

lelnt]] < eldnllt < et

e o elemento (1,n) de ef»! € exatamente ei”t% de forma que, pela formula

de Stirling

(n _ 1)n—1 e(n—l)

e 12 = ~ @z

quando n — 00,

mostrando que w(L) = 1.

Exercicio 6.2.3. Encontre S(A) e w(A) para o operador do Exemplo [3.1.9,
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Exercicio 6.2.4. Se substituirmos L,, no Exemplo m por L, = —wl, +
A, € L(C") onde w € (0,1) e continuarmos a chamar o operador resultante

de L, calcule w(L) e S(L). Sugestao: Determine o espectro continuo de L.

6.3 Decomposicao espectral de operadores setoriais

Os teoremas da Se¢ao[6.2] juntamente com o Teorema implicam o resul-
tado a seguir. Este resultado sera de fundamental importancia no estudo de

pontos de equilibrios do tipo sela para problemas parabdlicos semilineares.

Teorema 6.3.1. Dados um espaco de Banach X sobre C e um operador
linear setorial —A : D(A) C X — X tal que c(A)N{A € C: ReX =a} =g,
para algum o € R, seja

Q= i/(A—A)ldA

271

onde v € uma curva fechada, retificdvel e simples que envolve o1 = a(A)N{\ €
C : ReX > a} (Q = 0 se esta intersecao € vazia). Entao Q é uma projecdo
continua, Q> = Q e Qe = eMQ para todo t > 0. Se X_ = N(Q) e
X = R(Q), entao eAt‘Xi € L(X1) e temos a situagdo descrita no Teorema

6.1.1 (o(e) ndo intersepta {u € C : |u| = e}, t > 0).

Prova: Note que {\ € 0(A) : ReA > a} é um conjunto compacto, possivel-

mente vazio. Com ), X, e X_ definidos acima, do Teorema [2.9.2]

Al € L(X4), o(Aly,) ={N€0(A): ReA > a}.

E facil ver que p(et) = p(e|..) N p(e*|, ) e, consequentemente, o (e)
a(eAt‘ i) U a(eAt’ «-)- Também ¢é facil ver que Ai sdo os geradores infini-

tesimais dos semigrupos fortemente continuos {eAt| x+ 1t >0}. Do Teorema
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da Aplicacao Espectral (Teorema [2.11.1)) obtemos que 0(6A|X+t) — Ux)E

disto segue que 0(6A|X+t) C {u e C: |u| > e} para todo ¢ > 0.

Re\ = o~

Figura 3
A - _ :
Provaremos que r(e |X—) = r(e?|, ) < e para algum o~ < «, mais

especificamente, provaremos que
Al, t -
le™x-f| < e, £ >0

e consequentemente o Teorema [6.1.1] se aplica.

Isto seguira do Teorema (3.9.1| se mostrarmos que —A|, ¢ setorial e

_ C
I = Al ) Hlex) <

o
s

para todo A com |arg(A —a7)| < ¢, 5 < ¢ <mel < C < oo. Agora,

{ReA > a7} estd em p(A|, ), para algum o~ < «a, e A € p(A) implica
A€ p(Aly ) com [|(A = Al )Moy < A = A) e, logo —Al ¢
setorial com espectro em {A € C : ReA < a}. A estimativa acima agora é

clara da Figura 3.

Exercicio 6.3.1. A decomposicao do espaco X = X, & X_ € a mesma que
no Teorema e a projecao @ coincide com a projecao I — P daquele teo-

. . . Al t .
rema. Se X, tem dimensao finita, A\X+ ee — At tem representacao

At‘L
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matricial relativamente a qualquer base para Xy = R(Q). Os elementos de

X, sao autovetores ou autovetores gemeralizados de A. —A_ € setorial e
Al t
et et

x =

Fim da Vigésima Oitava Aula 1
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Capitulo 7

TEOREMAS DE PERTURBACAO DE
(GERADORES

Inicio da Vigésima Nona Aula |

7.1 Geradores de semigrupos fortemente continuos

Nesta secao estudamos que tipos de operadores podem ser adicionados a
geradores de semigrupos fortemente continuos de forma que o resultado ainda

seja o gerador de um semigrupo fortemente continuo.

Teorema 7.1.1. Se X é um espaco de Banach, {e*' : t > 0} é um semigrupo
fortemente continuo em X com gerador infinitesimal A : D(A) C X — X e
B € L(X), entao A+ B : D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de um
semigrupo fortemente continuo {e P ¢ > 0}. Se ||e| zx) < Me*' para
todo t > 0, entao

| B oy < MelHMIBleo)t ¢ >

Prova: De acordo com o Lema[3.3.1], podemos escolher uma norma | - |x em

217
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X tal que
- llx <1 Ix < M| |x

1

A—A)! <
= A) e < —

para A > w. Se A > w + |B|z(x) entao
[BON=A)ex) < [Bleeo/(A—w) <1
e I — B(A— A)~! é um isomorfismo em £(X). Logo

AA—-B=[I-BA-A) A=A :DA) =X

1 1 1

< = .
T A-—wl—|Blgx)/(A-w) A= (wH|Blgx))

(A= A=B) e

Do Teorema de Hille-Yosida, A + B gera um semigrupo fortemente continuo

A+B)t\£(X) < e@HBDt para ¢t > 0. Retornando & norma original temos

com |e
a estimativa desejada.]

Agora estudaremos as relacoes entre o semigrupo {e4? : ¢t > 0} e o semi-
grupo {4t . ¢ > 0} quando B € L(X). Para este fim consideramos o
operador H(s) = eAlt=)eA+B)s Para € D(A) = D(A+ B), s — H(s)x
é diferencidvel e H'(s)z = e~ BeA+B)sy  Integrando H'(s)x de 0 até t

obtemos
t
eAtB) g — Aly 4 / e Bt Blyds,  x € D(A).
0

Como os operadores em ambos os lados da expressao acima sao limitados ela
vale para todo z € X. O semigrupo {e“+B)? : ¢ > 0} é portanto a solucio da

equacao integral acima. Para tal equacao integral temos:
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Proposicao 7.1.1. Seja {e? : t > 0} um semigrupo fortemente continuo
de operadores lineares limitados satisfazendo |e?'||z(x) < Me*" e B € L(X).
Entao eziste uma unica familia {V (t) : t > 0} C L(X) tal que t — V(t)x €

continua em [0,00) para todo x € X e
t
V(t)x = el +/ eAIBV (s)ads, x e X. (7.1)
0

Prova: Faca
%(t) _ eAt

e defina V,,(¢) indutivamente por
t
Vo1 (t)z = / eA<t_S)BVn(s):cds, re X, n>0.
0

E claro da definicdo acima que ¢t — V,,(t)z ¢ continua para z € X, ¢t > 0,
n > 0. A seguir provamos por indugao que,
M| B||7x)t"

n!

IVa@)llex) < Me!

De fato, isto vale para n = 0. Suponha que vale para n. Entao temos que
t M| BII7(x)s"
Wisa(t)alls < | M9 Bl —— A o] xds
1 +1 gntl
MBIt

=M
i lellx

e portanto a desigualdade vale para qualquer n > 0. Definindo

V(D) =3 Vi),

segue que a série converge uniformemente em intervalos limitados na topolo-
gia uniforme de operadores. Portanto ¢t — V' (¢)x é continua para cada r € X

e além disso ([7.1]) estd satisfeita. Isto conclui a prova da existéncia. Para
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provar a unicidade seja {U(t) : t > 0} C L(X) tal que t — U(t)x é continua
para todo x € X e

t
U(t)r = eMa + / A9 BU(s)xds, x e X. (7.2)
0
Subtraindo as expressoes (7.1]) e (7.2) e estimando as diferencas obtemos
t
V(- Ualy = [ M) Bl V(s)o ~ Uls)allxds, o€ X,
0

o que pela desigualdade de Gronwal implica que ||V (t)z —U(t)z||x =0,¢ >0
e portanto V (t) = U(t) ]

Segue imediatamente do teorema anterior que

e(A+B)t _ Z Sn(t)
n=0

onde Sy(t) = e,
t
Spt1(t)z :/ eA=9BS, (s)xds, =€ X,
0

e a convergéncia da série é na topologia de operadores uniformemente para t

em intervalos limitados de R.

At 6(A+B)t

Para a diferenca entre e temos:

Corolario 7.1.1. Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente

continuo que satisfaz ||e||zx) < Me*! e B € L(X), entdo
HG(A—i-B)t o GAt”ﬁ()Q < Mewt(€M||BH£(X)t o 1).

O teorema a seguir mostra que sob certas condicoes a soma, A+ B, de dois

geradores de semigrupos fortemente continuos que comutam, A e B, resulta

A+B)t

em um gerador de um semigrupo fortemente continuo e que satisfaz

o(A+B)t _ LAt Bt
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Teorema 7.1.2. Suponha que A e B sao geradores de semigrupos fortemente
continuos de operadores {e?t : t > 0} e {eP' : t > 0} tais que, para algum
M >0, [[eMzx) < M e ||ePzx) < M. Suponha também que A e B
comutam, que o operador A+ B : D(A)N D(B) C X — X € fechado e que
A € p(A+ B) para algum X\ > 0. Entao A+ B gera um semigrupo fortemente

continuo de operadores tal que AT = edleBl ¢ que ||eATBY| £ ) < M2,

Prova: Por um momento vamos mudar a norma do espaco de Banach X

de forma que A gera um semigrupo fortemente continuo de contragoes. Seja

Ay =AM+ A)Le By = AB(A + B)~L. Entio ||| < 1 para todo A > 0

A B

e como ey — edly e ePr9e — eP5g para todo x € X, s, > 0, temos que

lim e By — lim e®Melrsgy = oAby,

A—00 A—00
E claro que isto continua verdadeiro se mudamos a norma do espaco para a

norma original. Ainda, por um argumento similar, temos que

lim ePMHANsy — 1im eBrsedrsy — oBsedty

A—00 A—00 ’

AteBs Bs At

mostrando que e = e,

Em seguida vamos motrar que T'(t) = e4’e?* ¢ um semigrupo fortemente
continuo com gerador A + B. Primeiro observe que a continuidade forte em

t = 0 e a limitacao sao 6bvias e de
T(t + S) _ 6A(t+s)eB(t+s) _ 6AteAseBteBs _ 6AteBteAseBs _ T(t)T(S)

temos que T'(¢) é um semigrupo. Resta mostrar que A + B é o gerador de
T(t).
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Se x € D(A)N D(B) = D(A+ B), entao

T(t)x — xz = lim (e ePx — z) = lim (eMePriy — Py 4 Prlg — 2)
A—00 A—00
t t

= lim [ e B (Ay2) + lim [ eP(Byx)ds

t t
:/eAseBtAa:d8+/T(s)Bxds.
0 0

Agora
1 1/ 1/ 10+
;(T(t)x —x) = ;/ eteP Axds + ;/ T(s)Bxds — —(A + B)x,
0 0

para todo x € D(A)ND(B) = D(A+ B). Portanto o gerador C de T'(t) deve
ser uma extensao de A + B. Seja A um nuimero real no resolvente de A + B

e no resolvente do gerador de T'(t). Entao
X=W\N-(A+B))D(A+ B)=(\—-C)D(C),
e A+ B = C completanto a prova.

Corolario 7.1.2. Suponha que A e B sao geradores de semigrupos fortemente
continuos de operadores {et : t > 0} e {eP' : t > 0} tais que, para algum
M >0, a,pB€eR, |etx) < Me e ||l rx) < MeP. Suponha também
que A e B comutam, que o operador A+ B ¢é fechado, densamente definido
com dominio D(A)ND(B) e que A € p(A+B) para algum A > 0. Entio A+B

(A+B)t _ At Bt

gera um semigrupo fortemente continuo de operadores tal que e =e’e

e que He(A—l—B)tHE(X) < M2€(a+5)t.
Prova: Basta aplicar o Teorema aos operadores A+ al e a B+ 1]
7.2 Perturbacao de operadores setoriais

Teorema 7.2.1. Seja A : D(A) C X — X tal que —A € setorial. Entao A
gera um semigrupo analitico. Seja B : D(B) C X — X, D(B) D D(A), um
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operador linear tal que
[Bz|x < el|Az|lx + Kllz|lx, Vo e D(A),

para algum € > 0 e alguma constante K. Entao, existe 6 > 0 tal que, se 0 <
e <68, o operador —(A+ B) € setorial, D(A+B) = D(A), e {A4+B)1 . ¢ >0}

€ um semigrupo analitico.

Prova: Sabemos que existem nimeros reais a,p,C e ¢ com 7/2 < ¢ < T,
tais que para | arg (A — a)| < ¢, A estd no resolvente de A e [|[(A—A) | zx) <
C/IA—al. Escolhae > 0tal que 0 < e(C+1) < leftalquee(C+1) <6 < 1.
Para tal A, B(A— A)"' € L(X) e
1B = A) o) < ell AN = A) Ml + KN = A) e
C|A| KC
_|_
A —al A —a|

que é menor ou igual a 6 para |\ — a| > R, para algum R suficientemente

§e<1—|—

grande. Segue que |arg (A —a)| < ¢, |A —a| > R implica A € p(A+ B) e

= (A4 B) ey < =7

Disto, é facil obter que —(A + B) é setorial.[

Corolério 7.2.1. Seja —A um operador setorial e B : D(B) C X — X um
operador fechado, D(B) D D(AY), para algum 0 < a < 1. Entao —(A + B)

¢ setorial.
Prova: Como D(B) D D(A®) temos que D(B) D D(A). Segue do Corolério
A3 que

IBz|lx < C(u*llz]lx + p* Y| Az|lx), = € D(A), u>0.

Escolhendo g > 0 grande o resultado segue do Teorema [7.2.1][]
Fim da Vigésima Nona Aula 1
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Inicio da Trigésima Aula |

7.3 Teoremas de representacao

No que se segue apresentamos teoremas que permitam obter informagcoes
sobre o semigrupo gerado pela soma —(A 4+ B) de dois geradores, —A e
— B, de semigrupos fortemente continuos. Estes resultados serao de grande
valia para transferir propriedades dos semigrupos gerados por —A e —B para
o semigrupo gerado por —(A + B). Estes resultados sdo conseqiiéncia dos
resultados de Trotter and Chernoff em [18, [4] e a apresentacao abaixo segue
[16].

O resultado acima esta intimamente relacionado aos seguintes resultados:

Proposicao 7.3.1. Suponha que —A e —B sao geradores de semigrupos for-

temente continuos de operadores lineares, D(A) N D(B) € denso em X e
Ie™ e )"l < Me™,n =1,2,...,

para algum M > 1 e w > 0. Se para algum X\ com Rel > w a imagem
de X\ + A+ B € densa em X, entdo o fecho de —(A + B) € o gerador
de um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares {T(t);t > 0

satisfazendo | T(t)|| < Me*t, t > 0. Além disso,

T(t)xr = lim (e_A@)e_B(ftL))nx, r € X,

n—-+00

uniformemente em subconjuntos limitados de R™.

Proposigao 7.3.2. Se —A, —B, —(A + B) geram semigrupos fortemente

continuos de operadores lineares, ||e™ATB)|| < Me¥t, t >0, e

| [(1+tA) I +tB)'" || < Me*™, n=1,2,...,
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entao
n

t t
e WDy — lim |(I4+-A)'I+-B)! z,zeX.
n n

n——+00

Para uma prova das proposigoes acima veja [16], §3.5.

Fim da Trigésima Aula 1
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7.4 Segunda Prova

12¢ Prova de SMA 5878 - Anilise Funcional II]

Questoes

Notas

Professor: Alexandre Nolasco de Carvalho 01.¢

02.¢

03.¢

04.°

Nome:

a
07.07.2011 05.

Total

1.” Questao | Seja H um espago de Hilbert e A : D(A) € X — X um

operador alto adjunto que satisfaz (Au,u) > 6(u,u) para todo u € D(A) e

para algum ¢ > 0. Para 0 € [0, 1], considere o operador

0 -1

4 ot :D(Ap) C X2 x X = X7x X
A

A =

definido por
—1)
AN (A0 + 2mi))

A) [ =

para

H € D(Ap) = { H € Xt x X3, AP0 4 2n0 € X9},

(7.3)

onde X“ denota os espacos de poténcia fracionacias associados ao operador

A.
Mostre que, para cada 6 € [0, 1] temos que:

(i) p(—=A) D C\(—o00, —d] (use a imagem numérica).
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(ii) —A é dissipativo,

(iii) A é setorial e

(iv) —A gera um semigrupo analitico {e=4" : t > 0} tal que o operador e~ ¢
auto-adjunto para cada ¢ € [0,00) e existe My > 1 tal que [le || z(m) <
M(ge*&.

(v) Se A tem resolvente compacto, 0(A) = {\, : n € N} e P, é a projecao

espectral associada ao conjunto espectral o, = {\,}, mostre que

oo
e M = g e P,
n=1

(vi) A ¢ fechado,
(vii) —A(g) € dissipativo,
(Viii) 0 e p(A(g)),

(ix) Se A tem resolvente compacto, entdao Ay tem resolvente compacto se
6 €0,1).

(x) —A(p gera um semigrupo fortemente continuo {e~4®’ : X 1 x X —

X2 x X :t> 0} que satisfaz ||e_A<9>t]|£(X%Xx) <1 t=>0.

(xi) Considere o operador A : D(A) ¢ H — H definido por D(A) =
H?(0,7) N H(0,7), Au = —u,,. Explique como os resultados dos itens
precedentes mostram que os problemas de valor inicial e fronteira abaixo
possuem uma tnica solugao (7 > 0)

(utt + 20Uyt = Uy, t >0, x € (0,7)

u(0,t) = u(m,t) =0
| u(,0) = ug(") € Hy(0,7), w(-,0) =w() € L*(0, )

(1)

7\
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(
Uy + 277Ut = Ugg, T > 07 VS (077T)
u(0,t) = u(m,t) =0
L 0(,0) = wg(:) € HY(0,m), w(-,0) = wol:) € L0, )

(2)

7\

)
Ut = WUyg, >0, z € (0,7)

(3) § w(0,t) = u(m,t) =0
u(+,0) = uo(-) € L*(0,7)

\

)
Up = Uy, t >0, x € (0,7)

(4) S u(0,t) = u(mr,t) =0
u(+,0) = up(-) € L*(0,7)

\

Observagao: (1) é conhecido como o problema da onda fortemente amor-
tecida, (2) é conhecido como o problema de ondas amortecida (se n = 0
simplemente o problema de ondas), (3) é conhecido como o problema de

Schrodinger e (4) é conhecido como o problema do calor.

2. Questao |Seja A : D(A) C X — X o gerador de um semigrupo forte-
mente continuo {7'(¢) : t > 0}.

1. Defina S(A) = sup{ReA : A € 0(A4)} ew(A) = inf{a € R: e || T(t)||z(x) :
t > 0 é limitada} e mostre que S(A) < w(A).

2. Seja X = ?(C) e L, = inl,+A, € L(C") onde A, = (a?’j)lgi,jgn ¢ a ma-
triz que tem todas as entradas nulas exceto a,, ., = 1 paral <p < n-—1.
Seja A : D(A) C *(C) — ¢*(C) definido por A = diag(Ly, Lo, L3, )
e D(A) = {x € X : Ax € X}. Mostre que A gera um semigrupo

fortemente continuo e que S(A) = 0 enquanto que w(A) = 1.
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3. Questao | Seja A um operador de tipo positivo; isto é, existe uma cons-

tante M > 0 tal que (1+s)/(s+A) | zox) < M forall s € [0,00). Mostre que
existe 7 > 0 e ¢ > 0 tal que X, y{\ +p € C: |arg\| < ¢, |u| <1} C p(—A).
Seja I' o contorno de ¥, 4 orientado no sentido da parte imagindria crescente.

Sabemos que, para a < 0,

1
A= — [ (=A) "\ + A) .
o [
Mostre que, para o € (0,1),
Ao = UG / s7(s+ A)lds.
n 0

Use isto para provar que, para 0 < a < 1,
[A%z|| < M| Az||*[|z[|', Va € D(A).
Se A e Ay sao os operadores definidos na 1* Questao, mostre que

1 1
el r20,7) < HA“HE(OJ)H“”i?(o,w)

e consequentemente se B : H}(0,7) C L*(0,7) — L*(0,7) é definido por
Bu = u, entao A+ B gera um semigrupo analitico e, se BB : XoxX — Xz XX,
00

B w
(8 B 0] [¢
4.” Questao |Seja X um espago de Banach sobre C, A: D(A) C X — X o

entao Aj + B gera um semigrupo fortemente continuo.

gerador de um semigrupo fortemente continuo {e4 : ¢ >0} e M > 1, w € R
tais que ||e!||zx) < Me*' para todo ¢ > 0. Mostre que se B ¢ limitado,

entdo A + B gera um semigrupo fortemente continuo {45 : ¢t > 0} e que

HG(A+B < Me@+M[Blcext

e

5.9 Questao | [Mean Ergodic Theorem] Seja X um espago de Banach,

{T(t) : t > 0} C L(X) um semigrupo fortemente continuo de contragoes e
A:D(A) C X — X o seu gerador. Mostre que
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e Para todo u € N(A) e v € Im(A),

1 t
lim — [ T(s)(u+v)ds =u

t—oo ¢ 0

Sugestao: Note que se u € N(A) entdo T'(t)u = u para todo t > 0

e Mostre que o subsepaco F' dos pontos u de X para os quais o limite

1 t
lim = [ T(s)uds (=: Pu)

existe é fechado.

e Para u € F defina Pu pelo limite acima. Mostre que P € L(F,X),
T(t)F C F para todo t > 0, que PT(t)u = Pu para todo u € F e que
P2y = Pu para todo u € F.

e Conclua que P é a projecao de F sobre N(A) para a qual P(Im(A)) =
{0}.

e Mostre que N(A) @ Im(A) é fechado e que para todo b > 0 e u €

N(A) ®Im(A)

1 [ 1 [
lim — [ T(s)uds=lim - | T(s)uds

t—oo t b t—oo t 0



Apeéendice A

REDES E COMPACTOS

A.1 Redes

A propriedade de Bolzano-Weierstrass estabelece que, um espaco métrico X
é compacto se, e somente se, toda seqiiéncia em X possui uma subseqiiéncia
convergente. Esta propriedade tem um andlogo em espacos topolégicos gerais
e, para introduzi-la, utilizaremos a nocao de redes em substituicao a nocao

de seqiiéncias. A exposicao apresentada a seguir estd baseada em [6l, 14].

Definicao A.1.1. Um conjunto A equipado com uma relacdo bindria <, €

chamado um conjunto dirigido se
e a <4 a para todo a € X,
e sea=y4beb=4c entioa=4c,
e para cada a,b € X eristece X coma =34ceb=y4c.

Uma rede em um conjunto X é uma aplicagio A > a — x, € X (denotada
por {xa}aca) do congunto dirigido A em X. Uma sub-rede de uma rede
{x,}aca € uma rede {y,},cr juntamente com uma aplicagio R > r+— a, € A

tal que

231
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e para dada ay € A existe ry € R tal que ay =<4 a, sempre que ry =g T.
® UYr = Ty,

Seja X um espago topologico e U C X. Diremos que uma rede {z,}qeca
¢ absorvida por U se existe ayp € A tal que x, € U sempre que ag =<4 a €
que {z,}eca visita U frequentemente se, para todo a € A existe b, € A
com a =<4 b, tal que x;,, € U. Diremos que a rede {x,},c4 converge para
x se toda vizinhanga de x absorve {z,}.ca (é claro que se uma rede {x,}qsca
converge para z, entdo qualquer sub-rede de {z,},c4 também converge para
x) e que um ponto x € X é um ponto limite de {z,},c4 se toda vizinhanga

de z é visitada frequentemente por {z,}eea.

Observacao A.1.1. F claro que N é um conjunto dirigido e que uma Seqiiéncia
¢ uma rede. Também é claro que se {x,}nen € uma seqiiéncia, qualquer sub-
seqliéncia {x,, tren de {x,}tnen € uma sub-rede de {x,}nen € que existem

sub-redes {xp}rep de {T,}nen que nao sao subseqiiéncias de {x, }nen-

Proposicao A.1.1. Sejam X e Y espacos topologicos, E C X, x € X,

{z.}aca uma rede em X e f: X — Y uma fun¢do. Entdo,

1. x € um ponto de acumulacao de E se, e somente se, existe uma rede em

E\{z} que converge para x.
2. x € E se, e somente se, existe uma rede em E que converge para x.

3. f € continua em x se, e somente se, {f(xy)}aca converge para f(x)

sempre que {x,}qaea converge para x

4. x € um ponto limite de {x,}sca se, e somente se, {xo}taca tem uma

sub-rede que converge para x.
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Prova: 1) Se z é um ponto de acumulacao de F, seja .4 o conjunto das
vizinhancas de x com = 4, dado por D. Para cada U € .4 escolha xy €
(U\{z})N E. Entao {xy}ye sy converge para x. Reciprocamente, se {x,}sca
¢ uma rede em F que converge para xr e U ¢é uma vizinhanca de x, entao

U\{z} contém z; para algum b € A e x é um ponto de acumulagao de F

2) Se {xy}aeca € uma rede em E que converge para z, toda vizinhanga U
de = contém um ponto z; para algum b € A e v € E. Reciprocamente, se
x € E, cada vizinhanca U de z contém um ponto zy de E e a rede {zy}pe s

(onde A4 é o conjunto dirigido do ftem 1)) converge para .

3) Se f é continua em z e V é uma vizinhanca de f(z), f~1(V) é uma
vizinhanga de z. Logo se {x,}.ca converge para z, {x,}sca é absorvida por
V) e, consequentemente, {f(x4)}aca é absorvida por V e {f(z4)}eca

converge para f(x).

Reciprocamente, se f nao é continua em x existe uma vizinhanca V' de
f(z) tal que f~1(V) néo é uma vizinhanca de z (ou seja, z € (f~1(V))e).
Do item 2), existe uma rede {x,}sca em (f1(V))¢ que converge para x e
{f(x4)}aca é uma rede em V¢ ({f(x4)}aeca ndo converge para f(x)).

4) Se {z,, }rer ¢ uma sub-rede de {z,}.eca que converge para x e U é uma
vizinhanca de x, escolha r; € R tal que x, € U sempre que r; <p r. Ainda,
dado a € A, escolha 9 € R tal que a =<4 a, sempre que 79 <p r. Entao
existe r € R tal que 11 g rer; Xgr. Assim, a < a, e x, € U, mostrando
que {x,}qea vistita U frequentemente.

Reciprocamente, se x é um ponto limite de {z,}qc4, seja .4 como no item
1) e faga Z = A4 x A um conjunto dirigido fazendo (U,a) =<z (V,b) se, e
somente se, U < 4 V e a <4 b. Para cada z = (U,¢) € Z podemos escolher

a, € Atal que ¢ <4 a, e x,, € U. Entao, se z < 2/ = (U', ) temos que
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¢ =4 d =4 avea,, €U CU (U =<y U'), portanto segue que {z,}.cz 6

uma sub-rede de {x,},eca que converge para .

A.2 Espacos topolégicos compactos

Definicao A.2.1. Seja X um conjunto. Uma familia T de subconjuntos de

X € uma topologia para X se as sequintes condicoes estiverem satisfeitas:

o X ¢ & pertencem a T,

e Seld C T, entao U UeT,
Ueu

o Se F CT e F € finito, entao ﬂFET.

FeF
Se X € um congunto e T € uma topologia para X, o par (X,T) € chamado
espaco topologico. Neste caso, chamaremos de abertos os elementos de T e

de fechados os conjuntos cujo complementar é aberto.
Se (X, T) € um espaco topologico, entao

e SeY CX ofechoY deY € a intersecao de todos os fechados de X que
contém Y. E fdcil ver que Y ¢é fechado.

o Se Y C X, diremos que U C T € uma cobertura aberta de Y se'Y C

U UeseV CU eV éuma cobertura aberta de Y, diremos que V ¢é

Ueu
uma sub-cobertura aberta da cobertura aberta U de Y .

e Diremos que Y C X ¢é compacto se toda cobertura aberta de Y tiver uma
sub-cobertura finita. No caso particular em que Y = X diremos que X

¢ um espaco topologico compacto.

e SeY C X, diremos que Y ¢é pré-compacto se' Y € compacto.
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o Uma familia {F,}.ca de subconjuntos fechados de X tem a Propriedade

da Intersecao Finita (PIF) se para cada subconjunto finito B de B temos
que ﬂ F,# 2.

beB
Proposicao A.2.1. Sejam X, Y espacos topologicos, f : X — Y uma funcao

e F' um subconjunto de X, entao

1. X € compacto se, e somente se, para toda familia {F,}.ca de subconjun-

tos fechados com a propriedade da intersecao finita, ﬂ F, # @.
a€A

2. Se X € compacto e F € fechado, entao F € compacto.

3. Se X € de Hausdorff, F' é um subconjunto compacto de X e x € X\F,
existem abertos disjuntos U,V tais que x € U e F C V.

4. Se X € de Hausdorff, todo subconjunto compacto de X € fechado.
5. Se X € de Hausdorff e compacto, entao X € normal.

6. Se X é compactoe f: X — Y € continua, entao f(X) é um subconjunto

compacto de Y .
7. Se X é compacto, entao C(X,K) = BC(X,K).

8. Se X ¢é compacto, Y € de Hausdorffe f : X — Y € uma bijecao continua,

entao f € um homeomorfismo.

Prova: (1.) Seja U, = (F,)°. Note que {F,},ca tem a propriedade da
intersecao finita se, e somente se, X nao pode ser coberto por um numero

finito de elementos de {U,}qca € UUa # X se, e somente se, ﬂFa + . A

) ) acA acA
prova do resultado agora é imediata.
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(2.) Se {U,}uca é uma cobertura aberta de F', entaao {U,}eea U {F°}
é uma cobertura aberta de X e portanto possui uma sub-cobertura finita.
Descartanto F° temos uma sub-cobertura finita de {U,},c4 para F.

(3.) Para cada y € F seja U, e V, abertos disjuntos tais que z € U, e
y € V De 2. F ¢é Compacto Sejam yi,- -+ ,y, tais que {V,}!'; cobre F,

U = ﬂU eV = UV E fAcil ver que U e V sao abertos disjuntos com

=1 =1
xEUeFCV.

(4.) Se X é de Hausdorff, segue de 3. que F*° é aberto (consequentemente
F ¢ fechado) sempre que F' é compacto.

(5.) Seja X é de Hausdorff e compacto e F,G dois conjuntos fechados
e disjuntos de X. De 3., para cada g € G existem abertos disjuntos V, e
UjcomgeVye ' C U De 2. G ¢é compacto Sejam g1, - , g, tais que

{V,,}i, cobre G, U = ﬂU eV = UV E claro que U e V sao abertos

=1 =1
disjuntos com F' C U e G C V. Segue que X é normal.

(6.) Dada uma cobertura aberta {U, },e4 de f(X) temos que {f 1 (Uy,) }aca
é uma cobertura aberta de X e portanto, possui uma sub-cobertura finita
{f U4}, Segue que {U, }", é uma sub-cobertura finita de f(X).

(7.) Dada f e C(X,K), basta tomar uma cobertura aberta de K por
conjuntos limitados para concluir que f é limitada.

(8.) Se F C X é fechado temos de 2. que F' é compacto, de 6. que f(F)
é compacto e, de 4. que f(F') é fechado. Assim, f leva fechados em fechados

ou, equivalentemente, f leva abertos em abertos e f~1:Y — X é continua.

Teorema A.2.1. Se X € um espaco topdlogico, as sequintes afirmativas sao

equivalente:

1. X ¢é compacto.
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2. Toda rede em X tem um ponto limaite.
3. Toda rede em X tem uma sub-rede convergente.

Prova: A equivaléncia entre 2. e 3. segue da Proposigao [A.1.1] {tem /.

Se X é compacto e {x,}aca é uma rede em X, seja B, = {x, : a <4
b}. Como para quaisquer a,b € A existe ¢ € A tal que a <4 ce b <4
¢, a familia {E,},ca tem a PIF. Segue do item I. da Proposicao

que L := ﬂ E,#@. Se x € L e U é uma vizinhanca de =, U intersepta

acA
E, para cada a € A e isto significa que {x,}.ca visita U frequentemente.

Consequentemente, x é um ponto limite de {z,}aca.

Por outro lado, se X nao é compacto, seja U C T uma cobertura aberta
de X que nao possui uma sub-cobertura finita. Seja o7 C 24 a colecao dos
conjuntos finitos de U é:lirigida pela inclusao e para cada A € & seja w4

um ponto em (U U) . Entao {z4}4cr é uma rede que nao possui ponto

UeA
limite. De fato, se x € X escolha U e Y comxz € U. Se A€ o/ e {U} < A,

entdao r4 ¢ U, e x ndo é um ponto limite de {x4}acr 7

Um espago topoldgico é seqiiencialmente compacto se, e somente se, toda
seqiiéncia possui subseqiiéncia convergente. Existem espagos topoldgicos
compactos que nao sao seqiiencialmente compactos; isto é, espacos topolégicos
onde existem seqiiéncias sem subseqiiéncia convergente. Veja o exemplo a se-

guir extraido de [17].

Exemplo A.2.1. Considere o conjunto S de todos os subconjuntos infinitos
de N. Em cada s € S escolha dois subconjuntos disjuntos e infinitos as e by
cuja unido € s. Considere o espago topoldgico Xs = {as, bs} com a topologia

discreta (as e bs sdo pontos isolados de Xg). E claro que Xy € compacto.
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Se Y = Il,csXs com a topologia produto, entao Y € um espaco topologico
compacto.

Em'Y escolhemos a seqiiéncia N > n — x(n) € Y definida por

() {as, se o enésimo elemento de s pertence a ag
x(n)ls =

bs, se o enésimo elemento de s pertence a by

Dado t € S, a subseqiiénciat > nw— x(n) €Y de N> nw— x(n) €Y € tal
quet > n— [x(n)]y € Xy assume os valores a; e by paran € t arbitrariamente
grandes (a medida que n percorre t passa por a; e by infinitas vezes) e portanto
nao converge. Seque que t > n > x(n) € Y nao converge e que N > n +—»

z(n) € Y nao possui subseqiiéncia convergente.

Exercicio A.2.1. Seja X = (*(K). Construa uma seqiéncia {z}} em

=X* . i
B (0) que ndo tem subseqiiéncia convergente.

Observe ainda que, um espaco topoldgico primeiro contavel e compacto
é seqiiencialmente compacto mas nao vale a volta (para um contra-exemplo

veja [14] (page 163, problem E-(e))).



Apendice B
COMPACIDADE FRACA

Neste apéndice apresentamos as provas dos Teorema de Eberlein-Smulian e

Krein-Smulian dadas em [20] e [21].
O seguinte resultado bésico (veja a demonstracao em [3, Teorema 3.7]) é

utilizado na demonstracao de alguns resultados deste capitulo.

Teorema B.0.1. Se K é um subconjunto convexo de um espaco de Banach

X, entao o fecho de K nas topologias forte e fraca coincidem.

B.1 O Teorema de Eberlein-Smulian

Se substituimos redes por seqiiéncias no enunciado do Teorema[A.2.|ele deixa
de ser verdadeiro, no entanto, ele ainda é verdadeiro para subconjuntos de

um espaco de Banach com a topologia fraca.

Teorema B.1.1 (Eberlein—Smulian). Seja W um subconjunto de um espaco

de Banach X. Sao equivalentes:

(A) O fecho de W na topologia fraca é compacto na topologia fraca.

(B) Toda seqiiéncia de elementos de W possui uma subseqiiéncia fracamente

convergente para algum elemento de X.

239
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(C) Toda seqiiéncia de elementos de W possui um ponto limite em X.

A prova do teorema serda feita mostrando que (A) = (B) = (C) = (A).
A implicagdo (B) = (C) ¢é imediata. Faremos primeiramente a prova de
(A) = (B) mas, antes disso, vamos apresentar alguns resultados preliminares.
Recorde que um subconjunto A* de X* é total se o tnico vetor x € X tal

que a*(z) = 0 para todo a* € A* é o vetor nulo.

Lema B.1.1. Se X € um espaco de Banach separavel, entao X* tem um

subcongunto total enumerdvel A* = {a} : n € N} e ||z||x = sup|(z,a’)x x+|.
neN

Prova: Seja {a,}y uma seqiiéncia de vetores unitarios que é densa na su-
perficie da bola unitaria de X. Para cadan € N, seja a;; tal que (a,,a’)x x- =
|lan||x = [|ak||x- = 1. Mostremos que A* = {a’ : n € N} é total.

Sex € X, ||z||lx =1ea(zr) =0, para todo n € N, seja {ay, }rey uma
subseqiiéncia de {a, },en tal que a,, "% 2, entio dado que

1 = lim (ank,a2k>X,X* = <$aa2k>X,X*
k—o0

e o ultimo termo do lado direito da expressao acima é zero, temos uma con-
tradicao. Assim A* é total.
Note ainda que, para qualquer que seja x € X com ||z||x = 1, existe uma

NN k—00
subseqiiéncia {a,, }ren de {a,}nen tal que a,, — x e

1=|zllx = sup [{z,2")xx+| = sup|(z,ay)xx-
lz* || x+=1 neN

=1

= lim sup|(a,,, CLZ>X,X*

> 1 * X
k00 neN - k:l—>rrolo‘ (G Gy )X X

e consequentemente, para todo r € X,

|zl x = sup|(z,ay)x x
neN

(i
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Lema B.1.2. Seja X um espaco de Banach sobre K tal que X* contém
um conjunto total enumerdvel. Entao a topologia fraca em um subconjunto

fracamente compacto de X € metrizavel.

X*—l

|
n

Prova: Seja A* = {a’ : n € N} um subconjunto total de X* com ||a
para todo n € N e defina d : X x X — R a métrica definida por d(x,y) =
D02 "z =y an) xx0 .

(A, x*)x x+ ¢ um subconjunto compacto de K e, do Principio da Limitagao

Se W C X é fracamente compacto, note que

Uniforme, W é um subconjunto limitado de X (||W||x = sup,ew llw]lx <
o0). Se Wy, e W, denotam o conjunto W com as topologias fraca e da métrica
d, respectivamente, seja [ : W,, — W, o operador identidade. Se I : W,, —
Wy é continuo ele é um homeomorfismo (ja que W é fracamente compacto)
e o resultado segue. Resta mostrar I : W,, — W, é continuo. De fato, dado
e > 0seja N € N tal que

€

o2y a)xxel < ) 27 W]x < 5

n=N-+1 n=N+1

eV={yeW:|(z—y,a)xx-

< m,n =0,1,---, N} é uma vizinhanga
de z em W, tal que

d(z,y) <e,Vy eV,
completando a prova.[]

Corolario B.1.1 ((A) = (B)). Seja W um subconjunto de um espago de
Banach X. Se o fecho de W na topologia fraca € compacto na topologia fraca,
entao toda seqiiencia de elementos de W possui uma subseqiiéncia fracamente

convergente para algum elemento de X.

Prova: Seja {w,},en uma seqiiéncia de elementos de W e Y := span{w, :

n € N} (fecho na topologia forte do subespago gerado por {w, : n € N}).
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Como Y é também é fechado na topologia fraca (veja Teorema [B.0.1)), pelo
Teorema de Hahn-Banach o conjunto W N'Y tem fecho compacto na topo-
logia fraca do espago de Banach Y. Como as propriedades (A) e (B) sao
equivalentes em espagos métricos, pelo Lema temos que W NY com
a topologia fraca de Y satisfaz a propriedade (B) e {wy,}nen tem uma sub-
seqiiéncia convergente, para um elemento y € Y, na topologia fraca de Y e

portanto na topologia fraca de X .

Lema B.1.3 ((C) = (A)). Seja X um espaco de Banach sobre K e W um
subconjunto de X munido da topologia fraca. Se toda seqiiéncia de elementos
de W possui um ponto limite em X, entao o fecho de W na topologia fraca é

compacto na topologia fraca.

Prova: Se toda seqiiéncia de elementos de W possui um ponto limite em
X, dado z* € X* o subconjunto (W, 2*)x x+ de K tem a propriedade de que
toda seqiiéncia de elementos de (W, z*)x x+ possui um ponto limite em K.
Seque que (W, z*)x x+ é um subconjunto limitado de K e, do Principio da
Limitacao Uniforme, W ¢é limitado. Seja J : X — X*x a aplicagao canonica
entre estes espagos. Como J(W) é limitado, o fecho w*(J(W)) de J(W) na
topologia fraca® de X**, pelo Teorema de Alaoglu. Serd suficiente mostrar
que w*(J(W)) C J(X) pois, neste caso, como J é um homeomorfismo entre
X com a topologia fraca e JX com a topologia fraca® de X**, obtemos que
W estd contido no conjunto fracamente compacto J~(w*(JW)) e portanto
é pré-compacto na topologia fraca de X.

Completaremos a prova mostrando que w*(J(W)) C JX. Seja x™ €

w (JW) ez € X ||2]|x- =1, wy € W com [(x7], 2™ — Jw;) x» x| < 1.

Antes de prosseguir, seja F' um subespaco finito dimensional de X**. A

esfera unitaria de F' é compacta e portanto possui uma i—rede {z7%, -+ ai* ).
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Escolha x; na esfera unitaria de X* tal que (x;;, -77;*>X**,X* > %, 1 <p<n.

Entao, para qualquer z** € F' temos que

1
max{|(x;,a:**>x*7X** 1<p<n}> §||x**|\X

*

Agora escolha x3,--- x5 in X*, |lz7 [|x- = 1e

1 kk
2<m <} > oy

mac{|{,, 5" ) x- x-

*

para todo y** € span{z™, 2™ — Jw;}. Utilizando novamente que z** €

w*(J(W)), escolha wy € W tal que

1
:1§m§n2}<§.

* k%
max{|[(z,,, ™ — Jag) x+ x+
* * I %
Escolha z7, ., -+, x;, na esfera unitaria de X™* tal que

1 *
:n2<m§n3}25||y

max{ [(x),, y"") x+ x+ || x

para todo y** € span{x**, ™ — Jwy, 2™ — Jwy} e, usando novamente que

r** € w*(J(W)) escolha wsy € W tal que

1
:1§m§n3}<§.

max{|(z,,, 2" — Jws) x+ x=

Este processo pode ser continuado indefinidamente. Seja {w,, },en a seqiiéncia
resultante desta construcao.

Por hipétese, existe um ponto x € X que é um ponto limite da seqiiéncia
{wy, }nen na topologia fraca de X. Como Z = span{w, : n € N} é fracamente
fechado, x € Z e x* — Jxr € R* = span{z™, ™ — Jwy, x™* — Jws,--- }. Por

construgao, para cada y** € R = span{z**} + span{xz** — Jw,} temos que,

> Ly
_23/ X

sup [(2y,, ¥ x o x+
meN
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e portanto, para qualquer ponto no fecho de R;*, em particular para ™ — Jx.

Outra caracteristica da nossa construcao é que

(™ — Jwp,) x+ x

1
mo <57 n>np>m.

Portanto, para n > n, > m,

(2, 2™ = Jx) X+ xe

m?

< [y, 2™ — Jwy) x+ x| + (0, — x,2),) x x*

Como x é um ponto limite de {w,},en na topologia fraca, dado z¥, e um

inteiro N > m existe w, com |(w, — z, 2} )x x| < + e n > ny > m. Para

tal elemento temos

<2
N

(@, & — Jx)x xoe| < (@, 2™ — Jwy) x+ x| + [(wy, — x, 2),) x x*

e, consequentemente, (x¥  x** — Jz)yx« x~ = 0 para todo m. Como visto

acima

1
> =l = Tl
meN

e portanto z** = Jx. Isto completa a prova. ]

B.2 O Teorema de Krein-Smulian

Utilizando o Teorema de Eberlein-Smulian, provamos a seguir o Teorema de

Krein-Smulian. A prova apresentada aqui pode ser encontrada em [21].

/

Teorema B.2.1 (Krein—Smulian). Se X € um espaco de Banach e K C X ¢€
um conjunto fracamente compacto, entao a envoltoria convexa fechada cOK

de K ¢ fracamente compacta.

Antes de iniciar a prova do Teorema vamos provar um importante

resultado auxiliar.
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Lema B.2.1. Seja X um espaco de Banach separavel e x** € X**. Suponha-

mos que para todo x* € X* e seqiéncia {x}} em X* que converge para x* na

topologia fraca®; isto €, (x,x) X (2, 2*) para todo x € X, tenhamos que

(¥, ) =X (z*, 2. Entdo ™ = Jx para algum x € X.

Prova: Seja {z,};ey um subconjunto denso de X. Suponha que z** ¢ JX;
isto é, que d(z**, JX) = d > 0. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe z*** €

X tal que, [|27 ]| = 1, (JX, %) xeexome = 0 € (2%, 25%) yoe e = d.

Seja

W, ={2": [{z;, 2") x x*

<lparai=1,--- ,n}.

Pelo Teorema de Goldstine (JX* ¢é denso em X*™* com a topologia fraca*
de X** veja [3, Lema 3.4]), dados Jz1,--- ,Jx,, ™ € X™ e € > 0, existe
e X*, ||z¥|

x+ = 1, tal que

(21, 2%) | =[{x1, %) x x+ — (Jx1, &) xo x| = | (J 21, JT* — 27) x00 x| <,

*\ | * Hkok o * sokok
n = , — **, s)okk | —— — **’ sk
(@, @) [ =[(@n, ) x x- — (S0, 277 ) x000 x (S, Ja© — 277 xo xo0 | <6,
|<I'*, x**>X*,X**_ <Z'**, x***>X**,X*** _ ‘<$**> Jr* — x***>X**,X*** <e.
Logo, existe um funcional z¥ € Bi¥ (0)N{z* € X*: [{z*, 2™) x+ x| >d/2}NW,.

A seqiiéncia {x}} converge para zero na topologia fraca* de X* pois, dado

r € X ee>0,existe z; com [[(x/e) —xj]| <1le

< 2, paran >].

(@/e,20)x x| < (/e — 2, 20) x x| + {25, 7,) x x-

No entanto, |(z}, ™) x« x«| > d/2 e isto nos d4 uma contradi¢ao, provando

o lema.

Agora estamos em condigoes de provar o Teorema de Krein-Smulian.
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Prova do Teorema [B.2.1: Do Teorema de Eberlein-Smulian sabemos
que um conjunto A é pré-compacto na topologia fraca se, e somente se,
toda seqiiéncia de elementos de A tem uma subseqiiéncia fracamente con-
vergente. Dito isto, queremos mostrar que toda seqiiéncia de elementos de
¢o(K) tem uma subseqiiéncia fracamente convergente. Como cada elemento
desta seqiiéncia é combinacao linear convexa (finita) de elementos de K, ela
é gerada por uma sequiéncia S de elementos de K. Denotando por Y o fecho
do subespaco gerado por S, basta mostrar que K = KNY é fracamente
compacto (aqui usamos o Teorema em X e ainda, pelo Teorema de
Hahn-Banach, basta mostrar que K = KNY é fracamente compacto em Y.

Assim, é suficiente considerar K e portanto X separdvel. Seja K um sub-
conjunto fracamente compacto de um espago de Banach separavel X e denote
por K, o subconjunto K com a topologia fraca. Considere T': X* — C(Ky)
definida por Tz*(k) = z*(k), k € K e o seu conjugado 7% : C(K,,)" — X**.
Escolha qualquer elemento de C'(K,)* que, pelo Teorema de Representacao
de Riesz é uma medida regular pu, e seja {z}},en uma seqiiéncia limitada
que converge na topologia fraca® de X* para z*. Entao, do teorema da con-

vergencia dominada,

(2, T 1) o xee = / o (R)dpu(k) "= / (R du(k) = (2, T* W) x- x--

Do Lema obtemos que T*u € JX. O disco unitério fechado em C'(K,,)*
¢ um conjunto convexo e compacto na topologia fraca* que é levado por
J~1T* sobre um conjunto convexo e fracamente compacto que contém K.

Isto mostra que ¢o(K) é fracamente compacto e completa a demonstragao.[]



Apéndice C

ESPACOS DE SOBOLEV - DIMENSAO UM

C.1 Funcgoes com uma derivada fraca

Sejam a e b nimeros reais estendidos com a < b, I = (a,b) e 1 < p < 0.

Se u € Li (I) e existe g € Li (I) tal que

loc loc

b b
/ uw(z)¢' (x) de = —/ g(x)p(x)dx, paratoda ¢ € C(a,b),

diremos que v tem uma derivada fraca g que denotaremos por u’. E facil ver
que a derivada fraca, caso exista, é tinica. Se u € C'(I), entao a derivada

usual de u coincide com a derivada fraca de w.

Definigao C.1.1. O Espaco de Sobolev WYP(I) é definido por
WYP(I) = {u € LP(I) : u tem uma derivada fraca v’ € LP(I)}.

Pode ser facilmente provado que funcao || - |lwisy : WH(I) — [0,00)

definida por

=

lullwroy = (elluy + 1 )7 we WD), 1< p<ooe

HUHWLOO(I) = maX{Hu”LOO(I) + HU/HLOO(I)}a (S Wl’oo(f),

247
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é uma norma e que a norma de W12(I) provem do produto interno

(u, v) () = /bu(x)v(x)dx + /b u'(x)V' (z)dz, para u,v € WH(I).
Escrevemos H'(I) para denotar Wh2(T).
Proposicao C.1.1.
1. WP(I),1 < p < oo é um espaco de Banach.
2. WHP(I),1 < p < oo € reflexivo.
3. WhHr(I),1 < p < oo € separdvel.
4. HY(I) é um espago de Hilbert.

Prova: 1. Se (u,) ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em WP entdo (u,) e (u!)
sdo seqiiéncias de Cauchy em LP. Consequentemente u,, — uwem L, e u;, — g
em LP. Entao

/unw’ = —/u;so V peClI)

1

\ 1
/w’ = —/gso vV peCl)
I I

logo g = € LP e w € W'P(I), ||up — ullrr — 0.
2. WP & reflexivo para 1 < p < o0.
De fato, se X, = LP(I) x LP(I), entao X, é reflexivo e

T W) - X,

u — (u,u)

é uma isometria e portanto T'(W1P(I)) é um subespaco fechado de X . Entao

T(WP(I)) é reflexivo e consequentemente WP (I) é reflexivo.
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3. WhP(I) é separavel para 1 < p < oo.
De fato X, = LP(I) x LP(I) é separdvel, portanto T (W'P(I)) é separdvel e
portanto W1?(I) é separdvel.

4. E imediato. ]

Seja L : D(L) C LP(I) — LP(I) definida por D(L) = W»(I)

/

Lu =1,

entao L é fechado. De fato, se w,, LP—>(I) u, Lu, Lp—>(I) g, da definicao de derivada

fraca, segue facilmente que

g=u
Teorema C.1.1. Se u € WHP(I), entdo existe u € C(I) tal que

u = u quase sempre em [ e

u(z) —uly) = /xu’(t)dt, Vaz,yel.

Observagao C.1.1. Se u € WP ¢ uw = v quase sempre, entdo v € WP,
Do Teorema |C.1.1, se w € WP, entdo u tem um representante continuo.
Sempre que necessdrio utilizaremos o representante continuo de u € WP e

também o representaremos por u. Seu € W e u' € C(I), entio u € C'(I).

Para provar o teorema utilizaremos os dois lemas a seguir

Lema C.1.1. Seja f € L (I) tal que

/fgo’ =0, para todo p € CH(I). (C.1)
I

Entao existe uma constante C' tal que f = C quase sempre.
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b
Prova: Seja ¢ € C}(I) tal que / Y =1. Sew € CV(I) existe p € C}(I) tal

que
e (f2)e

De fato: h = w — </ w> 1 é continua com suporte compacto e /h =0
I

1
x

tome p(x )—/ h(s)ds.
Segue de (C.1)) que

/If [w— (/Iw> w] =0, paratodo w € C.(I).
/I[f— (/fw)} w=0 para todo w € Co(I)

e portanto f = /f@b = (' quase sempre. []
I

isto é

Lema C.1.2. Seja g € Ll (I). Parayy em I pomos

v(z) = /xg(t)dt, x el

/IVSOIZ—/IQ% Vo€ CHI).

Prova: Do Teorema de Fubini, temos

/I vyl = / [ /y jg(t)dt] (@) da
/ dt/ dx—l—/y:dt/tbg(t)gpl(x)dx

Z—/ag()()dt-m

Entiov e C(I) e
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x

Prova do Teorema: Para y,€ I definimos @(x) :/ u'(t)dt. Do Lema|C.1.2

Yo

/ﬂgp’ = — /u'gp, para todo o € C}(I).
I I

Portanto /(u — )¢’ = 0 para toda ¢ € C}(I). Segue do Lema [C.1.1| que

u — u = ¢ quase sempre. A funcao @ + ¢ tem as propriedades desejadas.

Observacao C.1.2. Seque do Lema que, se I ¢ limitado, entao a
primitiva v de uma funcdo g € LP pertence a WP, Se retirarmos a hipdtese

de que I seja limitado, entdo v € WP sempre que v € LP.

Proposicao C.1.2. Seja u € LP(I) com 1 < p < oo. As propriedades

sequintes sao equivalentes
i) ue WhP(I),

ii) Existe uma constante C tal que

Jie
I

ii1) Eziste uma constante C' tal que, para todo w CC I e para todo h € R com

|h| < dist(w, I¢), temos

< C”SOHLP*(I), Vo € CX(I), (C.2)

HThu—uHLp(w) < C’h‘. (C.?))

Além disso, podemos escolher C' = ||v||r»(r) em ii) e iii).
Prova: Provaremos que i) e i) sdo equivalentes, que i) implica i) e que
que %) implica 7).

E claro que, se u € WYP(I) e ¢ € C>(I), entdo

/w’ =|—/U’so
I I

< 'llzenllell e 1y,
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provando que 7) implica 7). Reciprocamente, se ((C.2) vale, o funcional linear
(D) 5 C(D) 5 s /w’ €R
I

é continuo na norma de L (I) e se estende, de maneira tinica, a um funcional
linear continuo F' de LP (I) em R. Segue do Teorema de Representacao de

Riesz que existe —g € L tal que
(F,p) = —/Igso, Vo € LV (1)

e em particular para p € C°(I). Segue que u € W1P(I) e que 1) implica 7).

Seu € WH(I), wcC I ex € w, do teorema anterior,

z+h 1
u(x + h) —u(z) = / o (t)dt = h/o u'(x + sh)ds,

entao

lu(z + h) — u(z)| < |h| /0 lu'(x + sh)|ds.

Se p = 00 é claro que i) vale. Se 1 < p < 0o, da desigualdade de Holder

1
lu(z + h) —u(x)|P < |h|p/ [u'(x + sh)|Pds.
0

e, consequentemente,
/\u(x+h)—u(x)|pdx < |h|p/dx/ (2 + sh)|Pds

= |h|p/ ds/]u (x + sh)[Pdx .
Para 0 < s <1 temos

/|u/(x+sh)\pdx :/ h]u'(x)\pdx < /I|u'(x)]pdx :
w w—+s

HThu - UHLP(w) < HulHLP(I)VL‘v
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provando que 7) implica ).

Suponha que u € LP(I) e que exista C' > 0 tal que vale para cada
w CC I eheRcom |h| < dist(w,I¢). Se ¢ € CH(I), escolha w CC I tal
que supp ¢ C w. Para h € R tal que |h| < dist(w, [¢) temos

e+ )~ w@p@)iz = [ula)iplo - 1) - p@ld. (C4)

I I
Da desigualdade de Hoélder e de (C.3))

/[u(x + h) — u(zx)]e(x)dr

I < C|h|\|90HLp*(I)-

Dividindo (C.4) por h e fazendo h tender a zero, deduzimos que

\ / uso’| < Cllgllra, Ve € CHD).

Isto mostra que #4i) implica i) e completa a prova. ]

Exercicio: Mostre que, se p =1, i) = i) < ).

Corolério C.1.1. Seu € Wh(I), entao u' € L>(I) se, e somente se, existe

c >0 tal que
lu(z) —u(y)| < clr —y|, quase sempre para =,y € I.

Seja n € C1(R), 0 <n < 1, tal que

Ly

Nﬂ(@

1
4

0 se =z >

n(az)—{l se T <

B0 i

el
8

Dada f definida em (0, 1), definimos

~ {f(a:) se 0<x<1

0 se z>1
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Lema C.1.3. Seja u € WP(I), entdo
nu € Wh(0,00) e (ni) =n'u+n

Prova: Se ¢ € C}((0,00)), entao

00 1 1
/ iy’ = / iy = / ul(ne)" —n'e]
0 0 0
1 1
= —/ WU’—/ n'pu pois ny € C:((0,1))
0 0
= - / (u'n +un')e.00
0
Teorema C.1.2 (Operador Extensao). Se 1 < p < oo, eziste um operador
linear limitado P : WYP(I) — W1P(R) tal que
i) Pu|y = u, para todo u € W'?(I),
i) ||Pull gy < Cllull oy, para todo w € WH(I),
ii) || Pullwrew) < Cllullwrs, para todo w € WHP(I),
onde C so depende de |I| < oo.

Prova: Comecemos pelo caso [ = (0,00) e vamos demonstrar que o prolon-

gamento por reflexao
(Pu)(x) = { u(z), se x>0,

u(—z), se x <0,

é o operador desejado. De fato

| Pul| oy = 2||w| 2o (1)

v(a:)—{UI<x) se ©<0

—u'(—z) se x>0
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é tal que v € LP(R) e

(Pu)(z) — u(0) = /Oxv(t)dt.

Logo Pu € W'P(R) e || Pullwiem) < 2||ullwir@,o00)-
Consideremos agora o caso I limitado. Sem perda de generalidade, pode-

mos considerar [ = (0,1).
Dada u € W(I) e n como no Lema |C.1.3| escrevemos

u=nu+(1—-n)u.

A fungao nu é facilmente prolongada a (0,00) por nu (do Lema |[C.1.3)) e
em seguida pode ser prolongada a R por reflexao. Obtemos assim uma funcao

v € WHP(R) que prolonga nu e tal que

1] o) < 2|l o)
|v1]lwiem) < Cllullwisgy  (C depende de 17 []50)

Procedemos de forma andloga para (1 — n)u, ou seja, primeiro prolongamos
(1 = n)u a (—o0,1) por zero fora de (0,1) e em seguida a R por reflexdo
(relativamente ao ponto 1) assim obtemos v € W1?(R) que prolonga (1—n)u

e tal que é tal que

2]l o) < 2l|ull ey, [v2llwir@) < Cllullwre-

Entao Pu = v; + vy resolve a questao.]
A a convolucao tem um papel importante nos processos de aproximagao.
O seguinte resultado serd importante para aproximacao de fungoes de W12(T)

por funcoes regulares.

Lema C.1.4. Seja p € L'(R) e seja v € WH(R) com 1 < p < co. Entdo
prxveWM(R) e (p*xv) =pxv/,
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Prova: Suponha primeiramente que p é de suporte compacto. Sabemos que
pxv e LP(R). Seja ¢ € CL(R)

€C>(R)

Lsnd = [voeer= [vTeal == [ v v0) == [ (o=

Se p ndo tem suporte compacto introduzimos uma seqiiéncia (p,) de C.(R)

tal que p, — p em L(R). Pelo que acabamos de provar
prxv €W e (pyxv) = pyx 0,
mas p, *v — pxvem LP(R) e p, v — pxv' em LP(R)

|(pn = p) * V| o) < llon — Pl V]| 2o (w)-

Segue que (pxv) = pxv' (do fato que a derivada é fechada em LP(R)) e
pxve WW(R).

Teorema C.1.3 (Densidade). Seja u € WIP(I) com 1 < p < co. Entdo

existe uma seqiiéncia (u,) de CP(R) tal que u,|; — u em WHP(I).

Prova: Podemos sempre supor que I = R pois, nos outros casos, comegamos

estendendo u a uma fungao de W'?(R) com a ajuda do Teorema |C.1.2|
Fixamos £ € C.(R) tal que 0 < ¢ <1e

§(a:)={ 1, se |z| <1,

0, se |z|] > 2.

Definimos a seqiiéncia &,(x) = 5(%) paran = 1,2,3,---. Se f € LP(R),
1 < p < oo, segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
Enf — fem LP(R).

Fixamos uma seqiiéncia regularizante {p,}. Mostraremos que a seqiiéncia

U, = &,(pn * 1) converge para u quando n — oo em W1P(R). Primeiramente
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temos ||u, — ul|z» — 0. De fato, se escrevemos
up — u = &[(pn * u) —ul + [u — ul,

entao

o = llzs < 1) 0) =l + |0 = w]> = 0,
Em continuacao, em virtude do Lema, temos que
u,n - fnl(pn * U) + fn(pn * u/)
logo

lun” = lle < 110" (on * W)l Lo + [[6n(pn * 0') = v'l| 0

n—oo

c
< Sllullee = llon* v’ = lle + 160w = 'l zr =0,
onde C' = ||| 1~. ]
Teorema C.1.4. Eziste uma constante C (dependendo so de |I| <oo) tal que

1 |ull gy < Cllullwrsr, para todo w € WHP(I), e para todo 1 < p < oo,

ou seja, WHP(I) < L°°(I) com inclusdao continua para todo 1 < p < oo.
Além disso, quando I € limitado,

2. Wi(I) — C(I) com inclusio compacta para 1 < p < 0.

8. WHHI) — L4(I) com inclusio compacta para 1 < q < 0o .

Prova: Comecamos estabelecendo 1. para I = R; o caso geral segue do
Teorema |C.1.2, Seja v € CL(R); se 1 < p < oo pomos G(s) = |[S|P71S. A
funcao W = G(v) pertence a C.(R) e

W' =G (v = polP~1'.



258 APENDICE C. ESPACOS DE SOBOLEV - DIMENSAO UM

Portanto, para x € R, temos

Glow) - | " P (1)t

—0
e utilizando a desigualdade de Holder obtemos
-1
[o(@)I” < pllvllz, 0],

e, da Desigualdade de Young,

1 L 1 1 /1 1
o(@)] < P ol ], < b (Envup ; 1—)”@'””) .

Segue que

[vllz= < Cllvllwie, Vo € Co(R), (C.5)

onde C' ¢ uma constante universal.

Para completar a prova de 7. aplicamos o Teorema tomando, para
cada v € WP uma seqiiéncia {u,} C C}(R) tal que u, — u em WH(R).
De ((C.5) obtemos que {u,} é de Cauchy em L*(R) e portanto convergente
para u em L>®(R) e 1. segue tomando o limite em (C.5)).

A prova de 2. segue da seguinte forma: Seja F a bola unitéria de W1P(I),

1 < p < oo. Para u € F temos que

/ u’(t)dt‘ < |
Y

Segue do Teorema de Arzeld-Ascoli que F é relativamente compacto em C(T).

x—y"" <o -y, Vryel

u(z) = uly)| = 1

A prova de 3. segue da seguinte forma: Seja F a bola unitdria de Wh1(T).
Para mostrar que F é relativamente compacto em L%(1), 1 < ¢ < oo aplica-
mos o Teorema de Fréchet-Holmogorov. Verifiquemos suas hipoteses.

Sejaw CC I, u € F e |h| < dist(w,v]).
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Segue da prova que i) implica 4ii) na Proposigao que

IThe = ull gy < [B] [0 |2y < |-
Portanto

/ lu(z + h) — u(x)|%de < <2q_1\|u|\qL;l> / lu(z + h) — u(x)|de < Clh|
w w
e consequentemente
1/q
(/ |u(:1:+h)—u(:1:)\qda:) <OVt <ese h <6
w
Para verificar a condigao restante note que, para u € F
ull Loy < el e T\w] /< &

se |[I\w]| é pequeno.

O Teorema de Fréchet-Kolmogorov implica o resultado.

Observacao C.1.3. Note que:
1. Wht — (1) e continua mas nunca é compacta (mesmo se |I| < oo ).
2. Se I nao é limitado WP — L>(I) ndo é compacta.

3. Se I € um intervalo limitado e 1 < g < 00 o teorema anterior assequra

que ||u|| = ||v'||» + ||u||ze € equivalente & norma usual de WP(I).
4. Se I ¢ ilimitado e ue WHP(I), entdo u € LY(I) para todo q€ [p,00) pois

/HUHQ < flullz< iz

Em geral w ¢ LY(I) para q € [1,p).
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Corolério C.1.2. Se I ndo € limitado e u € W'P(I) com 1 < p < oo, entdo

lim wu(z) =0.
xel
|x|—00

Prova: Do Teorema |C.1.3| existe uma seqiiéncia u,, € C}(R) com

n—oo

Hunh — UHWLp([) — 0.

Do Teorema [C.1.4, segue que ||u, — u|[z=) —>0. Assim, dado £ > 0, existe
n—oo

N € N tal que |lu, — u||g~) < € para todo n > N e, para todo z € I com

|z| suficientemente grande, |u(x)| < €.

Corolario C.1.3 (Derivacao do Produto). Sejam u e v € WP(I) com 1 <
p < oco. Entdo uv € WHP(I) e

(uwv) = u'v + uv'.
Além disso, vale a formula de integracao das partes
/ u'v = u(z)v(x) —uly)v(y) — / w'V zyel .
y y

Prova: Notemos que u € L*(I) e portanto uv € LP(I). Comecemos pelo
caso 1 < p < oo e seja (uy), (v,) seqiiéncias de CH(R) tais que uy,|7 € vyl
convergem para u e v respectivamente em WYP(I), entao u, — u e v, — v

em L>(I) segue que u,v, — uv em LP(I). Assim,
(unvn)' = up'vy + upv, — u'v +uv’ em LP(I).

Logo uv € W e (uwv) = v'v + uv'.

Se u,v € Wh*(I), entdo u,v € L>(I) e

u'v +uwv' € L2(I).
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Resta verificar que
/uvgp’ = — /(u'v +w')p,  para todo ¢ € CH(I).
I I

Seja I limitado tal que suppy C I C I. Entdo u,v € Wl’p(f), para todo

p < o0. Disto segue que

/uw’ = — /(u’v + uv')p.
I I

Como ¢ é arbitraria em C!(I) o resultado segue.

Corolério C.1.4 (Derivagao da Composigao). Seja G € CH(R) tal que G(0) =
0 e seja u € WHP(I). Entao

Gouec W(I) e (Gou) = (G ou)

Prova: Seja M = ||ul|z=(). Como G(0) = 0 existe C tal que |G(s)| < C(s)
para s € [—M,M]. Entdao G ou € LP(I) pois |G ou| < C|u|]. Da mesma

forma (G’ ou)u’ € LP(I). Resta mostrar que

/(G ou)yp = — /(G’ ou)u', para todo o € CH(I).

Suponha que 1 < p < co. Do Teorema existe uma seqiiéncia {u,} €
C>(R) tal que u,|p — w em WHP(I) e portanto L>(I). Portanto G o u,, —
Gouem L*(I) e (G oup)u, — (G'ou)u' em LP(I). De

/(G ouy)p = — /(G’ ouy,)u,'p,  para todo ¢ € CHI)
resulta que
/(G ou)p = — /(G' ou)u'y, para todo ¢ € CI([).

O caso p = 0o segue como no Corolério [C.1.3
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C.2 Funcoes com varias derivadas fracas

Definicao C.2.1. Dados m > 2 e 1 < p < oo definimos, por recorréncia, o
espaco

WmP(I) = {fue W MP(I) - u' € WHP(I) ]

Escrevemos H™(I) := W™2(I).
Note que:

o ucW™P(]) se, e somente se, existem funcoes g1, ..., g, € LP(I) tais que

/ungzJ:(—l)j/g,gp, para todo p € C°(I), j=1,2,...,m.
I I

Denotamos g; por D/u.

e No espaco WP ([) definimos a norma

[ (Z IDauipm)

a=0

e H™(I) é munido do produto interno
('LL, U)Hm = Z(Dau, DQ’U)LQ(I)
a=0

e Pode-se mostrar que a norma || - |[yms(r) é equivalente a norma [Juf| =

||| zo(ry + || D™ )| o1y além disso pode-se estabelecer que

1 D7ul| 1o(ry < € ||D™ullpoiry + Cllull oy ¥ u € W™P(I)

o Wmr(I) C C™Y(I).
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C.3 O Espacgo W,”(I)

Definicao C.3.1. Dado 1 < p < oo, denotamos por Wy (I) o fecho de C}(I)
em WY(I). Denotaremos Wy>(I) por HL(I).

e H}(I) é dotado do produto interno de H'(I).

o W, P(I) € separdvel para 1 < p < oo, reflexivo para 1 < p < co e HA(I)
¢ Hilbert.

e Se I =R, C}(R) € denso em W'P(R) e portanto W,*(R) = W'?(R).

e Usando seqiiéncias reqularizantes concluimos que C°(I) € um subespaco

denso em W, P(I) e, se w € WY(I) N C.(I), entio u € Wy (I).
Teorema C.3.1. u € W, ?(I) se, e somente se, u € W'"(I) eu =0 em OI.

Prova: Se u € W,"(I) existe uma seqiiéncia {u, } de C(I) tal que u, — u
em WP(I). Portanto u, — u uniformemente em I e consequentemente 1 = 0
em O1.

Reciprocamente, se v € WP(I) e u = 0 em 9I. Fixe G € C1(R) tal que

0 se [t] <1
Gt) = 1] <
t se |t| >2

G| <|t|VteR

1
Fazendo u,, = — G(nu) de forma que u,, € WH?(I) (Corolario |C.1.4)).
n
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1
Por outro lado suppwu,, C {:1: el:|u(x) > —} e portanto supp u,, é com-
n
pacto pois (u =0 em 0] e u(x) — 0 quando |x| — o0). Consequentemente,

u, € Wy ?(I). Finalmente,

up(z) —u(x)] =30, Vzel,
lup(z) —u(x)| < 2lu(x)], VneN e Vzel

Disto segue que

/\un —u(z)Pde =30

= G (nu(x))u'(z) = /()

/\un —(x)]Pde =50

u, — uem W(I) e portanto u € Wy ().

C.4 Desigualdade de Poincaré

Seja I um intervalo limitado. Entao, existe uma constante positiva C', de-

pendendo somente de |I], tal que
lullwroy < Cllw||zor) ¥ u € Wy (I).
Prova: Se u € W,”(I) e I = (a,b), entiio
u(z) =u(zr) —ula) = /fﬂ u'(s)ds
de onde [|ul|s < 1] ]|t/||oo sS€ p =00 €

(@) < |11 / P

(Jrwar) " <in( fur)”

se p < oo. Entao
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Logo

lullze < H | oy

[ullwrr < (L [1]) (['l|zory O
Note que:

1. («/,v")2(s) define um produto interno em H{(I) se |I| < oo e ||u/||r2(n)

define uma norma equivalente & norma de H' em H}(I).

2. Dado m > 2 definimos W;""(I) como o fecho de C°(I) em W™P(I).
Note que WiP(I) # W2P(I) N Wy (I) e que

Wy () ={ue WmP(I) :u=v'=...=u""'=0em O}
W2P(I) N WyP(I) = {u € W?P(I) : u =0 em OI'}
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Apeéendice D

OPERADORES ELIPTICOS - GERACAO DE
SEMIGRUPOS ANALITICOS

Seja Q C RY um conjunto aberto, conexo, limitado com fronteira suave. Seja
L o operador diferencial de segunda ordem definido por

N

Au=)" (D.1)

1=1

267
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Apeéendice E

POTENCIAS FRACIONARIAS: TOPICOS
ADICIONAIS

E.1 Algumas propriedades adicionais interessantes

Aplicando a férmula (4.7) ao caso X := C e A := 1, em particular, segue que

/ (14 5) lds =
0

Portanto deduzimos do fato que A € P e da igualdade acima que

: , 0<Rez<l1.
sin mz

| sin 7z | | sin 2|

A x) < M (E.1)

T sin TRez

/ s (14 5) ds=M
0

para 0 < Rez < 1.

Agora nao é dificil provar o seguinte resultado de continuidade:

Teorema E.1.1. {4% Rez < 0} U {AY = Ix} € um semigrupo fortemente

continuo e analitico sobre X.

Prova: Gragas ao Lema [4.2.1] resta mostrar que é fortemente continuo em

z = 0. Note que, para s > 0,

(s4+A4) 7 =(145) 7" D (s+A) (1= (s+A)(1+5) ") = (1+5) " (s+A4) " (1-A).

269
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Portanto, dado x € D(A) e z com 0 < Rez < 1, segue de (4.7)) e de (E.1) que

Aog — g = 28 7TZ/ s (s+A) twds — > 7TZ/ s (14 s) txds
™ Jo ™ Jo
. o s
=2 7TZ/ i (s+A) 1 - A)xds.
T 0 1 _|— S
Consequentemente,

S—Rez

1—A S 1.
( )$||X/0 (149 ds, 0< Rez<

| sin 7z

||A_Z£C — ZL‘HX S M

Como a integral converge para 1 quando Rez — 0, vemos que A %x —
quando z — 0 em {z € C: |arg z| < a} para cada a € (0,7/2). Desde que
A~% ¢ uniformemente limitado para z € {z € C: |argz] < a}N{z € C:
0 < Rez < 1} para cada a € (0,7/2), gracas a (E.I)), A* converge para Ix
na topologia forte quando z — 0 em {z € C : |argz| > 7/2 + €} para cada
e € (0,7/2). Isto prova o teorema.]

E uma consequéncia do Teorema [E.1.1| que {A~;¢ > 0} é um semigrupo

fortemente continuo sobre X. Denotamos o seu gerador infinitesimal por

—log A
o que define o logaritimo de A € P(X). Entao, vale a férmula intuitiva
At — e tlogd 4>
Teorema E.1.2. Suponha que A € P(X) e 0 < a <1, entao
I+ A)allx < Kp A z)x, p>0, x€X.

Aqui K € uma constante dependendo de M e «.
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Prova: Sabemos que ||s(s + A)7zox) < M, [[A(s + A) ey < M +1,
s > 0. Seja z € D(A), entdo
(p+A) e =A"TA(u+ A) A

Sin o

= / s* A+ A) s+ A) T A T ads.
0

T

Portanto

| o .
I+ A) el < S MM 1) / s ds ! + / d] |A=] x
m 0 m

sin o :1 o 1 L
—p* 4+ ——p 1] A= x
T o) 1l -«

< M(M+1)

e o resultado segue.

Teorema E.1.3.

1. Suponha que A € P(X) e que v € D(AY) para algum o, 0 < o < 1.
Entao, se x. = (I +eA) lx, e > 0, temos que

lze = 2llx < Me*[|A%| x
[Azclx < Me* A% x

para todo € > 0.

2. Suponha que x € X e que para algum o, 0 < a < 1, ||z]|x < B < o0,
existe . € D(A), para todo € > 0 tal que

|ze — z]|x < Be®, Ve >0,

|Az||x < Be*™!, Ve > 0.

Entdo x € D(AP) para qualquer B em 0 < B < a e
HAﬁxHX < MypB

para uma constante M, 3 dependendo somente de A, a e (3.
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Prova: 1) Pelo Teorema [E.1.2]

[Az]lx = A1 + eA) A% ]| x
< Mea_lnAal'HX

e portanto ||z. — z||x = ||eA( + €A) x| x < Me¥|| A% x.
2) Para qualquer p > 0, € > 0

JAG + A) "y < [JAG+A) " (@ = 2 llx + (n+ A) " Az x
< (M +1)Be* + Mu 'Be* 1.

Logo, escolhendo € = p~!

[AGu+ A) 2l x < BEM + 1)
e claramente
[A(+A) 'z)|x < (M +1)|zlx < B@2M +1).

Logo
|A(p+ A) 'zl x < B(2M + 1) min{1, =},

Se 0 < f < «a segue que / |7 1A(s + A) x| xds < oo e
0

sin /3

Jpz = / sV A(s + A)tads
0

é tal que ||Jpz||x < M, B, mas

_ s Wﬁ (s+ A)” Lrds — AP g

quando R — oo e Afp — Jax quando R — oo0. Como A é fechado segue que
AP=lz € D(A) o que significa # € D(AP), desde que z = A~ P(AA 1), e
1A% x = [[Jszllx < MasB.o
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Corolario E.1.1. Sexz € D(A%), a >0 e 0 < < a entdo

sin
APy = b

(0

/ s" T A(s + A)ads.
0
Considere a seguinte extensao de (4.7)).

Proposicao E.1.1. Suponha que m =0,1,2,---. Entao

A7 — sin mz m) ° —— .
oo (1—2)(2—2)-~-(m—z)/0 ST s+A) s (E2)

para 0 < Rez < m + 1.

Prova: Suponha que z satisfaz 0 < Rez < 1. Entao da integracao por partes

em ({4.7)) temos que,

B sin 7z
(1 - 2)

- ﬂz)/ s' (s + A)Pds.
0

= 7r(1——z
Agora segue por indugdo para 0 < Rez < 1. Gragas a (4.4]) é facil
verificar que a integral em (E.2)) converge absolutamente para 0 < Rez <
m+ 1 e que o lado direito de é uma aplicacdo analitica de {z € C: 0 <
Rez <m+ 1} em L£(X). Agora a afirmativa segue do Teorema [E.1.1}

o

A™F [(slz(s + A)l‘ + / s'7%(s + A)2ds
0

0

Agora suponha que —1 < Rez < 1. Entao pomos

Sin 7wz

A, x =

=

/ s*(s+ A) 2Axds, x¢c D(A).
0
Observe que

Apr = / (s + A)%dsAz = —(s + A)*le‘go =z, xz€D(A). (EZ3)
0

Além disso, se Rez # 0, segue de (4.7)) e de (E.2) que

o e
Arp = A1 Ay = ST 2) / s°(s+ A)2Azrds = Ax (E.4)
0

Tz
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para € D(A). Note que

SIn 72

A'A, c B, =

/Oosz(s + A)%ds € L(X). (E.5)

Tz
Seja (x;) uma sequéncia em D(A) tal que x; = 0e A,z; = f em X. Entao
gragas a (E.5)), B,z; — 0e B,x; — A™'f, o que implica que f = 0. Portanto
A, é fechével. Motivado por (E.3)) e (E.4) fazemos

A® :=fecho de A,, Rez =0.

Daqui por diante sempre freqiilentemente escreveremos D(A?) para denotar
este espaco vetorial munido com a norma do grafico de A®. Escreveremos
Is(X,Y) para denotar o subespago de L£(X,Y") consistindo dos isomorfismos
lineares de X sobre Y. Com estas consideracoes ja provamos a maior parte

do seguinte teorema.

Teorema E.1.4. Suponha que A € P(X). Entdo a poténcia fracionaria
A? ¢, para cada z € C, um operador linear fechado densamente definido em

X. Se Rez <0 entao A* € L(X) e € dado pela integral

1
2w Jp

A (=N (A + A)ld, (E.6)

onde I € qualquer curva simples suave por partes em C\RT indo de ooe™¥

a ooe'? para algum o € (0,7) tal que o(—A) fica estritamente a esquerda de
I'. Além disso,

(1) A® € a poténcia usual de A se z € inteiro.

(i) A’z = Sm"’/ S (s+A)2Axds, =€ D(A), —1<Rez< 1.
e 0
(iii) Suponha que oum =0,1,2,---, v € D(A*™) e max{Rez, Rew} < m ou

Rez, Rew e Re(z+w) nao sio nulos e x € D(A") onde u € {z,w, z+w},

satisfaz Reu = max{Rez, Rew, Re(z + w)}. Entdo A*A%x = A* "x.
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(iv) A*AY = A** Rez,Rew > 0.
(v) D(A®) <% D(A%) <% X, 0 < Rez < Rew.
(vi) A* € Is(D(A**"), D(A")) N 1s(D(A%), X), Rez,Rew > 0.
(vii) Dado m =0,1,2,---, a aplicagdo
{z€C:Rez<m}— L(D(A"),X), z+— A®
é analitica.

Prova: A primeira parte da afirmativa segue de resultados que precedem o

enunciado do teorema.

(i) Segue de (2.21)) e de (4.8).

(ii) Se Rez # 0, isto foi mostrado em (E.4)) e segue da definigao de A* se
Rez = 0.

(iii) Se Rez, Rew e Re(z + w) sdo todos distintos de zero, isto é uma con-

sequéncia de (4.11]) e (4.10]). De (ii) e (4.4)) concluimos que

(z A") € C*({z € C: =1 < Rez < 1}, L(D(A), X)NL(D(A?), D(A))).
(E.7)
Portanto, suponha que z,w € {( € C: —1 < Re( < 1}. Escolha as

sequeéncias (z;), (w;j) em
{zeC:-1<Rez<1}\{z€C:Rez=0}=: 7 (E.8)
tal que z; +w; € Z, z; = 2z e w; — w. Entao, pelo que ja sabemos,

A% A%ig = A5ty gz e D(A?).
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Portanto, fazendo j — oo, obtemos de (E.7) que (iii) é verdade se —1 <

Rez, Rew < 1.

Suponha que Rez = 0 e {w € C : |Rew| > 1}. Fixe a € R com
0 < o — Rew < 1. Entao

AP A%y = A*AV" YAy — Az—i—(w—a)Aax _ A(z+w—a)+ax _ Az—i—wx

parax € D(A?*™) comm = 2,3,--- e Rew < m jd que —1 < Re(w—a) <
0ea#0.

Finalmente, seja Rez < —1, 1 < Rew e Re(z + w) = 0. Escrevemos
z=1r4+scom —1 < Rer < 0. Como as partes reais de r, w e r + w sao

nao nulas e z, r e s tem partes reais negativas, segue que A* = A"A% e

ASAYy = ATx para © € D(AY). Portanto
A*AYz = A"AS g,z € D(AY) C D(A*™).

Logo podemos supor que —1 < Rez < 0. Entao Re(z + w) = 0 implica
0 < Rew < 1, de forma que estamos de volta a situacao ja considerada.

Consequentemente, (iii) foi completamente provado.

Pelo Teorema e (iii) é suficiente provar que z € D(A") e A%z €
D(A?) implica z € D(AY"%) se Rez > 0 e Rew > 0. Seja f := A*(A"z).
Entdo segue de (iii) que o = A™W(A7*f) = A=W+ f ¢ D(AW+?),

De (4.10) e de (iii) deduzimos que
[Az|x = [[AT A% x < [A7"]lex) A%z x, = e D(A").

Como = — ||A%z|x é uma norma equivalente a norma em D(A") para

Reu > 0, gracas a limitacao de A™", segue que D(A") — D(A*) — X.
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Dado = € D(A?) faca f := A’z € X. Como D(A""*) é denso em X,
dado € > 0 podemos encontrar u € D(AY %) tal que [|[u — fllx < e.

Portanto
v:=A"ue DAY) e [[A*(v—2)|x=]|u— fllx <e.

Isto mostra que D(A") é denso em D(A?) que, junto com (4.13]) implica

a afirmativa.

(vi) A primeira afirmativa segue de (iv) e a segunda é trivial.

(vii) Gragas ao Teorema [E.1.1]e (E.7), podemos supor que m > 2. Desde que

(v) implica
£(D(A), X) = L(D(A™), X),
concluimos que

(z+ A%) € C'({z € C;Rez < 1}, L(D(A™), X)). (E.9)

Se 0 < Rez < m entao (iii) implica que A*x = A* ™A™y para x €
D(A™). Portanto o Teorema garante que

(z = A") € C'({z € C;0 < Rez < m}, L(D(A™), X)).
Isto juntamente com (E.9)) prova o teorema.

Note que se —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente
continuo com decaimento exponencial em X entao A é do tipo positivo. Neste

caso podemos obter outra representacao 1til para A% com Rez > 0.

Teorema E.1.5. Suponha que —A € o gerador de um semigrupo fortemente

continuo {T(t) : t > 0} com decaimento exponencial. Entdo

1 /°° B
#1T(t)dt, Rez > 0.
0 S, U0

A~ =
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Prova: E uma conseqiiéncia facil de

| / 7T (t)dt <M / thez—le=at gy
0 L(X) 0

e das propriedades conhecidas da funcao I' que a aplicacao

{z € C:Rez >0} = L(X), Z F(lz) /Ootz_lT(t)dt

¢ analitica. Portanto, gracas ao Teorema, é suficiente provar a igualdade

para 0 < z < 1.
Dado z € (0,1), de (4.7)

A =2 ’ﬂ'Z/ s (s + A) tds.
0

7

Por outro lado sabemos da teoria de semigrupos que
(0]
(s+A) = / e S'T(t)dt, s> 0.
0
Portanto pelo Teorema de Fubini

A sm7rz/ / P8 di ds — sm7rz/ T(t)/ st ds di
0

sin 7z

= F(l—z/o t*~1T(t) dt.

™

Portanto a afirmativa segue da férmula

L(z)I'(1 —2) =n/sinmz.

E.2 Poténcias fracionarias em espacos de Hilbert

Agora supomos que H é um espaco de Hilbert e A é um operador linear

auto-adjunto definido positivo em H, isto é, A = A* > a > 0 para algum
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a > 0. Seja {E)\; A € R} a resolugao espectral de A. Entao, dado z € C,
podemos definir A* por

(0]
A® ::/ NdE,, ze€C. (E.10)
0
O teorema a seguir mostra que esta definicao coincide com a anterior.

Teorema E.2.1. Seja H um espaco de Hilbert a A um operador linear auto-
adjunto definido positivo em H. Entdo A € P(H) e as poténcias fraciondrias

definidas em através da resolugdao espectral coincidem com as poténcias
fraciondrias do Teorema [E.1.4.

Prova: Primeiramente note que o(—A) C (—o0,—a] se A = A* > a > 0.

Além disso,
(s + )zl < (s + Az, 2) < |[(s + Azl|nllz|m, = € D(A),
implica
s+ A) e < (s+a) ' <M(1+s)"", s>0.

Portanto A € P(H).
Seja I' o contorno consistindo dos dois raios —3 + Rte™ para algum
B € (0,a) e € (0,7) e orientada de forma que as partes imagindrias crescam

ao longo de I'. Entao para z € C com Rez < 0 e u > « a férmula integral de

! /F<_)\)Zd)\ — 1°

Cauchy implica

2w Jp A+ p
Portanto, do Teorema de Fubini e o cédlculo espectral de A
1 1 o
— [ (=N A+A) A= — [ (=N | (A+p)'dE,d\
s [V A= o [ [,

[ 1 [(=A)F >
— d\| dE), = “dE
s ase= [ o
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em L(H), gragas ao fato que o suporte da resolugao espectral estd contido
em [, 00). Isto prova a afirmativa para Rez < 0. Agora o teorema segue
do célculo espectral para operadores lineares auto-adjuntos e da definicao de

poténcias fracionarias para A € P(H) dada acima.]

E.3 Poténcias de poténcias fracionarias

Nesta secao apresentamos dois resultados. O primeiro deles, devido a T. Kato
(veja [9]), estabelece uma férmula para o operador resolvente de poténcias
fracionarias. Esta férmula é aplicada para demonstrar que é possivel calcular
poténcias fracionarias de poténcias fracionarias. Este mesmo resultado ainda
estabelece, no caso em que A gera um semigrupo fortemente continuo com
decaimento exponencial, uma férmula (devida a Yosida [22]) para para se-
migrupo analitico gerado por —A® em funcao do semigrupo gerado por —A.
O segundo resultado é uma conseqiiéncia simples do primeiro e estabelece o

seguinte teorema de reiteracao: (A%)% = A%,

Definigao E.3.1. Dizemos que A é do tipo (w, M) em um espago de Banach
X se A € fechado, densamente definito e o resolvente de —A contém um setor
aberto {\ € C : larg\| < m —w} e A(A+ A)~! € uniformemente limitado em
cada setor menor {\ € C: Jarg\| < m—w —¢}, e >0 e [[NA+ A7 < M,
A >0 (see [9)]).

E claro que, se A é gerador de um semigrupo fortemente continuo {T(t) :
t > 0} tal que ||T'(t)|| < M paratodot > 0, entao A é do tipo (7/2, M) (basta
observar que em qualquer setor ¥, com ¢ < 7/2 temos ReA > || cos ¢ e que
neste setor ||[(A + A)7Y| < M/Re)). E ja vimos também que se A é do

tipo (w, M) com w < /2, entdo —A é gerador de um semigrupo analitico
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{T(t) : t € Xy_r2} e neste caso

YTt)::éégb/:eM(A—%fﬁldA, (E.11)

onde a trajetéria de integracao I percorre o setor {\ € C : |arg\| < 7 — w}

de coe™ aocce”, /2 <v<TW—w.

O teorema a seguir tem importancia fundamental na prova de que a todo
operador dissipativo A em um espaco de Hilbert H com 0 € p(A) podemos
associar um grupo fortemente continuo { A" € L(H) : t € R}. Este resultado
tem importancia fundamental na caracterizacao dos espacos de poténcias
fracionarias D(A®) através de espagos de interpolagao. A caracterizacio dos
espacos de poténcia fracionarias, por sua vez, é ferramenta indispensavel para

tratar problemas semilineares parabdlicos com crescimento criticos.

Teorema E.3.1 (Kato). Seja A um operador de tipo (w, M) em um espago
de Banach X com 0 € p(A) e 0 < a < 1, entao

1 1 .
Q+A%1:mm£A+waW+A)wm r=0 (B12)

onde I' € um contorno como em . Deformando T sobre R seque que

: o0 a A—l
—Smﬂ&/‘ s+ 4) ds, A>0. (E.13)
0

>\ Aa -1 —
(A +4%) 7 52 4 25 cos v + \2

Além disso, A“ e de tipo (aw,M). Se aw < /2, entao —A® é o gerador
infinitesimal de um semigrupo analitico {To(t) 1 t € X9 ou}. No caso em
que —A gera um semigrupo fortemente continuo com decairmento exponencial

T, (t) € dado por

1 o0 [e3
Imy}iATmﬁaW*W@w (E.14)
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Prova: E fécil ver que a integral em (E.12) é absolutamente convergente.
Denote por R(A) o operador linear limitado definido pelo lado direito de
[E12). E facil ver que R(\) é dado por (E.13), deformando I' sobre R e de

(E.12)) segue que

1 N =\ B »
= (27m')2/F oA+ (=) (N 4 (—v)2) (n+A) " (v+ A dvdu

_ 1 N —\ (M+A)_1—(V+A)_1 y

B (27Ti)2-/r/1“/ A+ (—p)) (N + (—v)*) v — 1 dv dp
1 N — )\ 1 1 1 B

= 27Ti/r)\+ (—p) (27r2' WU — N+ (—1/)‘1dl/> (n+ A du

1 N — A 1 1 1
d A

1 L 1 B
= s AT s et A
~ RO\ - ROY)

onde IV é um contorno com as mesmas propriedades de I'" & direita de T
Como R(0) = A tem imagem densa e ntcleo trivial segue do Teorema
que (A + A9~ = R(\),

Agora note que R(\) pode ser continuado analiticamente para o setor
{A € C:|arg\| < m — aw}. Para ver isto é suficiente considerar a integral
em (E.12)) nos raios arg u = £(m — w — €), € > 0 pequeno, |u| > 1 e observar

que sobre estes raios

Ao
|)\+ (_U)a‘ — |lu|0z Hez(arg)\:ta(w—ke)) +1
|
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de onde obtemos |\ + (—p)%| é uma fungao continua de p para p € T' tal que

A
inf ‘ | arg)\:lza(w+e)) +1| = 5>0
u>1 \M\O‘
e portanto
1
A+ (=p) | <67t
| ]

sempre que |argA\| < m — a(w + €)|. Estes célculos também mostram que

A(A+ A%)~1 é limitada uniformemente em qualquer setor fechado contido em

Yir—aw- Em particular, para A > 0, (E.13]) nos da
sin T / > e M M

A AN < —d
IA+ A% < A2 4+ 2\ cos T + 2 SRS

T
Isto completa a prova de que A é do tipo (aw, M).

Agora estd claro que, se aw < 7/2, entao {T,(t) : t € X; 40} é um
semigrupo analitico. Resta apenas mostrar que este semigrupo é dado por
(E.14) no caso em que —A gera um semigrupo fortemente continuo com
decaimento exponencial. Neste caso existe € > 0 tal que —(A —¢€) é o gerador
de um semigrupo fortemente continuo e limitado de operadores de forma que
{Ae C:ReX > —¢} C p(—A). Comow = 7/2, a trajetoria I em (E.12)) pode
ser escolhida de forma que Rep > —e e |arg(—p)*| < ¢ < 7/2 para p € I
Entao é valida para todo A com |arg \| < m — ¢(> 7/2). Escolha a
trajetéria IV em ([E.I1]) tal que esta condigao estd satisfeita para todo A em
I[". Entdo, lembrando que R(A\) = (A + A%) ™! temos que

T.(t) = (2m> / At/A+ ) M+ A)rdp dA

= o [ e ) = o [ [ nardy

271

1

_ T =t (=) 1., dr.
=5 i (1) /1“ e dT

Mostrando que T,(t) é dado por (E.14)) .7
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Observacao E.3.1. O teorema anterior continua vdlido se eliminamos a

hipdtese 0 € p(A), (veja [9]).

Fechamos esta se¢ao mostrando que podemos calcular poténcias de poténcias,
um resultado que sera necessario posteriormente. Para isto provamos primei-
ramente que se A € P(X) entdo A € P(X) para 0 < a < 1. De fato,
provamos o seguinte resultado:

Segue do Teorema e do Teorema que as poténcias fraciondrias
(A%)* estdo bem definidas para z € C e a € (0,1). No teorema a seguir nos

restringimos, por simplicidade, ao caso z € R.

Teorema E.3.2. Suponha que A € P(X) e que 0 < a < 1. Entdo (A%)P =
AP para B € R.

Prova: Gracas ao Teorema podemos encontrar M > 1 tal que A e A®
pertencem a P(X) com constante M. Entao do Teorema [E.3.1]

_ 1 f(A+A4)
AN = d\ Y

onde I' é uma curva suave por partes indo de coe ™ até ooe” em X \R™,

para v suficientemente pequenos. Portanto, por (E.6]) e pela férmula integral

de Cauchy,

_\ B
1

_ _,/(A+A)—1/ﬂdudx
(2m2)* Jr At (=A)°
1
=— [ (=) A+ A) tdr= A"
57 | (N )
para 8 > 0, onde IV é um contorno com as mesmas propriedades de I'" &
direita de I'. Além disso, (A%)? = [(AY)7]7! = [A=°]"1 = A para 3 > 0.

Isto prova o teorema.
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E.4 Poténcias imaginarias limitadas

Seja X um espago de Banach. Um operador linear A em X ¢é dito ter

poténcias imaginarias limitadas, em simbolos,
AePIL :=PILL(X),
se A€ P(X) eexistee >0e M > 1 tal que
A'e LX) e |[AMex) <M, —e<t<e

O teorema a seguir mostra que esta hipdtese tem consequéncias muito inte-

ressantes

Teorema E.4.1. Suponha que A € PZL. Entio {A*;Rez < 0} € um semi-
grupo fortemente continuo sobre L(X). Além disso, {A";t € R} é um grupo

fortemente continuo sobre X com gerador infinitesimal ilog A.
Prova: Se [t| € [ne, (n 4 1)¢) para algum n € N| segue que
HA—eritxH < HA—s(AiSinal(t)e)nAiSinal(t)(|t\—ne)H < MmMGQMHxH (E15)

para 0 < s < mex € D(A'Y), onde § = e tlogM > 0. Portanto, da
densidade de D(A?) em X

HAZH < Ml—RezM60|Imz\7ReZ <0.

Disto e do Teorema (v) e (vii), segue que z +— Z% é um semigrupo
fortemente continuo em {z € C : Rez < 0}. Agora utilizando o Teorema
E.1.4] (iii) e a densidade de D(A?) em X, vemos que {A*, Rez < 0} é um
semigrupo fortemente continuo em X. Consequentemente, {A"; ¢t € R} &

um grupo fortemente continuo em X.
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No que se segue mostraremos que i log(A) é o gerador infinitesimal de A™.

Denote por B o gerador infinitesimal deste grupo e recorde que

Ait .
Bx = lim fr-e
t—0+ t
se, e somente se, € D(B). Como
A—s—i—i(t—H‘)x — A—stity _ A—s+it (AZT:U _ [l?) <E16)
T T
parax € X,s>0et, 7€ R com 7 # 0, vemos que
. . d .
BA*Yy = A7Y" By = %A_sﬂtx (E.17)

par x € D(B), s > 0 et € R. Por outro lado, a analiticidade de A™* para

Rez > 0 implica
d d

d—A_SHtx = Z‘ﬁA_S—H.t.Z', X € X, S > 0, t e R
S
Como

d —s+it d —5s At —5 A—s+it

parax € X, s >0, et € R, gracas a Im(A™*) C D(log(A)), pelo Teorema

deduzimos de (E.16) e (E.17) que

(ilog(A) A"y = BA™5"y = A5 By s > 0,t € R,

para x € D(B). Portanto, se x € D(B),
(ilog(A))A™*z = BA™°z = A~°Bx — Bx,quando s — 0.

Como ilog(A) é fechado e D(log(A)) 2 A~*x — x quando s — 0" temos que
ilog(A) D B. Por outro lado, como o argumento usado em (E.16) implica

, d .
BA 5Ty = %A_s“taz,x eX, s>0,teR,
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segue de (E.17)) que, para = € D(log(A)),
iBA %z = A™*(—log(A))z — —log(A)z,s — 07.

Como B ¢ fechado e D(B) D A ™z — x vemos que iBx = —log(A), = €
D(log(A)); isto é, B D ilog(A). Isto prova o teorema. ]

Corolario E.4.1. Suponha que A € PZL. Entdao existe uma constante M >
1 e >0 tal que
A" || x) < MeM, ¢ e R, (E.18)

Prova: Segue da prova do teorema anterior fazendo s = 0 em ([E.15)).

Uma questao ainda nao considerada é: Como mostrar que um determinado
operador A estd em PZL? Esta é uma questao central na caracterizacao dos
espacos X Os teoremas a seguir, devido a Kato [10, 11], mostram que
em espacos de Hilbert, sempre que A é gerador de um semigrupo fortemente
continuo com decaimento exponencial A tem poténcias imaginarias limitadas.
Quando X nao é um espaco de Hilbert os resultados conhecidos sao muito

pouco abrangentes.

Lema E.4.1. Suponha que A € do tipo (5, M) em um espago de Hilbert H e
que 0 < o < 1. Para todo € > 0 temos que I + €A € também do tipo (5, M)
de forma que (I + €A)® existe e

(I +eA)| < M. (E.19)

Prova: Para ver que (I +¢€A) ¢ do tipo (5, M) note que

M

1y _ -1 -1 < _
s +1+ed) T =lle((s + e + A) Tl < —7 < —

(E.20)
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Como (I + eA)™! é limitado vale para A = 0 se A é substituido por
I+€eA. Como |[(p+1+€A)” 1H <M(u—|—1) , segue que

sin Ta

I + ey < / WM (4 1)y = M

0
E uma conseqiiéncia direta da definicao que A+ ¢ é do tipo (5, M) sempre
que A é do tipo (3, M).
Seja H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador fechado,

densamente definido. Definimos

Aa + A*Oz Aa _ A*a
Ha - Ta ’Coz - 2—Z

Teorema E.4.2. Se H um espag¢o de Hilbert, A : D(A) C H — H um
operador fechado, densamente definido e maximal acretivo com 0 € p(A),

entao para 0 < a < %
D(A") = D(A™) = D(H.) = D(K,) = D,,

H. € auto-adjunto e nao negativo, K, € anti-simétrico e para todo u € D,

~

N EKqul] < tan T Houl|,
2. (1 —tan T2 )HHauH < [|[A%]| < (1 4 tan 22 )H?—lauH
3. || A% < tan T2 | Aoy

4. Re(A%, A**u) > cosma||A%ul| [|A**ul|

5. Re(A%u, Hou) > Lomo) ||A0‘u|\ | Hau.

O mesmo vale quando trocamos A“ por A*.
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Prova: Primeiramente suponha que A é limitado e Re(Au,u) > §(u,u),
§>0e Al € L(H). Entao A® estd definido para todo nimero complexo «
por

A = 271m C)\a()\ A)lax
onde C' é uma curva fechada, retificavel e simples evitando o eixo real negativo
e 0 zero. Segue que A% é uma funcao inteira de o e 0 mesmo vale para H,, e

para K. Dai
[ Hou||? — [|Kall* = Re(A%, A*u) = Re(A* u, u) (E.21)

onde a ultima igualdade segue do fato que A** = A% e esta igualdade é
obtida da seguinte forma: Para todo u,v € H e C' simétrica relativamente ao

eixo real temos
1

(u, A*v) = (u, 3 C/\O‘(A At v)
/C<u 5 AT = A o)A = / Z—MAQ (A= A% u, v)dX
= </C%AO‘((5\ — A Hud\,v) = (A%, v)

(na tltima integral a mudanca de \ para A inverte a orientacdo da curva) e
A** = A% Segue que

1 1
IKall S 11Hall, =5 < Rea < 5, (B.22)

isto é obvio para 0 < Rea < % pois A? é acretivo se 0 < 8 < 1 enquanto para,

—% < Rea < 0 é suficiente mostrar que A~! é acretivo e isto segue de
Re(A_lu,u> = Re(A_lu, AA_1u> > JHA_luH > 5HAH_2HUH >0 (E.23)

e segue de (E.21)) que

[Houl” > Re(A%u, u) > 6*||ul®>, 0<E<1,¢ =Rea
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e de (E.23) temos que
1
[Houl? > Re{A%u,u) > (3| A| )" u]*  — 5 =€<0.

Estas desigualdades mostram que H,, tem inversa limitada H_! para |Rea| <
%. O dominio de H_! é H para a € R pois H, é auto-adjunto (auto-adjunto

e coercivo é sobre). Como H, é continuo em « segue que H, tem dominio H

para todo a com |Rea| < 3. E com isto (E.22) ¢ equivalente a

1
ICaH, | <1, [Rea| < 7

Agora considere a funcao

T(a) = ! KoM,

_ To
tan 5

T(cr) é uma fungao analitica em |Rea| < 3 pois K, tem um zero em o = 0.
Como |tan | = 1 para a na fronteira da faixa segue que [|T'(a)|| < 1 na
fronteira da faixa e portanto na faixa inteira. Restringindo @ a 0 < a < %

temos que ([I)) vale e mais

_ yyes
Koty < [tan =, [Rea| <

N | —

1
|Coul| < |tan %| |Houl, we H, |Real< o

A desigualdade , 0 < a <1 segue de 1) notando que A“ = H, + 1K, e

29

H segue de {D notando que (1 4+ tan%)/(1 — tan ') = tan W(lfa). Para
provar (4]) substituimos H, = (A* + A*)/2 e K, = (A" — A**)/(2i) em

para obter

TG ! *Qy e Ee!
tan —- | (A% + A™)u| < (A% = A™)u].

Elevando a expressao acima ao quadrado e simplificando obtemos

T . 5T

0 < (cos? - —sin 7)(||A°‘u|\2 + || A% ul|?) — 2Re(A%u, A*u)
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2Re( A%, A**u) > cos ma(||A%||* + || A**ul||®) > 2 cos ma|| A% || A**ul|

o que prova (4). A prova de (] é obtida substituindo ifC, = A — H,, em
o que nos da
o
| A% — Houl| < tan 7T7|\?'-lau\|

que quando elevada ao quadrado nos da
T
| A%u||* — (A%, Hou) — (Hou, A%) + ||[Haul/* < tan® 7\mau|\2

de onde segue que

ORe (A%, Hou) > (1 — tan? %)HHQW + || A%y

T
> 2(1 — tan® )2 [Houl | A%]

2 T 271'05)l

— cos” 52 N
[Haull [[A%ul]

(sin” 5 5
o

2

COS

1
_ (eSO ] A%l

cos 73+

e (9]) segue.

Em seguida suponha que A é ilimitado mas ainda tem inversa limitada.
Seja

Jy=I+ntA), A, =AJ,=n(I-J,),n=1,2,3,---
Entao ||J,]| < 1 para todo n pois A é do tipo (7/2,1). Portanto os A, sao
também limtados e de
(Apu,u) = (Adyu, (T +n"tA) ) = (Adu, Jou) +n | Adu|

de onde conluimos que A,, é acretivo e

[ Awull flull = (Au,u) = Ay
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o que implica ||A,]| <n. Além disso At = A1 +nTe A n=1,23,---
¢ uniformemente limitada. Portanto as desigualdades a sao validas
para A,, Hna € Kno. A seguir mostraremos as mesmas desigualdades para
A tomando o limite quando n — oo com as caracterizagoes necessarias dos
dominios.

Para este fim, primeiramente note que
Ar =A"JY D JrAY, 0<a< 1.

Aqui J* = (I + n~tA)™® que existe pois I + n 1A é maximal acretivo e
a relacio acima segue de J* = (A71A,)" = A"“AY = AYA™“ que é uma

simples conseqiiéncia do calculo operacional. Note ainda que

[JY <1 e JO=FI, 0<a<l.

n

A desigualdade acima segue do Lema [E.4.1] Para verificar a igualdade acima

note que

: 0 T —1A—l
([+n_1A)_O‘:SH”m/ p+1+n"A) .
™ 0 H
E como
1 n—sco 1
n(p+ D(n(u+1)+ A)? T 5 T
(4 Dl +1) + ) ™ o
e
H(u+1+A)—1H< 1
pe ~ (w1

segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

sintae [ 1
(I+ntA) 2 — / dpx = x.
™ Jo (p+1Dpe

Suponha agora que u € D(A®), entao A%u = J, A% e portanto

[Azull < A%l n>1
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n—oo

Ay — Au,
mas para 0 < a < %,

(14 2a) (14 2a)

[AZull < tan [AZ]] < tan [ A%

pois vale para A,. Isto mostra que ||A%ul|| é limitada e portanto toda
subseqiiéncia possui subseqiiéncia fracamente convergente. Ainda, para v €
D(A®)

(A, ) = (ATu,0) = (0, A) "= (u, A)

e portanto A**u — f e (f,v){u, A%), para todo v € D(A®). Isto implica
que u € D(A*) = D(AY) e f = A**u = A%u. O mesmo argumento acima
mostra que A** -2+ A**y. Em vista da relacdo simétrica entre A e A* fica
provado que D(A®) = D(A*) = D, e que ASu — A%, A*u — A**u, para
todo v € D,,.

Os operadores H,, e K, definidos anteriormente tem dominio D, e H,,u —

Hou, Kpou — Kou, para todo u € D,. Segue das desigualdades a

(0%

para A%, A Hpo € Kpay v € D, tomando o limite quando n — 0o, que as

desigualdades a para AY, A* H, e K, valem para v € D,. ]

Observagao E.4.1. O teorema acima € devido a Kato que em [10] prova

uma versao mais geral do resultado acima, sem a hipdtese de 0 € p(A).

Teorema E.4.3. Seja A um operador limitado e mazximal acretivo em um
espaco de Hilbert H. Entao A“ pode ser estendido a o complexo de forma
que seja analitico para Rea > 0 e

sin ¢’

A“ _
0= oa—g)

a4 xlnl :
1A[*e™ S;I\Al\fl\e T, a=¢tin, ¢ =E-[¢]. (E.24)
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Se A nao tem autovalor nulo A® pode ser estendido a Rea > 0 de forma que

A“ € fortemente continuo e vale para Rea > 0. Em particular A" é

um semigrupo fortemente continuo em n com ||A"||] < '3

Prova: As poténcias A“ de A podem ser definidas para 0 < Rea < 1 por

Ax = AT / ATAN + A)Ld.

T 0

J4 vimos que A® é analitica para Rea > 0 e que A°AP = AP para a e 8

com parte real positiva. Segue que, para 0 < ¢ <1

¢ < 2T { / M ean ) wxsm} < STt {”A”f ¥ ”A”g}
0 I

oo Al T § 1-¢
_ sinwé | Al 4 ¢
~ T -g oA

onde usamos que |[A(A+ A)7Y| < min(1, \7!||A]|). Suponha por um instante
que ReA > 6 > 0 de forma que A® esta definido para todo o complexo e

mostremos que

]

1A < e (E.25)

Disto (E.24) notando que A* = AST = ALl AL g™,

O caso geral segue substituindo A por A + € e fazendo € — 0.

Para mostrar (E.25) observe que AY = H, + ik, e A" = H, — iKk,,
ICaH | < | tan ZE|. Portanto
1+ |tan &2

T
5

A AT <
1 — |tan

que para o = i1 nos da

| A™|? < AT AT < e (E.26)
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provando (E.25). Aqui usamos que
(A Ay, v = (A, A y) = || A™ul|?

para concluir a primeira igualdade em ([E.26]) e

in €2 —en
tanm— = — s
2 ez +e™2
_h
n 2e7 2
L+ [tan7—| = — —
2 4+ e
n
! ; 2e"2
o | anﬂ_‘ — T _gn + 6_,_7Tﬁ
€ .
1+ |tan w2
+ltan 75| el

)
2

Mostremos que o — A® é continuo para u € H, a € {{+in e C: 0 <
¢ < 1,|n] < R}. Como A® ¢ limitado para a € D por (E.24) é suficiente

mostra isto para um denso de H. Se A nao tem autovalor nulo a imagem de

1 —|tanm

A é densa como mostra o lema a seguir, logo é suficiente mostrar que isto
vale para u = Av. Entao A% = A"y e isto é obviamente uniformemente

continuo em D.

Lema E.4.2. Se H é um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H € um

operador fechado e maximal acretivo, entao

H = D(A).

Se A € fechado e maximal acretivo e 0 nao é um auto-valor de A, entdao

R(A) = H.

Prova: Basta ver que se A é fechado e maximal acretivo, entao do Teorema
3.4.3 A tem dominio denso. A segunda afirmativa segue do fato que se A
¢ fechado, maximal acretivo e 0 nao é um autovalor de A, entao sua inversa

sobre a imagem ¢é um operador fechado e maximal acretivo.
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