DEFINIGAO: Dizemos que duas sequéncias (an)n>1 € (byn)n>1 80 eventualmente iguais se existe
N* tal que

an = by, qualquer que seja n > N*.

A partir da definicdo acima, é evidente que se (a,),>1 ¢ (b )n>1 sd0 eventualmente iguais, entao
) > > )
uma converge se, e somente se, a outra converge, em cujo caso vale

lim a, = lim b,.
n—oo n— o0

Seja f : Z>1 — Z>; uma funcio estritamente crescente. Entao (af(n))n>1 ¢ uma subsequéncia
de (@n)n>1. Suponha que Zx>1 \ f(Z>1) é um conjunto finito. Entao a subsequéncia (af(,))n>1
¢ a propria sequéncia (an)n>1 @ menos de uma quantidade finita de termos; dai, é claro que
(@f(n))n>1 € (an)n>1 sd0 eventualmente iguais e, portanto, (a,)n,>1 converge se, e somente se,
(@f(n))n>1 converge, em cujo caso vale

li = li .

Jim 050 = fim on
DEFINIGAO: Seja f : Z>1 — Z>1 uma funcao estritamente crescente tal que Z>1 \ f(Z>1) €
infinito. Entao existe uma tnica funcdo Z>, — Z>1, que serd denotada por f* e chamada de
“complementar de f”, que satisfaz

— f* também é estritamente crescente,
— [(Z21) N f*(Z>1) =0, e
— [(Z>1) U f(Z>1) = L>1.

Note que o proprio conjunto Z>1 \ f(Z>1) = f*(Z>1) num certo sentido define a fungao f*. Por
taltimo, para uma sequéncia (an)n>1, diremos que a subsequéncia (af+(,))n>1 € a subsequéncia
complementar da subsequéncia (af(n))n>1-

Por exemplo: se f(n) def 2n, entdao f*(n) =2n — 1.

TEOREMA: Sejam f : Z>1 — Z>1 uma fungdo estritamente crescente tal que Z>1 \ f(Z>1) é
infinito e (a,)n>1 uma sequéncia qualquer. Suponha que ambas subsequéncias (ayf(n))n>1 €
(@f+(n))n>1 convergem e que

Jim gy = Jim ag-c.
Entéo (a,)n>1 também converge e

Jm g = 1 an = 1 a7y

DEMONSTRAGAO: Seja a 2 Jim ay(n) € tome € > 0. Existem N7 e Na tais que
n—oo
sen > Ny entdo |af,) —al <eesen > Ny entdo |af. () —al <e.

Sejam N/ < max {N1, N2} e N f max {f(N'), f*(N")}. Tome n > N. De duas, uma: ou
n = f(k) ou n = f*(k) para algum k € Z>1 (pois f(Z>1) U f*(Z>1) = Z>1). Suponha que
n = f(k) para algum k € Z>q. Entao

f(B) =n>=N = f(N') = f(N1) <=k = N1,



de modo que |a, —a| = |asu) —a| < e. Se fosse n = f*(k) para algum k € Z>1, entdo de maneira
analoga acontece que k > Ny e, portanto, |a, — a| = |as«x) —a| < . Em ambos os casos vale,
para qualquer n > N,

lan, —al| < e.

e , L. . n—o00
Como o € > 0 tomado inicialmente é arbitrario, concluimos que a,, — a.

O teorema anterior diz essencialmente o seguinte: se uma sequéncia possui uma subsequéncia que
converge para a e é tal que sua correspondente complementar também converge para a, entao
a sequéncia original também converge para a. Em particular, se os termos com indice par e os
termos com indice impar de uma sequéncia convergem para um mesmo nimero real a, entdo a
sequéncia converge para o mesmo numero real a.



