A fungéo f:[0,1] — R dada por

() def { sin(1/x), se x #0

0, sex=0

é conhecida como curva senoidal do topologo (ou circulo de Varsovia). Afirmo que f é integravel,
o que justifico a seguir. Como f é continua (e, a fortiori, integravel) em [d, 1], qualquer que seja
d > 0, existe uma particao de [0, 1] tal que, em [, 1], as somas superior e inferior de Riemann
diferem por ndo mais que €/2. Em cada subintervalo de [0, d] induzido por qualquer particao,
temos que a diferenga entre as parcelas superior e inferior correspondentes ao subintervalo nao
ultrapassa 2, pois 0 maximo e o minimo que f assume sao, respectivamente, +1 e —1, cuja
diferenca é 2. Logo, em [0,0], a diferenca entre as somas superior e inferior de Riemann néo
ultrapassa 2 - §. Tomando § < £/4, temos entdo que existe uma particao de [0, 1] para a qual a
diferenga entre as somas superior e inferior de Riemann em todo intervalo [0, 1] ndo ultrapassa
€/2+2-¢/4 =e. Portanto f ¢ integravel em [0, 1].

Uma outra forma de verificar a integrabilidade de f é apresentada na sequéncia. Temos que f
serd integréavel se, e somente se, existir o limite
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Note que para qualquer € > 0 a integral acima esta bem definida pois f é continua no respectivo
intervalo de integragao. Fazendo y = 1/, temos que
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e, dos limites acima, aquele mais & direita existe por sin ser limitada e por existir
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Os mesmos argumentos permitem concluir a integrabilidade de fungées como g : [0,1] — R dada

por

)

def { cos(1/x), sex #0

0, sex=0

e h:[-1,1] — R dada por

W) def { sin(1/z), se x # 0

0, sex=0



