Separacao de variaveis, aka método de Fourier

Linearidade e superposi¢iao

PROPOSICAO (PRINCiPIO DA SUPERPOSICAO): CombinacGes lineares
infinitas (séries) de solucbes de uma EDP linear homogénea sao solucoes
da mesma EDP. Mais precisamente, seja L um operador diferencial parcial
linear, e suponha que, paracadan > 1, u, ésoluciode Ly = 0, e que
()n>1 € uma sequéncia de niimeros reais tal que a série

o0
def
UlXq, ..., xp) = Z Ol (X1, oo .y Xp)
=1
converge paratodo (i, . .., X,) no dominio de L e pode ser derivada

termo-a-termo quantas vezes forem necessarias. Entdo u também é
solucdode Ly = o.
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A equagdo do calor

A equacao do calor unidimensional é a seguinte EDP linear homogénea
em[o, L] x [0, col:
ur(x, t) = iy (X, t)

Fisicamente, a funcdo u(x, t) representa a temperatura, no ponto x e no
instante de tempo t, de uma barra de comprimento L (muito mais
comprida do que espessa) homogénea com coeficiente de difusividade
térmica o. A difusividade térmica depende das condutividade térmica,
calor especifico e densidade da barra.
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Condigbes mistas
O objetivo é encontrar solucbes da equacdo do calor que satisfacam
condigdes mistas: uma condicao inicial e condicdes de contorno. A
condicdo inicial diz qual é a distribuicio, o aspecto da temperatura em
toda a barra noinstante t = 0; denotamos isso como a seguir:

u(x, 0) = f(x),

ondef : [0, L] — R éuma funcio (suficientemente regular).

As condicdes de contorno dizem como a temperatura se comporta nos
extremos da barra em todo instante de tempo. Se, por exemplo, 0s
extremos da barra s3o mantidos a uma temperatura fixa T, a condicao de
contorno é denotada poru(o, t) = T = u(L, t) e denominada “condicdo
de Dirichlet”. Nesse caso, devemos ter também (o) = T = f(L). Se
acontecer de os extremos da barra nio trocarem calor com o ambiente, a
condicdo de contorno é denotada por u,(0,t) = 0 = uy(L, t) e
denominada “condicido de Neumann”. Nesse caso, devemos ter também

fllom) =o0=f/(L")
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Osetup e o ansatz

Vamos ilustrar o método através do seguinte problema em
[0, L] x [0, col:
Ue(x, t) = o - tee(X, t)
u(x,0) = f(x)
u(o,t) =0 =u(L,t)
Aideia do método de separagao das variaveis é separar as variaveis das
solucdes. Mais precisamente, buscamos por solu¢oes da forma

u(x, t) = A(x) - B(t) (%)

comA:[o, L] -+ ReB: [0, co[— Rfuncbes “suficientemente
regulares”.
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Fazendo as contas

Substituindo (x) na equacao do calor, obtemos:
A(x) - B'(t) = o«* - A”(x) - B(t).

Supondo que A(x) - B(t) # o, podemos dividirambos os lados da
igualdade acima porA(x) - B(t) # 0,0que nos levaa

B'(t) _ A"(x)

o2B(t)  A(x)

O lado esquerdo da igualdade anterior s depende de t, enquanto o lado
direito sé depende de x. Logo, a igualade anterior s6 é verdadeira se
ambos os lados forem iguais a uma mesma constante, digamos —A.
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Fazendo as contas

Logo, as funcoes A e B satisfazem as seguinte equacdes diferenciais
ordinarias:

A”(x)+M(x) =0 e B'(t)+Ax*B(t) =o.

A condicdo de contorno u(0, t) = 0 = u(L, t) imp&e as seguintes
condicdes nas solugbes da primeira dentre as duas equacgdes acima:

A(o) = o0 = A(L).

Essa dltima condicao “forca” A a ser (estritamente) positivo, pois
integracdo por partes fornece:

A(FF) = AlIFIP = NI,

e, lembremos ||g||* > o qualquer que seja g integravel.
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Fazendo as contas
Escrevendo, entdo, A = w?, aequacio (oscilador harmonico)

A" (x) + w?A(x) =0
tem como solugao geral
A(x) = a - cos(wx) + b - sin(wx).

Mas, novamente, a condicao de contorno “for¢a”a a se anulare w a
satisfazer
def NTT
w-L=n-mM~w, = —.
L
paraalgumn € Z>, (w, e w_, fornecem solucdo linearmente
dependentes). Dai, paracadan € Z3, (e 3, € R), temos que

Ay(x) = Bysin (”—TX)

sao solucoes linearmente independentes da parte espacial da equacao
do calor.
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Fazendo as contas

A equagao temporal, viz.:

n?7?

!
B() +

o’B(t) =0

tem como solucao geral

2,22 42
B,(t) = k,exp (—”T“X -t)

LZ

onde k, € R. Logo, paracadan > 1,afuncio (onde b, € R)

242 A2
An(x)Bn(t) = by sin <LTL[X) - exp (_n oS -t>

LZ

é solucao da equacdo do calor.
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Fazendo as contas

Pelo principio da superposicao,

of — ./ NTIX n>m? o
u(x, t) def Z b, sin (T) - exp (— o t> ™M
n=1

é solucao da equacao do calor satisfazendo as condicdes de contorno

u(o,t) =o=u(L,t).

A condicdo inicial nos da

f(x) = ibn sin (?) ,

de modo que os coeficientes b, que aparecem na solucao (f) sdo os
coeficientes de Fourier de funcao f que aparece como condicdo incial do
problema.



