Restricao e extensao

Lembre que se a série de Fourier de uma funcao integravel
f:[—L, L] — R converge pontualmente em [—L, L], entdo ela converge
pontualmente em R para uma func¢io 2L-periddica.

Sejaf : R — R uma funcio 2L-periédica, onde L > 0. Suponha que

f € PWC(I) para qualquer intervalo limitado | C R. Nesse caso, escrevo
f € PWCy (R). Arestricio de f aqualquerintervalo | C R que seja
fechado e tenha comprimento 2L é uma funcao f;; € PWC(!) cujos
valores nos extremos de | coincidem.

Em particular, se f € PWC,, (R) é 2L-periddica, entdo a restricio de f ao
intervalo [—L, L] é uma funcio f; € PWC([—L, L]), e portanto possui uma
série de Fourier S¢. Além disso f; satisfaz



Restricao e extensao

Reciprocamente, dada uma funcio f € PWC([—L, L]) cujos valores nos
extremos coincidem, i.e., que satisfazf(L) = f(—L), podemos estender f,
de maneira tnica, auma funcdo F € PWC,, (R) que é 2L-periédica: basta
definir

F(x) % f(x — 2kL)

onde k € Z satisfaz
X 1 X 1

TR
A n3o ser que ambos extremos da desigualdade acima sejam nimeros
inteiros, um e apenas um inteiro k satisfaz as desigualdades acima. Caso
ambos extremos sejam inteiros, digamos k; e k,, entdox — 2k,L = Le
X — 2k,L = —L, ouvice-versa. Mas umavezque (L) = f(—L), aescolha
de k, ou k, é irrelevante para a definiciode F.



Restricao e extensao
Em resumo: existe uma bijecao entre os conjuntos

{f € PWC([—L, L)) | f(—=L) = f(L)} )

{f € PWC, (R) | f é2L-periddica}. ™M

Como podemos construir a série de Fourier de uma funcio do primeiro
conjunto, podemos também construir, através da bijecao acima (via
extensao), a série de Fourier de uma func¢ao do segundo conjunto. O
primeiro conjunto pode ser encarado como o conjunto das funcoes
continuas por partes definidas num circulo de comprimento 2L.
Ora,dadaf € PWC([—L, L]), aalteracdo do valor de f num Gnico ponto
ndo altera o valor de integrais envolvendo f; com isso podemos “forcar” f
a tervalores coincidentes nos extremos —L e L sem alterar sua série de
Fourier (pois os coeficientes da série sao dados em termos de integrais
envolvendo f). Em resumo: nao ha nenhum problema em considerarmos
apenas as séries de Fourier de fungdes no conjunto (%), ou,
equivalentemente, no conjunto (1).



Forma complexa dos coeficientes de Fourier

Lembremos que

. NTIX . einnx/L _ e—irmx/L
sn|{——| =1-
2

NTIX einﬂx/L + e—irmx/L
cos < ) = :
2
Das igualdades acima segue que para qualquern € Z (o inclusive) vale

anb, + b”(pn — ((M—i—lb,,) e*"”TfX/L + <a”_'b”) eirmx/L.
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Forma complexa dos coeficientes de Fourier

Com a definicao anterior, podemos reescrever a série de Fourier de
qualquer funcio integravel f : [—L, L] — R da seguinte maneira:

N—o00

[ey] N
sr= Y Fme™ " fim S F(n)enm/t
n=—N

N——00

Aintegracao de uma funcdo de uma variavel real a valores complexos é
feita via partes real e imaginaria. Com isso, a familia de funcoes
(e"™/L | p € 7} satisfaz as seguintes relacdes de ortogonalidade:

<em7'rx/L, elwmx/L> — 2L6—n,m:
a partir das quais podemos escrever

~ 1

f(”) — £<fv e—im'rx/L>.

A nocdo de convergéncia em C é, mutatis mutandis, a mesma daquela em
. ~ - N
R. O lema de Riemann-Lebesgue garante entdo que I|r£ f(n) = o.
n— 100



Forma complexa dos coeficientes de Fourier
Algumasidentidades

E imediato verificar que para quaisquerf,g € PWC([—L, L]) e, p € R
vale

(o f+B-g)(n) =o-F(n)+B-Fn).

Sef € PWC([—L, L]),afuncioh : [—L, L] — R definida por

também estd em PWC([—L, L]) e satisfaz

N

h(n) =T(—n).



Convergéncia pontual da série de Fourier

Lembremos da seguinte convencado notacional:

lim f(x) % f(a).

x—at

LEMA: Sejaf € (T) (ou (x)). Suponha que f seja diferenciavel em [—L, L]
exceto, no maximo, por uma quantidade finita de pontos, e que f’ € ()
também (os valores de f’ onde f n3o é diferenciavel sdo irrelevantes). Se
f é continua em 0, entao S¢(0) converge paraf(0), ie.,

(e o]

+Zan—f =Y f.

n=—00



Convergéncia pontual da série de Fourier

DEMONSTRAGAO: Parax € [—L, L] faca (o valorde g em o é irrelevante)

5(%) d;f»{ (F(x) = f(0))/(€™/t —1), sex # o0

—ilf'(o*)/m, sex =0

A continuidade de f em 0 e o teorema do valor médio garantem que
existem g(oT). Portantog € (f) também. Dai, lim §(n) = 0. Mas
n—+too
f(n) =§(n—1) —§(n),sen # 0,ef(0) = §(—1) —§(0) +f(0).de
onde vem que



Convergéncia pontual da série de Fourier

TEOREMA: Sejaf € (7) (ou (x)). Suponha que f seja diferenciavel em
[—L, L] exceto, no maximo, por uma quantidade finita de pontos, e que
" € () também (os valores de f’ onde f ndo é diferenciavel sao
irrelevantes). Entao S¢(x,) converge para

fxd) +1f(xg)
2 1
qualquer que seja x, € R. Em particular, se f é continua em xo, Sf(xo)
converge para f(xo).

OBSERVAGAO: Note que, como era de se esperar, alteracdes no valor de f
num ponto n3o acarretam nenhuma alteragio na sua série de Fourier.



Convergéncia pontual da série de Fourier

DEMONSTRAGAO: A funcdo h : R — R definida por

f(x =+ xo) + f(—x+ xo)
2

h(x) =

satisfaz as condices do lema anterior. Logo S, (0) converge e

o0 . n _
S(0) = Y i(n) =h(o) = %ZHXO)

Mas perceba que

N N
h(o) =% N hin) = Y Fmem™e/t B2 sp(xe).
n=—N

n=—N —



Convergéncia pontual da série de Fourier

Exemplo: onda triangular retificada

Afunciof : [—1,1 — Rdadaporf(x) def x| pode ser estendida a uma
funcdo, também denotada por f,em PWC,, (R) que é 2-periddica.

No passado calculamos a série de Fourier de f:

0]

Se(x) = 1; — Z (M{)ZCOS((M —1)71x).

n=1

A funcao f satisfaz as condi¢oes do teorema anterior. Dai, como f é
continuaemoef(0) = o, segue que S¢(0) converge para 0, ou seja

2

> T
Z (2n —1) ~ 8

Na verdade, como f é continuaem R, S¢ converge pontualmente para f
emRR.



Convergéncia pontual da série de Fourier

Exemplo: onda quadrada retificada
Afuncdof : [—m, ] — Rdadaporf(x) et . X[o,7[(X) pode ser
estendida a uma funcio, também denotada por f, em PWC, (R) que é

2-periddica. No passado calculamos a série de Fourier de f:

2

Se(x) = T + Z msin((zn —1)x).

A funcao f satisfaz as condi¢oes do teorema anterior. Dai, como f é
continuaem /2 e f(m/2) = 7, segue que S¢(71/2) converge para 7T, ou

seja
0 n+1 B
Z n - 1 B ,

recuperando o resultado que obtivemos através de integracao
termo-a-termo da série de poténcias de1/(1 + x?).

Note que S¢(x) converge para f(x) exceto nos pontos da forma n7t, com
nez.



