Relembrando
Sejal € R-o. Paraquaisquern € Zxoek € Zx, faca

ef of . [k
UP,(x) 4 cos (?) e @p(x) ©F sin <TX>

TEOREMA: Sejaf : [—L, L] — R uma funcio. Suponha que existem
sequéncias (dy)n>o € (by)n>- tais que para qualquerx € [—L, L] vale

f(x) = a?o + Z“n “Pu(x) + by - @u(x)

Mais ainda: suponha que a série do lado direito da igualdade converge
uniformemente (paraf) em [—L, L]. Entdo

— f(=L) = f(L),
—a,=L" fL_L f\,, paratodon > o, e
>

— b, =L" fL_L fon paratodon > 1.



Relembrando

DEFINICAO: Sejaf : [—L, L] — R uma funcdo integravel. Paracadan > o

ek >1faca
L L
def. 1 def. 1
0 e w21 fo
L), L),
Asérie N
def. @
Sf = ;‘i‘;“ﬂpn‘f’bn@n

é chamada de série de Fourier de f; os termos das sequéncias (a,),>0 €
(by)n>1 sao chamados de coeficientes de Fourier de f.

OBSERVAGAO: Note que se a série de Fourier de uma fungdo convergir
pontualmente em [—L, L], ela converge pontualmente para uma funcio
2L-periédica em R pois cada parcela da série é uma fungio 2L-periddica
emR.



Relembrando

DEFINIGAO: Seja | C R um intervalo aberto. Dizemos quef : | — R
possui uma descontinuidade de primeiro tipo ou de primeira espécie em
a € | se existem (e sdo finitos!) os limites laterais

fla®) = lim f() e fla )= lim f(x),

x—at X—>a~

mas { é descontinuaema.

DEFINIGAO: Sejal C R um intervalo limitado. Diremos quef : | — R é
continua por partes (piecewise continuous) se f possui apenas uma
quantidade finita de descontinuidades de primeira espécie (saltos) em I.
O R-espaco vetorial de todas as funcoes continuas por partes em | sera
denotado por PWC(1).

OBSERVACAO: Note que qualquer funcio em PWC(!) é integravel.



Relembrando

DEFINIGAO: Paraf,g € PWC(/) faca

.0 | o

I

ProposicAo0: A fungao
(-,-) : PWC(I) x PWC(I) — R

definidaacima é
— R-bilinear, i.e., é R-linear nas duas entradas, ou seja: («f + f3g, -) =
off,-) + Blg, ) e (-, of + Bg) = (- f) + B, 9),
— simétrica, ie., (f,g) = (g.f). e
— positiva, ie., (f,f) > o.



A seminorma em PWC(!)

A funcdo (-, -) é quase um produto interno no espago PWC(/) pois s6 ndo
satisfaz
(f.ff=o=f=o0.

De fato, qualquer funcio f que seja nula exceto numa quantidade finita
de pontos é continua por partes e satisfaz (f, f) = [ f* = o.
DEFINIGAO: Paraf € PWC(!) faca

def.

Il = VAf.f).

Afuncdo || - || : PWC(I) — R>, assim definida ndo satisfaz

If|| =0=f =o.

Sef écontinuaem [, entdo ||f|| = oimplicasimquef = o.



A seminorma em PWC(!)

PropPOSICAO (DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ): Para quaisquer
f.g € PWC(I)vale
(F. )l < [IF] - llgll-

DEMONSTRAGAO: O polinémio ||f||>T* + 2(f, g)T + ||g||* tem
discriminante negativo.

COROLARIO (DESIGUALDADE TRIANGULAR): Para quaisquerf,g € PWC(/)
vale
If + gl < Il + llgll

DEMONSTRAGAO: Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que
I +gl* < (If1l + llgl)*.



A seminorma em PWC(!)

COROLARIO (TEOREMA DE PITAGORAS): Para quaisquerf,g € PWC(!) vale
If +al* = IIfII* + llglI®

se, e somente se, f e g sdo ortogonais, i.e., (f,g) = o.

DEMONSTRAGAO: Basta observar que

If +glI* = [IflI* +2- (f.9) + llgll*-

Afungdo|| - || em PWC(I) se comporta como a norma (valor absoluto) em
R, exceto que em PWC(I) existem funcdes ndo nulas com norma nula
(necessariamente descontinuas), razdo pela qual || - || é chamada de
seminorma. Essa seminormainduz uma nocao de distancia entre
funcdes em PWC(!), medida em termos de uma integral em I.



A seminorma em PWC(!)

Reescrevendo a proposi¢do da dltima aula...

A proposicao que vimos no passado sobre integrais de produtos de senos
e cossenos pode ser reescrita de maneira mais compacta como a seguir.

ProOPOSICAO: Sejal > 0. Em PWC([—L, L]) valem:
- <(Pn:1|)m> =0,
— (@n, @m) = LOym,
— (Py, Py) = L8, m, desdequen # ooum # o,e
— (Po, o) = 2L
Nasigualdades acima, 6, ,, denota o delta de Kronecker.

Essa proposicao diz que quaisquer duas fungoes distintas no conjunto
{¥y | n = o} U{@y | k > 1}sdo ortogonais e, portanto, linearmente
independentes.



A seminorma em PWC(!)

...eos coeficientes de Fourier.

As expressoes para os coeficientes de Fourier de uma funcao
f € PWC([—L, L]) também podem ser reescritas como abaixo:

(f. ) e b _ (f.on)
L 5 L

ap =

Com isso, a série de Fourier de f também pode ser reescrita como

L

Sf(x):1 <<f 'Ll)o 11’0+Z fq)n Uf’n <fy(Pn>(pn>,

n=1

ouainda:

(f o) (f, bn) (f, @n)
S 0 n n-
) = ||wor\2“’ *Z uwnnz"’ lonll2 ®




A seminorma em PWC(!)

...eos coeficientes de Fourier.

Note que a funcio (vetorem PWC([—L, L]))

<f|1bn>
=a
||11)WHZ Il)n Vlll)n
é a projecao de f em,. Analogamente, a funcio
f,
< (Pn2> ©On = bn(pn
[ @nll

éaprojeciode f em @,. Logo, se

g def span(Wo, Wq, ..., @1, @, ...) < PWC([—L, L]),

temos que S, a série de Fourier de f, pode ser encarada como a projegao
de f no subespaco S.



Algumas desigualdades

ProposIGAO: Sejam f € PWC([—L, L]) e (an)n>0 € (bn)n>1 Seus
coeficientes de Fourier, como anteriormente. Para quaisquer N, K € Z,

e nimerosreaisc,,hn =0, ...,N,edp, k =1,...,K, vale:
g N K ] N K
[e] (o]
f_?_ “nwn_zbk(pk < f_?_zcnwn_zqu?k
n=1 k=1 n=1 k=1

e aigualdade ocorre se, e somente se, 0s ¢,’s forem iguais aos a,,’s € 0s dj’s
forem iguais aos by,’s.

Dito de outra maneira: dentre todas as combinacoes lineares das funcoes
Vo, ..., Uy, @1, ..., @k, aquela feita com os coeficientes de Fourier de f
é a que minimiza a distancia, medida atravésde || - ||, até a fungaof.




Algumas desigualdades

DEMONSTRAGAO: Sejam Syx = span(Vo =1,..., YN, ©1, - .., ©k),

N K
) % (“;+Zanwn+zw) |
n=1 k=1

N K
ho0 22 4 Y (@ —calba+ ) (b —di) gy

n=1 k=1

Temos que g é ortogonal a Sy e h € Snk. Segue do teorema de Pitadgoras
que

= llgll* + lIhll* > llal*

f_*_Z“nll)n Zbk(Pk

Além disso, se ||h|| = o entdo h = o pois h é continua. O resto segue da
independéncia linear (ortogonalidade) das @’se’s.




Algumas desigualdades

PrROPOSICAO (DESIGUALDADE DE BESSEL): Sejamf € PWC([—L, L]) e
(@n)n>0 € (by) >+ seus coeficientes de Fourier, como anteriormente.

Entdo
o0 (o)
Z a;, <oco e Z b < o0.
n=o0 n=1

Mais ainda, vale:




Algumas desigualdades

DEMONSTRAGAO: Basta observar que as quantidades

N K
a
Hf - (20 + Z any + Z bk@k)
n=1 k=1

2

n=1i

N K
aZ
I ¢ <;+Zaz+Zbi>
k=1

saoiguais.



Algumas desigualdades

Decaimento dos coeficientes de Fourier

COROLARIO (LEMA DE RIEMANN-LEBESGUE): Sejamf € PWC([—L, L])e
(@n)n>0 € (by) =1 seus coeficientes de Fourier, como anteriormente.
Entao

lim a,=0= lim b,
n—00 n—00

DEMONSTRAGAO: Como
o
g a: < oo,
n=1

temos que lim a% = 0, que é equivalentea lim a, = 0. Vale o mesmo
n—roo n—o0o

paraasequéncia (b,),>.



