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Capitulo 1

Introducao

O objetivo destas notas é introduzir as nogdes de supremo e infimo de subconjuntos do
conjunto dos niimeros reais, assim como algums propriedades com suas demonstragdes.

No capitulo B trataremos do supremo, no capitulo B, do infimo, no capitulo B apre-
sentamos as demonstracdes dos resultados enunciados no capitulo @ e no capitulo B
apresentamos as demonstragdes dos resultados enunciados no capitulo B.
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Capitulo 2

Supremo

2.1 Definicao

Inciaremos com a:

Definicao 2.1.1 Seja X C R, ndo vazio.
Se existir u € R tal que

x<u, paratodo xé€X,

diremos que o conjunto X € limitado superiormente em R.
Neste caso o numero real u serd dito limitante (ou cota) superior do con-

Junto X.
De modo semelhante, se existir 1 € R tal que

L<x, paratodo xe€X,

diremos que o conjunto X € limitado inferiormente..

Neste caso o numero real 1 serd dito limitante (ou cota) inferior do conjunto
X.

Diremos que o conjuto X € limitado se for limitado superiormente e inferior-
mente..

Podemos agora introduzir a:

Definicao 2.1.2 Seja X C R, um subconjunto ndao vazio e limitado superiormente.
Suponhamos que exista u, € R com as sequintes propriedades:

(1) o numero real u, é um limitante superior do conjunto X;
(ii) o nmumero real u, € o menor com a propriedade acima, isto €, se
a< i,

entdo a nao serd limitante superior do conjunto X.
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8 CAPITULO 2. SUPREMO

Neste caso diremos que o mumero real u, é o menor limitante superior do
conjunto X, ou ainda, que ele é o supremo do conjunto X e serd denotado por

sup(X), usto €,
sup(X) = u,.

Observacao 2.1.1 Um modo equivalente de reescrever a Definigdo 2 acima € a
sequinte:
U, = Sup(X)

se, e somente se,
(i) o mumero real u, é um limitante superior do conjunto X ;

(ii) Seu e R é um limitante superior do conjunto X, entdo deveremos ter

U, <u,

ou awnda, dado € > 0, o numero real u, — ¢, ndo pode ser limitante superior
do conjunto X, ou seja,

podemos encontrar x € X,

de modo que: u,—¢ <X,

: 1 - . .
ou ainda, dado n € N, o numero real u,— —, nao pode ser limitante superior
n

do conjunto X, ou seja,

podemos encontrar x € X,

1
de modo que: u,— o <x<1U,.

2.2 Propriedades associadas ao supremo

Nesta secdo apresentaremos algumas propriedades associadas ao supremo de um sub-
conjunto de R.
Comegaremos pela:

Proposicao 2.2.1 Seja X C R um conjunto nao vazio, limitado superiormente e
c>0.

Entdo o conjunto c - X admate supremo.

Alem disso, temos:

sup(c - X) =c-sup(X). (2.1)
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Demonstragao:
Veja a Demonstragao E-T.

Para a soma de dois conjuntos, temos a:

Proposicao 2.2.2 Sejam X,Y C R dois conjuntos ndo vazios e limitados superior-
mente.

Entdo o conjunto X+ Y admaite supremo.

Alem disso, temos:

sup(X +Y) = sup(X) + sup(Y). (2.2)

Demonstracgao:
Veja Demonstragao E2.

Para o produto de dois conjuntos, temos a:

Proposigao 2.2.3 Sejam X,Y C [0,00) dois conjuntos ndo vazios e limitados su-
periormente.

Entdo o conjunto X-Y admite supremo.

Além disso, temos:

sup(X - Y) = sup(X) - sup(Y). (2.3)

Demonstragao:
Veja a Demonstragao E3.

Observagao 2.2.1 As conclusdes da Proposi¢do podem nao ocorrer, se
X,YCR.

Para um contra-ezemplo que associado a situagcdao acima veja a Demonstagao
4. 4).

Temos também a:

Proposicao 2.2.4 Sejam () # X C Y C R dois conjuntos e Y limitado superior-
mente.

Entao o conjunto X admite supremo.

Alem disso, temos:

sup(X) < sup(Y). (2.4)
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Demonstragao:
Veja a Demonstragao E3.

Para a intersecgdao de dois conjuntos, temos a:

Proposicao 2.2.5 Sejam X,Y C R dois conjuntos, limitados superiormente, tais
que
XNY#0Q.

Entdo o conjunto X N'Y admite supremo.
Alem disso, temos:

sup(X NY) < min{sup(X),sup(Y)}. (2.5)

Demonstragao:
Veja a Demonstracdo EA.

O

Observacao 2.2.2 Em geral, pode nao ocorrer uma igualdade em (E3), na Pro-
posi¢cao EZZA.
Para um contra-ezemplo associado a situagdo acima veja a Demonstracao F. 1.

Para a reunido de dois conjuntos, temos a:

Proposicao 2.2.6 Sejam X,Y C R dois conjuntos ndao vazios, limitados superior-
mente.

Entdo o conjunto X UY admaite supremo.

Além disso, temos:

sup(X UY) = max{sup(X),sup(Y)}. (2.6)

Demonstragao:
Veja a Demonstragao E3.

O
Podemos estender a Proposigdo IZ2H acima para um numero finito de conjuntos,

mais precisamente, temos a:

Proposicao 2.2.7 Sejam X; C R para i€ {1,2,---,n} conjuntos ndo vazios, limi-

tados superiormente.
n

Entdo o conjunto UXi admite supremo.

i=1
Além disso, temos:

sup (O Xi> =max{sup(X;);ie€{1,2,---,n}}. (2.7)
i=1
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Demonstragao:
Veja a Demonstragao E4.

Observacao 2.2.3

Pergunta: serd que podemos na Proposi¢ao acima, trocar a familia finita,
por uma familia enumeravel infinita e obter as mesmas conclusées ?

Mazis precisamnte, se para cada para i € N, o conjunto X; C R é ndo vazio e
limitado superiormente, podemos garantir que o conjunto

admaite supremo ?
Caso afirmativo, serd que valerd a identidade

sup (G Xi) =max{sup(X;); i€ N} ? (2.8)
i=1

Para a resposta a esta pergunta veja a Demonstracao [.10.

Para a diferenga de dois conjuntos, temos a:

Proposigao 2.2.8 Sejam X CY C R, com Y € limitado superiormente e Y\ X # ().
Entdo o conjunto Y \ X admite supremo.
Além disso, temos:

sup(Y \ X) < sup(Y). (2.9)

Demonstracgao:
Veja a Demonstragdo ETT.
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Capitulo 3

Infimo

3.1 Definicao

Inciaremos com a:

Definicao 3.1.1 Seja X C R, um subconjunto ndo vazio e limitado inferiormente.
Suponhamos que exista 1, € R com as sequintes propriedades:

(i) o numero real 1, é um limitante inferior do conjunto X;
(ii) o nmumero real 1, € 0o maior com a propriedade acima, isto €, se
l, <b,
entdo b nao serd limitante inferior do conjunto X.

Neste caso diremos que l, € o maior limitante inferior do conjunto X, ou
ainda, que ele é o infimo do conjunto X e serd denotado por inf(X), usto é€,

inf(X) =1,.

Observacao 3.1.1 Um modo equivalente de reescrever a Definigdo 3 acima € a
sequinte:
l, = inf(X)

se, e somente se,
(i) o numero real 1, é um limitante inferior do conjunto X;
(ii)) Sel€ R € um limitante inferior do conjunto X, entdo deveremos ter
1<1,,

13



14 CAPITULO 3. INFIMO

ou ainda, dado ¢ > 0, o numero real 1, + ¢, nao pode ser limitante inferior
do conjunto X, ou seja,

podemos encontrar x € X,

de modo que: x<l,+ ¢,

. 1 - o . .
ou ainda, dado n € N, o numero real u, + —, nao pode ser limitante inferior
n

do conjunto X, ou seja,

podemos encontrar x € X,

1
de modo que: 1, <x <1, + o

3.2 Propriedades associadas ao infimo

Iniciaremos pela:

Proposicao 3.2.1 Seja X C R um conjunto ndo wvazio, limitado inferiormente e
c>0.

Entdo o conjunto c - X admate infimo.

Além disso, temos:

inf(c-X) = c - inf(X). (3.1)

Demonstragao:
Veja a Demonstragao B

De modo anélogo, temos a:

Proposicao 3.2.2 Seja X C R um conjunto ndo vazio, limitado superiormente e
c <0.

Entdo o conjunto c - X admate infimo.

Além disso, temos:

inf(c - X) = ¢ - sup(X). (3.2)

Demonstragao:
Veja a Demonstragdo B2

O

Observacao 3.2.1 Em particular, se X C R é um conjunto ndo vazio e limitado
superiormente, da Proposi¢gdo EZ3A acima, considerando-se

c=-—1,
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seque que o conjunto —X € nao vazio, limitado inferiormente, desta forma existe

inf(—X) e R
e, além disso, (de (BX2) comc=—1)
inf(—X) = —sup(X). (3.3)

Temos também a:

Proposicao 3.2.3 Seja X C R um conjunto ndo vazio, limitado inferiormente e
c <0.

Entdo o conjunto c - X admate supremo.

Além disso, temos:

sup(c - X) = c -inf(X). (3.4)

Demonstracgao:
Veja a Demonstragao BE3.

O

Observacao 3.2.2 Em particular, se X C R é um conjunto ndo vazio e limitado
inferiormente, da Proposicdo EZ3 acima, considerando-se

c=-—1,
seque que o conjunto —X € mao vazio, limitado superiormente, desta forma existe
sup(—X) € R
e, além disso, (de (BEd) comc=—1)
sup(—X) = —inf(X). (3.5)
Para a soma de dois conjuntos, temos a:

Proposicao 3.2.4 Sejam X,Y C R dois conjuntos ndo vazios e limitados inferior-
mente.
Mostre que o conjunto X+ Y admite infimo e vale

inf(X+Y) =inf(X) +inf(Y). (3.6)

Demonstracao:
Veja a Demonstragdo B4

Para o produto de dois conjuntos, temos a:
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Proposicao 3.2.5 Sejam
X,Y C (0, 00) (3.7)

dois conjuntos ndo vazios.
Mostre que o conjunto X -Y admate infimo e vale

inf(X - Y) = inf(X) - inf(Y). (3.8)

Demonstracao:
Veja a Demonstragdo BE3.

Observacao 3.2.3 As conclusdes da Proposi¢do EZ 3 podem nao valer se
X,YCR.
Para um contra-ezemplo associado a situagdo acima veja a Demonstragdo 4.

Vejamos agora a:

Proposigao 3.2.6 Sejam () # X C Y C R dois conjuntos, com Y limitado inferior-
mente.

Entdo o conjunto X admite infimo.

Além disso, temos:

inf(Y) < inf(X). (3.9)

Demonstracgao:
Veja a Demonstragdo B

O
Para a interseccdo de dois conjuntos, temos a:

Proposicao 3.2.7 Sejam X,Y C R dows conjuntos, limitados inferiormente tais que
XNY #0Q.

Entdo o conjunto X N'Y admaite infimo.

Além disso, temos:

inf(X NY) > max{inf(X),inf(Y)}. (3.10)

Demonstragao:
Veja a Demonstragao E3.

O

Observacao 3.2.4 Notemos que pode nao ocorrer uma igualdade em (BEJO), na

Proposicao B21.
Para um contra-ezemplo associado a situagdo acima veja a Demonstragdo 3.
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Para a reunido de dois conjuntos, temos a:

Proposicao 3.2.8 Sejam X,Y C R dois conjuntos nao vazios, limitados inferior-
mente.

Entdo o conjunto X UY admaite infimo.

Além disso, temos:

inf(XUY) = min{inf(X) , inf(Y)}. (3.11)

Resolugao:
Veja a Demonstragao BE10.
O
Podemos estender a Proposicdo EZ2R, para um numero finito de conjuntos, mais
precisamente:

Proposigao 3.2.9 Para cada i< {1,2,---,n}, seja X;i C R um conjunto ndo vazio
e limitado inferiormente.
n

Entdo o conjunto UXi admite infimo.
i=1
Além disso, temos:

inf (U xi> —min{inf(X;);ie{1,2,---,n}}. (3.12)
i=1

Demonstragao:

Veja a Demonstragao BETT.
OJ

Observacao 3.2.5 Pergunta: serd que podemos, na Proposi¢ao EZ1 acima, tro-
car a familia finita, por uma familia enumeravel infinita ?

Mazs precisamente, se para cadai € N, o conjunto X; C R € ndo vazio e limitado
o0

inferiormente, podemos garantir que o conjunto UXi admatird infimo ?
i=1

Caso afirmativo, vale a 1dentidade
inf (U xi> —min {inf(X;); i€ N} ? (3.13)
i=1

Para a resposta a essa pergunta veja a Demonstragdo EI2.

Para a diferenga entre dois conjuntos, temos a:
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Proposicao 3.2.10 Sejam X C Y C R dois conjuntos nao vazios, onde Y é limitado
inferiormente e Y \ X # 0.

Entao o conjunto Y \ X admate infimo.

Além disso, temos:

inf(Y) <inf(Y\ X). (3.14)

Resolucao:
Veja a Demonstragdo ET3.



Capitulo 4

Demonstracoes das propriedades de
supremo (ou seja, da segao 2.2)

Comegaremos pela:

Demonstracao 4.1 da Proposi¢ao :
Como, por hipdtese, X C R € um conjunto nao vazio e limitado superiormente,

seque que ezxiste
sup(X) € R.

Lembremos que
c-X={c-x;xeX}.

Como o conjunto X é ndo vazio, existe x, € X.

Desta forma c - x, € ¢ - X, mostrando que c - X é ndo vazto.

Por outro lado, como X é limitado superiormente, podemos encontrar u € R,
de modo que

x <u, paratodoxeX. (4.1)
Multiplicando-se (ECD) por ¢ > 0, obteremos: c¢-x <c-u, para todo x € X.

(4.2)
Desta forma se y € c- X, da definigdo do conjunto c - X, teremos que
y=c-x, para algum x € X,
(23)
logo y=c-x < c-u, (4.3)

ou seja, ¢ -u é um limitante superior do conjunto c - X, asstm o conjunto c - X é
limitado superiormente.
Logo, de um resultado conhecido, podemos concluir que existe o supremo do
conjunto c - X, ou seja,
sup(c-X) € R.

19
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Notemos também que, como sup(X) € um limitante superior do conjunto X,
podemos constderar u = sup(X) em (E3) (veja também (E)), ou seja
y < c-sup(X), para todoy € c-X,
ou seja, sup(c-X) <c-sup(X). (4.4)

Por outro lado, notemos que, para x € X, temos:
c-x <sup(c-X), (4.5)

. 1
dividindo-se (EX) por ¢ > 0, obteremos: x < o sup(c - X),

. 1 . . .

isto €, o numero real — - sup(c - X) € um limitante superior do conjunto X logo
c

deveremos ter

1
sup(X) < 5 -sup(c - X), (4.6)
multiplicando-se (EB) por ¢ > 0, obteremos: c -sup(X) < sup(c - X)

que juntamente com (EQ), mostra a validade da tdentidade (E), completando.
0J

Tratemos agora da:

Demonstracao 4.2 da Proposi¢do :
Como, por hipdtese, X, Y C R sao conjuntos nao vazios e limitados superior-
mente, seque que eristem
sup(X),sup(Y) € R.

Lembremos que
X+Y={x+y;xeXeyecY}.

Como os conjuntos X,Y sdo nao vazios, eristem x, € X e Yy, € Y.

Desta forma, pela definicdo do conjunto X + Y, temos que x, + Yo, € X+ Y,
mostrando que o conjunto X+ Y é ndo vazio.

Por outro lado, como os conjuntos X,Y sado limitados superiormente, podemos
encontrar ux,uy € R, de modo que

x <ux, para todox € X (4.7)
e y<uy para todo x € X. (4.8)

Somando-se (E1) e (EB), obteremos: x+y <ux-+uy, paratodoxecXeyecy,
(4.9)

mostrando que o numero real ux +uy € um limitante superior do conjunto X+ Y,
ou seja, o conjunto X+Y € limitado superiormente.
Logo, de um resultado conhecido, podemos concluir que existe o supremo do
conyunto X+Y, ou seja,
sup(X+Y) eR.
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(1) Afirmamos que o numero real sup(X)+sup(Y) é um limitante superio de X+Y.

De fato, comosup(X) e sup(Y) sdo limitantes superiores dos conjuntos X e Y,
respectivamente, podemos considerar ux = sup(X) e uy = sup(Y), em (EX) e
(E3R), respectivamente.

Em particular, de (E9), segue que
x+y < sup(X) +sup(Y), paratodoxeXeyey,

isto €, o numero real sup(X) + sup(Y) € um limitante superior do conjunto
X+Y.

(11) Afirmamos que o numero real sup(X) +sup(Y) é o menor com a propriedade
(2).
De fato pois, dado € > 0, da defini¢do de supremo, seque que existem x. € X
ey. €Y, de modo que

sup(X) — % < Xe (4.10)
sup(Y) — % < Ye - (4.11)
€ €
Somando-se (EZI0) e (ELD), segue que: (sup(X) — §> + <sup(Y) — z) < Xe +Ye

ou seja, sup(X)+sup(Y)—e < xe+Ye,

ou seja, podemos encontrar z. € X +Y (na verdade, z. = x. + Y. ), de modo
que

sup(X) +sup(Y) — ¢ < z,

mostrando que o numero real sup(X)+sup(Y) ndo pode ser limitante superior
do conjunto X +Y.

Portanto o niumero real sup(X) + sup(Y) € o menor limitante superior do
conjunto X+Y, ou seja,

sup(X) + sup(Y) =sup(X+Y),

completando a demonstracado.

Tratemos agora da

Demonstracao 4.3 da Proposi¢do :
Notemos que, do fato que X,Y C [0,00) e limitados superiormente, seque que
existem
sup(X),sup(Y) € R.
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Notemos que se

X={0} ou Y={0},
ou seja, sup(X)=0 ou sup(Y)=0, (4.12)

em qualquer um dos casos teremos
XY ={0} (4.13)
e asstm X -Y serd nao vazio e limitado superiormente, logo existe
sup(X-Y) € R.

Alé disso,

)

sup(X-Y) 0

= sup(X) - sup(Y),

mostrando a validade da identidade (E3) nmeste caso.
Por outro lado, se X,Y C [0,00) sdo tais que

X,Y #{0},
teremos
sup(X), sup(Y) > 0. (4.14)

Lembremos que
X Y={x-y;xeXeyeY}.

Como os conjuntos X,Y sdo nao vazios, eristem x, € X e Yy, € Y.

Desta forma, pela definicdo do conjunto XY, temos que X, -y, € X+ Y, mos-
trando que o conjunto X-Y é ndo vazio.

Por outro lado, como os conjuntos X,Y sdo limitados superiormente, podemos
encontrar ux,uy € R, de modo que

0<x<ux, paratodoxeX
(4.15)

e 0<y<uy para todo x € X.
(4.16)

Multiplicando-se (EIH) e (ET18) (sdo sambos ndo negativos), obteremos:

0<x-y<ux-uy, paratodoxeXeyecy,
(4.17)
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mostrando que o numero real uy -uy € um limitante superior do conjunto X-Y, ou
seja, o conjunto X-Y € limitado superiormente, logo existe

sup(X-Y) € R.
Em particular, de (EI1), seque que

x -y <sup(X)-sup(Y), paratodoxeXeyey,
(4.18)

isto €, o numero real sup(X) - sup(Y) € um limitante superior do conjunto X -Y.
Portanto teremos

sup(X-Y) <sup(X) -sup(Y). (4.19)
Suponhamos, por absurdo, que
sup(X -Y) < sup(X) - sup(Y). (4.20)

Dado ¢ > 0, da definigcdo de supremo, seque que existem x. € X e Y. € Y, de
modo que

sup(X) — & < X, (4.21)
sup(Y) — e < ye. (4.22)
Multiplicando-se (E20) e (E222), temos:
[sup(X) — el - [sup(Y) —&] < x; - ye,
ou: sup(X) -sup(Y) — ¢ - [sup(X) 4+ sup(Y)] + €2 < x¢ - ye (4.23)

Por outro lado, para todo x € X ey €Y, teremos
(=)
x-y <sup(X-Y) < sup(X)-sup(Y).

Em particular, para cada ¢ > 0 (com x. € X e y. € Y com em (E21) e (E232),
respectivamente) teremos:

Xe +Ye < sup(X) - sup(Y). (4.24)
Consideremos
. (e13)
e =sup(X) +sup(Y) > 0 (4.25)
de (E223), teriamos

sup(X) -sup(Y) —e- e + e < X - Ye
ou seja, sup(X)-sup(Y) < xe-ye.. (4.26)
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Logo,

(=3) (=m)
XeYe < Sup(X) : Sup(Y) < Xe VY,

o que € um absurdo!
Portanto podemos concluir que

sup(X) - sup(Y) < sup(X-Y),

que juntamente com (ETI9), implica na validade da tdentidade (E33), completando

a demonstragao.
O

Temos agora a:

Demonstracao 4.4 da Observagdo EZZ1 :

Um contra-ezemplo associado a questao colocada na Observag¢ao EZ1 pode ser
dado por:

Consideremos os sequintes conjuntos:

X = (—00,0), (4.27)
Y = (—oc0,—1). (4.28)
Notemos que X e Y sdo ndo vazios e limitados superiormente (0 é limitante

superior de ambos).
Notemos que

() « (=)

XY (0, 00). (4.29)

ou seja, o conjunto X-Y nao € limitado superiormente , mostrando que o conjunto
XY ndo possur supremo.

O
Tratemos da

Demonstracao 4.5 da Proposi¢ao :
Com X#0 e XCY, seque que Y # (.
Do fato que Y # () e € limitado superiormente, seque que eziste

sup(Y) € R.
Como, em particular, sup(Y) é um limitante superior de Y, seque que

y <sup(Y), para yey. (4.30)
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Por outro lado,

se xeXCY,
de (EZ20), teremos: x <sup(Y), (4.31)

ou seja, X é limitado superiormente.
Portanto, existe
sup(X) € R.

z

De (E3T), temos que sup(Y) é um limitante superior de X, sendo sup(X) o
menor limitante superior de X, seque que

sup(X) < sup(Y),

completando a demonstracao.

Temos agora a:

Demonstracao 4.6 da Proposi¢do :

Como XNY#0Q,

XNnycX
e XNYCY,
seque que
X, Y£0D.

Além disso, sendo X e Y limitados superiormente, podemos garantir que ecistem
sup(X) e sup(Y).

Logo, do Ezxemplo , seqgue que XNY € limitados superiormente e, de (EH),
teremos

sup(XNY) < sup(X)
sup(X NY) < sup(Y),
ou seja, sup(XNY) < min{sup(X),sup(Y)},

completando a demonstracgdo.

Vejamos agora a
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Demonstracao 4.7 da Observagao EZ22 :

Um contra-exemplo associado a questdo colocada na Observacdo EZZA, pode
ser dado por:

Consideremos os sequintes conjuntos:

X=(0,1), (4.32)
1 1
Com 1sto teremos
=) e (11
XNy = (3,2), (4.34)

Desta forma temos que X,Y ,XNY # (), sdo limitados superiormente (por exem-

plo, 1, 3 e =, respectivamente) e, além disso

sup(X) =V 1, (4.35)
sup(Y) =3, (4.36)
27 ]
e sup(XNY) (=) 7 (4.37)
Logo, teremos
1
sup(XNY) =) 5
# 1 =min{1, 3}
(=) ¢ (=)

- mm{sup(X) ) Sup(Y)})
ou ainda, sup(XNY) < min{sup(X),sup(Y)},

mostrando que pode ndo ocorrer a igualdade em (E3) na Proposi¢do EZA.

Demonstracao 4.8 da Proposi¢do :
Como, por hipdtese, X,Y C R sao conjuntos nao vazios e limitados superior-
mente, seque que eristem
sup(X),sup(Y) € R.

Notemos que, como X #( (e Y também), teremos

XUY#0.
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Por outro lado, como os conjuntos X,Y sdo limitados superiormente, podemos
encontrar ux,uy € R, de modo que

0<x<ux, paratodox e X (4.38)

e 0<y<uy paratodoyey. (4.39)
Consideremos

u = max{uy, uy}. (4.40)

Desta forma, se z€ XUY, teremos: z€ X ou z€Y,
logo z<ux ou z<u,
ou seja, z < max{uy,uy} =), (4.41)

mostrando que o numero real u = max{uy,wy} € um limitante superior do conjunto
XUY, ou seja, o conjunto XUY € limitado superiormente, logo existe

sup(XUY) e R.

(1) Afirmamos que max{sup(X),sup(Y)} é um limitante superior do conjunto XUY.

De fato, como sup(X) € um limitante superior do conjunto X e sup(Y) € um
limitante superior do conjunto Y, podemos considerar

uyx =sup(X) e uy =sup(Y)
em (EZT), ou seja,

z < max{sup(X),sup(Y)},
para todo z€ XUY,

mostrando que max{sup(X),sup(Y)} € um limitante superior do conjunto XUY.

(11) Mostremos que max{sup(X),sup(Y)} € o menor com a propriedade (1).

De fato pois, dado € > 0, mostremos que
max{sup(X),sup(Y)} —¢

nao é um limitante superior do conjunto X UY.

Para tanto, consideremos os sequintes casos:

(a) suponhamos que

max{sup(X),sup(Y)} = sup(X). (4.42)
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(b)
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Logo, como sup(X) € o menor limitante superior de X, podemos encontrar
x € X, de modo que

max{sup(X),sup(Y)} —¢ =) sup(X) —e < x,
ou seja, x EXCXUY e max{sup(X),sup(Y)}—e < x,
mostrando que
max{sup(X),sup(Y)} —¢ =) sup(X) — ¢
nao é um limitante superior de XUY, ou seja,

sup(X UY) = max{sup(X),sup(Y)},

suponhamos agora que
max{sup(X),sup(Y)} = sup(Y). (4.43)

Logo, como sup(Y) € o menor limitante superior de Y, podemos encontrar
y €Y, de modo que
max{sup(X),sup(Y)}—e¢ = sup(Y) —e <y,
ou seja, x €Y C XUY e  max{sup(X),sup(Y)}—e <y,

mostrando que

max{sup(X),sup(Y)}—¢ =) sup(Y) — ¢
nao € um limitante superior de XUY, ou seja,

sup(X U Y) = max{sup(X),sup(Y)},

completando a demonstracado.

O
Vejamos agora a:
Demonstracao 4.9 da Proposi¢do :
Sugestao: utilize a Proposi¢cao EZZZ4 e indug¢dao sobre n € N.
O

Temos agora a
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Demonstracao 4.10 da Observagao EZZ3 :
A resposta a pergunta formulada na Observagdo EZZ3, é nao.
Notemos que, para cada i € N, temos X; # (), teremos

o
i=1

Mas se para cada 1 € N, temos que X; € limitado superiormente, isto nao
implicard, necessariamente, que o conjunto

U
i=1

€ limitado superiormente e portanto poderd ndo admaitir supremo.
Neste caso, nao fard sentido a identidade (EZ3).
Para ver 1sto, consitderemos o sequinte contra-exemplo:
Para cada i € N, seja

X; =1[0,1i].
Desta forma, para cada i € N, temos que o conjunto X; é ndo vazio e limitado
superiormente.
Porém -

UXi=10,00)
i=1

que ndo é limitado superiormente e portanto ndo admaite supremo em R.

Temos também a:

Demonstracao 4.11 da Proposi¢ao :

Como Y\Y#0Q,

e Y\XCY
seque que
Y£0.
Além disso, sendo Y limitados superiormente, podemos garantir existe
sup(Y).

Logo, da Proposi¢cdo , seque que Y \ X € limitado superiormente e, de
(E9), teremos

sup(Y \ X) < sup(Y)

completando a demonstragao.



30 CAPITULO 4. DEMONSTRACOES RELACIONADAS AO SUPREMO



Capitulo 5

Demonstracoes das propriedades
relacionadas ao infimo (ou seja, da
segao B.2)

Iniciaremos pela:

Demonstracao 5.1 da Proposi¢cao EZ1 :
Como, por hipdtese, X C R é um conjunto nao vazio e limitado inferiormente,
seque que existe
inf(X) € R.

Lembremos que
c-X={c-x;xeX}.

Como o conjunto X é ndo vazio, existe x, € X.

Desta forma c - x, € ¢ - X, mostrando que o conjunto c - X é ndo vazio.

Por outro lado, como X € limitado inferiormente, podemos encontrar 1 € R, de
modo que

1 <x, paratodoxeX. (5.1)
Multiplicando-se (ETD) por ¢ > 0, obteremos: c¢-1<1-x, para todo x € X.

(5.2)
Desta forma sey € c - X, da definigdo do conjunto c - X, teremos que
y=c-x, para algum x € X,
(B2)
logo ¢c-1 < y=c-x, (5.3)

ou seja, ¢ -1 € um limitante inferior do conjunto c - X, assim o conjunto c - X €
limatado inferiormente.
Logo, de um resultado conhecido, podemos concluir que existe o infimo do
conjunto c - X, ou seja,
inf(c - X) € R.

31
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Notemos também que, como inf(X) € um limitante inferior do conjunto X,
podemos constderar 1 = inf(X) em (E3) (veja também (ETD)), ou seja
c-inf(X) <y, para todoy € c- X,
ou seja, c-inf(X) <inf(c-X). (5.4)

Por outro lado, notemos que, para x € X, temos:
inf(c-X) <c-x, (5.5)

1
dividindo-se (BE3) por ¢ > 0, obteremos: - -inf(c - X) < x,

isto €, o mumero real — - inf(c - X) € um limitante inferior do conjunto X, logo
c
deveremos ter

1
. inf(c - X) < inf(X), (5.6)
maultiplicando-se (EX8) por ¢ > 0, obteremos: infc - (X) < c-inf(X)

que juntamente com (BE4), mostra a validade da identidade (B), completando a

demonstracgao.
O

Tratemos agora da

Demonstracao 5.2 da Proposi¢cao EZ2A :
Como, por hipdtese, X C R € um conjunto nao vazio e limitado superiormente,

seque que existe
sup(X) € R.

Lembremos que
c-X={c-x;xeX}.

Como o conjunto X é ndo vazio, existe x, € X.

Desta forma c - x, € ¢ - X, mostrando que c - X € ndo vazto.

Por outro lado, como X € limitado superiormente, podemos encontrar u € R,
de modo que

x <u, paratodoxeX. (5.7)
Multiplicando-se (EZ3) por ¢ < 0, obteremos: c¢-x>c-u, para todo x € X.
(5.8)

Desta forma se y € c - X, da definigdo do conjunto c - X, teremos que

y=c-x para algum x € X,

(E3)
logo y=c-x > c-u, (5.9)
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ou seja, c -u € um limitante inferior do conjunto ¢ - X, assim o conjunto c - X €
limatado inferiormente.
Logo, de um resultado conhecido, podemos concluir que existe o infimo do
conjunto c - X, ou seja,
inf(c - X) € R.
Notemos também que, como sup(X) é um limitante superior do conjunto X,
podemos considerar u = sup(X) em (BEX) (veja também (ET)), ou seja

inf(c - X) > ¢ -sup(X). (5.10)
Por outro lado, notemos que, para x € X, teremos
c-x > inf(c- X), (5.11)

o T .
dividindo-se (ECID) por ¢ < 0, obteremos: x < o inf(c - X),
1sto é, o numero real < -sup(c - X) € um limitante superior do conjunto X, logo

deveremos ter

sup(X) < —-inf(c-X), (5.12)

1
c
multiplicando-se (EE12) por ¢ < 0, obteremos: c -sup(X) > inf(c - X)

que juntamente com (ECI), mostra a validade da tdentidade (B3), completando a

demonstracao.
OJ

De modo andlogo, temos a:

Demonstracao 5.3 da Proposi¢do EZ13 :
Como, por hipotese, X C R € um conjunto nao vazio e limitado inferiormente,

seque que ezxiste
inf(X) e R.

Lembremos que
c-X={c-x;xeX}.

Como o conjunto X € nao vazio, existe x, € X.

Desta forma c - x, € ¢ - X, mostrando que c - X é ndo vazto.

Por outro lado, como X € limitado inferiormente, podemos encontrar 1 € R, de
modo que

1 <x, paratodoxecX. (5.13)

Multiplicando-se (EZI3) por ¢ < 0, obteremos: c-l>c-x, para todo x € X.
(5.14)
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Desta forma se y € c- X, da definigdo do conjunto c - X, teremos que

y=c-x para algum x € X,

(E13)
logo y=c-x < c-1, (5.15)

ou seja, c -l é um limitante superior do conjunto c - X, asstm o conjunto c - X é
limitado superiormente.
Logo, de um resultado conhecido, podemos concluir que ezxiste o supremo do
conjunto c - X, ou seja,
sup(c-X) € R.

Notemos também que, como inf(X) é um limitante inferior do conjunto X,
podemos constderar 1 = inf(X) em (EEH) (veja também (E213)), ou seja

sup(c - X) < c-inf(X). (5.16)
Por outro lado, notemos que, para x € X, teremos
c-x <sup(c-X), (5.17)

. 1
dividindo-se (ECIA) por ¢ < 0, obteremos: x > . sup(c - X),

: 1 o . . :
1sto €, o mumero real Esup(c - X) € um limitante inferior do conjunto X, logo

deveremos ter

inf(X) > — -sup(c-X), (5.18)

1
c
maultiplicando-se (EZI8) por ¢ < 0, obteremos: c -inf(X) < sup(c - X)

que juntamente com (EI8), mostra a validade da itdentidade (B2), completando a

demonstracgao.
O

Podemos agora tratar da

Demonstracao 5.4 da Proposi¢ao :
Como, por hipdtese, X,Y C R sdo conjuntos nao vazios e limitados inferior-

mente, seque que ezistem
inf(X),inf(Y) € R.

Lembremos que
X+Y={x+y;xeXeyecYl}

Como os conjuntos X,Y sao nao vazios, eristem x, € X e Yy, € Y.
Desta forma, pela definicdo do conjunto X + Y, temos que x, + Yo € X + Y,
mostrando que o conjunto X+ Y € nao vazio.
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Por outro lado, como os conjuntos X,Y sao limitados inferiormente, podemos
encontrar lx,ly € R, de modo que

lx <x, para todo x € X (5.19)
e ly <y para todo x € X. (5.20)

Somando-se (E19) e (E20), obteremos: Ilx+1ly <x+vy, paratodoxcXeyey,

(5.21)

mostrando que o numero real lx + ly é um limitante inferior do conjunto X+ Y,
ou seja, o conjunto X+Y é limitado inferiormente.

Logo, de um resultado conhecido, podemos concluir que existe o infimo do
conjunto X+ Y, ou seja,

(1)

(1)

inf(X+Y) eR.
Afirmamos que o numero real inf(X) +inf(Y) é um limitante inferior do con-
Junto X +Y.

De fato, notemos que inf(X) e inf(Y) sdo limitantes inferiores dos conjuntos
X e Y, respectivamente, ou seja, podemos considerar lx = inf(X) e ly = inf(Y),
em (EE) e (BEZ20), respectivamente.

Em particular, de (E220), segue que
inf(X) +inf(Y) <x+4+vy, paratodoxeXeyey,
1sto €, o numero real inf(X)+inf(Y) € um limitante inferior do conjunto X+Y.

Afirmamos que o numero real inf(X) 4 inf(Y) é o menor numero real com a
propriedade (1).

De fato pois, dado € > 0, da definicao de infimo, seque que existem x. € X e
Y. € Y, de modo que

Xe < inf(X) + % , (5.22)
y. < inf(Y) + % . (5.23)
. € ) 3
Somando-se (BE22) e (E223), segue que: X+ Y, < (mf(X) + Z) + (mf(Y) + Z>

ou seja, X+ Y. < inf(X)+inf(Y)+ ¢,

ou seja, podemos encontrar z. € X +Y (na verdade, z. = x. + Y. ), de modo
que

z. < inf(X) +inf(Y) + ¢,

mostrando que o niumero real inf(X)+inf(Y)+¢e ndo pode ser limitante inferior
do conjunto X+ Y.
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Portanto o numero real inf(X) 4+ inf(Y) € o menor limitante inferior do con-
qunto X +Y, ou ainda

inf(X) + inf(Y = inf(X+Y),
completando a demonstracado.

Temos agora a

Demonstracao 5.5 da Proposi¢do 213 :
Notemos que, do fato que X,Y C [0,00) sdo ndo vazios, e em particular, limi-
tados inferiormente, seque que existem inf(X),inf(Y) € R e, além disso, teremos

inf(X), inf(Y) > 0. (5.24)
Vamos fazer a prova para o caso
inf(X), inf(Y) > 0. (5.25)
Os casos:
1. inf(X) = inf(Y) =0;
2. inf(X) =0 e inf(Y)>0;
3. inf(X) >0 e inf(Y)=0,

serao deizados como exercicio para o leitor.

Lembremos que
X-Y={x-y;xeXeyeY]

Como os conjuntos X,Y sdao nao vazios, eristem x, € X e Yy, € Y.

Desta forma, pela defini¢cdo do conjunto XY, temos que X, -y, € X+ Y, mos-
trando que o conjunto X-Y é ndo vazio.

Por outro lado, como os conjuntos X,Y C (0,00) teremos

0 <x, para todo x € X
(5.26)

e 0<y para todo x € X.
(5.27)

Multiplicando-se (E28) e (E221) (sdo sambos ndo negativos), obteremos:

0<x-y, paratodoxecXeyey,
(5.28)

mostrando que o numero real 0 é um limitante inferior do conjunto X-Y, ou seja,
o conjunto X -Y € limitado inferiormente, logo existe

inf(X-Y) € [0,00),

pots X, Y € (0,00).
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Afirmamos que o numero real inf(X) - inf(Y) é um limitante inferior do con-
Junto X +Y.

De fato , como X,Y C (0,00), temos
0 <inf(X)-inf(Y) <x-y, paratodoxeXeyeyY, (5.29)
isto €, o numero real inf(X) - inf(Y) € um limitante inferior do conjunto X -Y

Afirmamos que o numero real inf(X) - inf(Y) é maior coma propriedade (iz).

De fato pois, dado ¢ > 0 considerando-se

o= —[inf(X) + inf(Y)] + /[nf(X) + inf(Y)]2 + 4 - [inf(X) + inf(Y)] - € S0

2
(5.30)

da definigdo de infimo, seque que existem x.» € X e Yy € Y, de modo que

(e=2) . /
0 < xe <inf(X) +¢’, (5.31)

02y, <inf(Y)+¢’. (5.32)
Multiplicando-se (E2T) e (E33), temos:
0 < xer - Yer < [inf(X) + &'] - [inf(Y) + €],
ou: 0< X -Yer < inf(X)-inf(Y)+ ¢’[inf(X) + inf(Y)] + (¢')?, (5.33)

=),

Logo, de (E233), teriamos
0 < Xer - Yer < inf(X) - inf(Y) + €,

mostrando que inf(X) - inf(Y) é o maior limitante inferior do conjunto X -Y,
ou seja
inf(X - Y) = inf(X) - inf(Y),

completando a demonstracado.

Vejamos agora a

Demonstracao 5.6 da Observag¢do 213 :
Para um contra-exemplo associado, podemos considerar, por exemplo, 0s con-
Juntos:

(—1,00), (5.34)

X
Y = (0,00) . (5.35)

e
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Notemos que X e Y sdo ndo vazios e limitados infertormente (—1 €é limitante
inferior de ambos).
Notemos que

Ly ) ==

X (—00,0). (5.36)

ou seja, o conjunto X-Y nao € limitado inferiormente , mostrando que o conjunto
X-Y ndo possui infimo.

O
Temos agora a
Demonstracao 5.7 da Proposi¢ao :
Com X#0 e XCY, seque que Y # (.
Do fato que Y # () e € limitado inferiormente, seque que existe
inf(Y) e R.
Como, em particular, inf(Y) é um limitante inferior de Y, seque que
inf(Y) <y, para yeYy. (5.37)
Por outro lado,
se xeXCYy,
de (E231), teremos: inf(Y) <x, (5.38)

ou seja, X é limitado inferiormente.

Portanto, ezxiste
inf(X) € R.

De (E21), temos que inf(Y) é um limitante inferior de X, sendo inf(X) o maior
limitante inferior de X, seque que

inf(Y) < inf(X),

completando a demonstracao.

Temos agora a

Demonstracao 5.8 da Proposicao B 2.1 :

Como XNY#0Q,
XNYCX
e XNYCY,
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segue que

X, Y #£0(.
Além disso, sendo X e Y limitados inferiormente, podemos garantir que existem
inf(X) e inf(Y).

Logo, do Ezemplo 24, seque que XNY € limitados inferiormente e, de (EX0),
teremos

inf(X) <inf(XNY)
inf(Y) <inf(XNY),
ou seja, max{inf(X),inf(Y)} <inf(XNY),

completando a demonstracgdo.

Podemos agora tratar da

Demonstracao 5.9 da Observagao :
Para um contra-exemplo associado, podemos considerar, por exemplo, os con-

Juntos:
X=(0,1), (5.39)
1 1
Y=(-3,-2 - =]. 4
Com 1sto teremos
E=3) ez (1 1
XNy = -, = 41

Desta forma temos que X,Y,XNY # 0, sGo limitados inferiormente (por exem-

plo, 0, —3 e 3 respectivamente) e, além disso, temos:

(6=m)

inf(X) "="0, (5.42)
inf(v) = _3, (5.43)
e inf(XnY) = % . (5.44)
Logo, teremos
inf(x nv) = %
# 0 = max{0,—3}
(63) « (6=3)

max{inf(X), inf(Y)},
ou atnda, inf(XNY) > max{inf(X),inf(Y)},
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mostrando que pode ndo ocorrer a igualdade em (BIO) na Proposi¢ao F-2Z_1.
O

Tratemos agora da

Demonstracao 5.10 da Proposigdo EZZ3 :
Como, por hipdtese, X,Y C R sao conjuntos nao vazios e limitados inferior-

mente, seque que eristem
inf(X),inf(Y) € R.

Notemos que, como X #( (e Y também), teremos

XUY #0.

Por outro lado, como os conjuntos X,Y sdo limitados inferiormente, podemos
encontrar lx,ly € R, de modo que

Ix <x, para todo x € X (5.45)
e ly<y paratodoyeY. (5.46)

Consideremos
1= min{lx y ly} . (547)

Desta forma, se z€ XUY, teremos: z€ X ou z€Y,
logo Wx<z ou ly<z,
ou seja, 1 =) min{lyx, ly} < z. (5.48)

mostrando que o numero real 1 = min{lx,ly} € um limitante inferior do conjunto
XUY, ou seja, o conjunto XUY # () € limitado inferiormente, logo existe

inf(XUY) € R.

(1) Afirmamos que min{inf(X),inf(Y)} é um limitante inferior do conjunto XUY.

De fato, como inf(X) é um limitante inferior do conjunto X e inf(Y) é um
limitante inferior do conjunto Y, podemos considerar

Iy = inf(X) e ly =inf(Y)
em (EZ3), ou seja,

min{inf(X),inf(Y)} < z,
para todo ze€ XUY,

mostrando que min{inf(X),inf(Y)} € um limitante inferior do conjunto XUY.
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(11) Mostremos que min{inf(X),inf(Y)} € o maior com a propriedade (1).
De fato pois, dado € > 0, mostremos que
min{inf(X),inf(Y)} + ¢
nao é um limitante inferior do conjunto X UY.
Para tanto, consideremos os sequintes casos:
(a) suponhamos que

min{inf(X) ,inf(Y)} = inf(X). (5.49)

Logo, como inf(X) € o menor limitante inferior de X, podemos encontrar
x € X, de modo que

x < inf(X) + ¢ = minfinf(X),inf(Y)) + ¢,
ou seja, x € XCXUY
e x < min{inf(X),inf(Y)} = ¢,
mostrando que

(

inf(X) + ¢ "= minfinf(X) , inf(Y)} + ¢

nao € um limitante inferior de XUY, ou seja,
inf(XUY) = min{inf(X), inf(Y)}.
(b) suponhamos que
min{inf(X),inf(Y)} = inf(Y). (5.50)

Logo, como inf(Y) é o menor limitante inferior de Y, podemos encontrar
y €Y, de modo que

y <inf(Y)+e¢ =

ou seja, yeYCXUY
e Yy < min{inf(X),inf(Y)} =¢,

min{inf(X),inf(Y)} + ¢,

mostrando que

inf(Y) + ¢ "= min{inf(X) ,inf(Y)} + ¢
nao € um limitante inferior de XUY, ou seja,

inf(XUY) = min{inf(X) ,inf(Y)},
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completando a demonstragao.

O
Temos agora a
Demonstracao 5.11 da Proposi¢do 21 :
Sugestao: utilize a Proposi¢cao [Z3 e indug¢dao sobre n € N.
O

Vejamos agora a

Demonstracao 5.12 da Observagao EZ13 :
Notemos que, para cada i € N, temos que o conjunto X; # () e assim, teremos
que

Uxi#0.
i=1

Mas se para cada 1 € N, temos que o conjunto X; é limitado inferiormente, isto
nao implicard, necessariamente, que o conjunto

€ limitado inferiormente.
Portanto poderd ndo admatir infimo e, além disso, ndo fard sentido (EZI3).
Para ver 1sto, consideremos o sequinte contra-exemplo:
Para cada i € N, considere o conjunto

X = [—i,0].

Desta forma, para cada i € N, temos que o conjunto X; é ndo vazio e limitado
inferiormente.
Porém o conjunto

Gxi — (_OO>O]>
i=1

nao ¢ limitado inferiormente.

Temos agora a

Demonstracao 5.13 da Proposi¢do EZZ110 :

Como Y\Y#0D,
e Y\XCY
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segue que

Y40,

Além disso, sendo Y limitados inferiormente, podemos garantir existe
inf(Y).

Logo, da Proposi¢do EZA, seque que Y\X € limitado inferiormente e, de (E13),
teremos

inf(Y) <inf(Y\ X),

completando a demonstracgao.

FIM
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