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Capitulo 1

Introducao

O objetivo destas notas é introduzir os nimeros complexos.

Na verdade o conjunto dos niimeros complexos é caracterizado como sendo o conjunto
R?, quando munido da operagio usual de adigdo, indicada por +, de R? (como veremos na
Definicio ZZT1) e de uma multiplicacio, indicada por -, em R* (como veremos na Definigio
zT32).

Portanto C, o conjunto dos ntimeros complexos, é o conjuntor R?, munido das operagdes
+ e -, citadas acima.

Serdo exibidos os conceitos relacionados com o conteido acima, bem como propriedades
e aplicagdes dos mesmos.

As referéncias (ver [0]) ao final das notas poderdo servir como material extra importante
para o contetido aqui desenvolvido.
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Capitulo 2

Numeros Complexos

Neste capitulo introduziremos os ntimeros complexos, operagoes, representacdo geométrica e
algumas aplicagbes simples dos mesmos.

2.1 O que é um nuimero complexo ?

Comecgaremos introduzindo a:

Definicao 2.1.1 Dados (x1,Y1), (x2,Y2) € R?, definiremos a adigdo (ou soma) do par
ordenado (x;,y;) com o par ordenado (x;,y,) , tndicada por (x1,y1)+ (x2,Y2), como

sendo o par ordenados:

(x1,Y1) + (x2,Y2) = (x1 +x2,Y1 + Y2) - (2.1)

Observacao 2.1.1 Notemos que a operagdo de adi¢do, dada por (ET0), nos fornece uma
funcado
+:R? x R? = R?,

definida da seguinte forma:
+ ((x1,91)5 (x2,92)) = (x1,u1) + (x2,¥2), para cada  (x1,yY1), (x2,y2) €R*.  (2.2)
Podemos também introduzir uma outra operagdo, dada pela:

Defini¢ao 2.1.2 Dados (x1,Y1), (x2,Y2) € R?, definiremos o produto (ou multiplicagao)
do para ordenado (x;,y;) com o par ordenado  (x2,Yy2), indicado por (x1,Y1)-(X2,Y2),

como sendo o par ordenado:

(x1,y1) - (x2,Y2) = (x1x2 — Y1 Y2, X1 Y2 + Y1 X2) . (2.3)

Observacao 2.1.2 Notemos que a operagdo de multiplicagdo, dada por (E3), nos for-

nece uma func¢ao
R x R? = R?,

definida da seguinte forma:

“(x1591), (x2,12)) = (x1,Y1) - (x2,Y2), para cada (x1,y1),(x2,y2) € C. (2.4)
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Podemos agora introduzir o conceito central de todas as nossas futuras discussoes, a saber:

Definigao 2.1.3 O conjunto R?, munido das operagées de adicdo, dada por (II), e de
maultiplicagdo, dada por (E2), serd demominado conjunto dos niimeros complexos e
indicado por C.

Observacao 2.1.3

1. Segundo a Definigdo BT 3,
C =R?,

onde, em R? estamos considerando as operagbes de adi¢cdo, dada por (E), e de
multiplicacdo, dada por (E32).

2. Denotaremos um elemento de C por z, ou seja,

z=(x,y) € R%.

3. Para cada x € R, o numero complezxo
(x,0)
serd identificado com o numero real x, ou seja,

x~ (x,0).

Notemos que tal identificacdo € delicada pois se formos levar ao pé da letra, o
niumero real x nao pode ser comparado com o para ordenado (x,0).

Neste sentido, todo cuidado € pouco !

Tal identificagcdo serd muito util para o estudo de varidvel compleza.

4. Deste modo, o conjunto formado pelos niumeros reais poderd ser visto como um
”subconjunto’ do conjunto formado por todos os numeros complezxos, ou seja,

"RCC', (2.5)
onde a "inclusdo” acima €, na verdade, a aplicagdo
[:R—C,

dada por:
I(x) =(x,0), paracada xé€R. (2.6)
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5. Por abuso de notagao, escreveremos:
x = (x,0). (2.7)

Novamente lembramos que tal igualdade nao faz sentido do ponto de vista ma-
temdtico (um numero real igual ao um para ordenado ? !).

Por isto chamamos a atengdo que a (EZ1) é na verdade uma identificagao.

A seguir introduziremos alguns conceitos importantes que serdo utilizados no decorrer
destas notas.
Comegaremos pela:

Definigao 2.1.4 O numero complezo (0,1) serd denominado unidade imaginéria e de-
notada por i, ou seja,

i=(0,1). (2.8)
Temos também a
Definigao 2.1.5 O numero complezo (0,0), serd denotado por O , ou seja,
0 =(0,0). (2.9)
Outras nogdes importantes sdo dados pela:

Definigao 2.1.6 Sez = (x,y) € C, diremos que o numero real x € a parte real do ntime-
ro complexo z, e indicado por R(z), ou seja,

R(z) = x. (2.10)

De modo semelhante, diremos que o numero realy é a parte imaginaria do nimero
complexo z, e indicado por J(z), ou seja,

J(z)=vy. (2.11)
Observacao 2.1.4 Notemos que com a Definicao EZ14, podemos ober uma func¢ao
R:R* >R,
definida da seguinte forma:
R(z) =x, para cada z=(x,y)eC. (2.12)

Definicao 2.1.7 Um numero complezo z, serd dito imaginario puro, se for da forma

z=(0,y), paraalgum yeR, (2.13)

ou seja, se
R(z) =0. (2.14)
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Observacao 2.1.5 Notemos que com a Definicao [E.1.1, podemos ober uma func¢ao

J:R* - R,
definida da seguinte forma:
J(z) =y, paracada z=(x,y)eC. (2.15)
Temos agora a
Proposicao 2.1.1 Sejam z;,z, € C.
Entdo:
Rz + z2] = Rlz1] + Rlzy], (2.16)
Jlz1 + zo] = Jz1] + TJ(z,] . (2.17)
Demonstracgao:

Veja a demonstragdo BT 1 do capitulo 3.

Para finalizar esta segao temos a:

Definicao 2.1.8 Diremos que dois numeros complezos z;,z; € C sdo iguais, denotando
por z1 = z, Se as suas respectivas partes reais e suas partes imagidrias forem iguais,
ou seja, se

z1 = (x1,y1) e z2=(x2,Y2), com xi1,%X2,Y1,Y2 €R, (2.18)

entao
T =2y

se, e somente se,
X1=X2 e Y =1Y2. (2.19)

Observacao 2.1.6 Das Definigbes e acima, segue que

z=0
se, e somente se, z=(0,0). (2.20)
Em particular,
z= (X>y) 7é O
se, e somente se, x#0 ou y#0. (2.21)

Outra nogao é dado pela:

Definicao 2.1.9 Dado o numero complezo z = (x,y) € C, definiremos o oposto do niime-
ro complexo z, , indicado por —z , como sendo o numero complezo dado por:

—z=(—x,—y). (2.22)
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Baseado na operagdo de adigdo, introduzida na Definigdo EZT1 e na Definicdo 7T, po-
demos também introduzir outra operagdo em C, a saber:

Defini¢ao 2.1.10 Dados z; z; € C, definiremos a diferenga (ou subtragao) do niimero

complexo z;, pelo o niimero complexo z;, indicada por z; —z,, como sendo o numero
complezxo:

Z1—2 =21+ (—Zz) R (2.23)

onde —z; € o numero complezo oposto do niumero complezo z, (definido por (E2232)).

Observacao 2.1.7

Notemos que a operagdo de subtragcdo, dada por (E2Z3), nos fornece uma fungdo

—:CxC—-C,
definida da seguinte forma:
—(z1,22) =21 —2z;, para cada z1,z; € C. (2.24)
Com isto temos a:
Proposicao 2.1.2 Se
z1 = (x1,y1) (2.25)
e z=(x2,y2) € C, (2.26)
entdo
21—z = (X1 — X2, Y1 — Y2) . (2.27)
Demonstragao:

Veja a demonstragdao BT do capitulo 3.

Podemos agora introduzir a:

Definicao 2.1.11 O conjunto formado pelos numeros complexos que sdo diferentes do
numero complezo O (dado por (EH)) serd indicado por C*, ou seja,

C*={zeC;z+#0}. (2.28)

Baseado na operagao de multiplicacdo, introduzida na Definicdo T2, podemos também
introduzir uma outra operagdo em C, a saber:

Defini¢ao 2.1.12 Dados z; € C e z; € C*, definiremos o quociente (ou divisao) do niime-

) L Z .
ro complexo z;, pelo o nimero complexo z;, indicada por —, como sendo o numero
“1 “2 Z

complezo
z3, onde: z;-23=2. (2.29)
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Observacao 2.1.8

1. Mais adiante mostraremos que, na situag¢do da Definigdo EZ113, existe um unico
z3 € C satisfazendo (E229) (veja a Proposigdo BT 4. a seguir).

2. Notemos que a operagdo de divisdo, dada por (E=29), nos fornece uma fungdo
/ CxC"—=C,
definida da seguinte forma:

z
/(z1,22) = Z—;, para cada z; € C,z, € C*. (2.30)

3. Sex,y € R, das Definigbes e 13, temos:

a1
(x,0) + (0,y) 2 (x,y) (2.31)
(x,0)-(1,0) 2 (x-1-0-0,x-04+0-1)
= (x,0), (2.32)
(¥,0)-(0,1) 2 (y-0-0-1,y-1+0-y)
=(0,y) (2.33)
Logo se
z=(x,y) €C,
teremos:
Z:(X>U)
=3
= (x,0)+(0,y)
=3) e (23
D2 (x,0)-(1,0)+ (y,0)- (0,1)
(IE)X (E)] (E)y (E)i
=x-14+y-i
ou seja, z=x+Yy-1i, (2.34)

que é a representacdo usual de numeros complezxos.

Observemos que tal representagdo (isto é, (E=34)) leva em conta a delicada identificacao

(E3) (identificagdo de um niumero real com um par ordenado).
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4. Notemos que
=11
= (0,1)-(0,1)

= (0.0-1.1,0-14+1-0)

@
- )

ou seja, i?=—1. (2.35)

Novamente, vale chamar a atergdo, que (E2233), leva em conta a delicada identificagao
(E22) (identificagdo de um niumero real com um par ordenado).

Utilizando-se a notagdo (E=34) acima, temos os seguinte resultados:

Proposicao 2.1.3 Sejam

Z]Z(X1, ), ZZZ(Xz, )G(C
Entao
z1+2 = (x1 +x) + ( ) -1
ou seja, (x1+y;-1)+0x2+y,-1)=x1+x)+( )-1. (2.36)

Demonstracgao:
Veja a demonstracdo B3 do capitulo B.

O

Observacao 2.1.9 Em sintese, a Proposi¢cdo 13 acima nos diz que, a parte real da
adigdo de dois numeros complezxos, serd igual a soma das respectivas partes reais de
cada uma das parcelas e a parte imagindria da adi¢do de dois numeros complexos, serd
igual a soma das respectivas partes imagindrias de cada uma das parcelas.

De modo semelhante, temos a:

Proposicao 2.1.4 Se
Z1:(X1) )) ZZZ(XZ) )€C>

entdo
z1—zp = (x1 —x2) + ( ) -1,
ou seja, (x1+y;-i1)—(x+y,-i)=(x;—x2)+( )i (2.37)

Demonstracgao:
Veja a demonstragdo BT 4 do capitulo 3.
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Observacao 2.1.10 Em sintese, a Proposi¢ao acima, nos diz que a parte real da
subtragcdo de dois numeros complexos, serd igual a subtracdo das respectivas partes
rea1s de cada uma das parcelas e a parte imagindria da subtragcdo de dois numeros
complezos, serd igual a subtragdo das respectivas partes imagindrias de cada uma das
parcelas.

De modo semelhante, temos a

Proposicao 2.1.5 Sejam

zr=(x1,U1), z=(x2,y,) €C.

Entdo
z1-22 = (x1 % — )+ (xiys +yixg) - iy
ou seja, (1 +y-i)+x+u-i)=xx— )+ (xiys+yixa) - i (2.38)
Demonstragao:
Veja a demonstragdo BTIH do capitulo B.
O
- (=3
Observagao 2.1.11 Notemos que, se a € R C C e z= (x,y) € C, teremos:
a-(x+y-1i =02
2
2 (a,0)- (x,y)
= (ax—0-y,ay+0-x)
= (ax,ay)
.
= (ax) + (ay) -1,
ou seja,
a-(x+y-i) =(ax)+ (ay)- i, (2.39)

ou seja, a parte real da multiplicacdo de um mumero real (visto como um nidmero
complezo, pela tdentificagdo (E20)) por um numero complezo, serd igual a multiplicagdo
do numero real, pela parte real do numero complezo.

Além disso, a parte imagindria da multiplicacdo de um niumero real (visto como
um numero complezo, pela identificagdo (1)) por um numero complezo, serd igual a
multiplicagdo do numero real, pela parte tmagindria do numero complezo.

Temos também a:

Proposicao 2.1.6 Sejam

z1 = (x1,u1)y, z2=(x2,1,) €C, (2.40)
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com
z; #0 (2.41)
e z3 € C satisfazendo
223 =21. (2.42)
Entao
[ xixp+ X2 —Xq
BT 2 I
(=3) (X1 %2+ ) ( X2 — X ) .
= |\—|t|———5 ] 1. 2.43
( x2® + Y, x2? +y.? ( )
Demonstragao:
Veja a demonstracdo BTIA do capitulo B.
O
Apliquemos as ideias acima ao
Exemplo 2.1.1 Calcular o valor da sequinte expressao compleza:
—14+3-1)-(2+3-i
(1430439, o o
1—1
Resolugao:
Veja a resolugdo BT do capitulo B.
O

2.2 Propriedades das operagoes com nimeros complexos

As propriedades bdsicas relacionadas com as operagdes de adigdo e multiplicagdo de ntimeros
complexos sdo dadas pela:

Proposicao 2.2.1 Sejam z;,z,,z; € C.
Entdo valem:

1. a propriedade comutativa das operacdes de adigdo e multiplicacdo de niumeros
complezos, isto é:

1tz =2+ 27, (2.44)

212 =2Z2-21. (2.45)

2. a propriedade associativa das operagbes de adi¢cao e multiplicagdo de numeros
complezos, isto é:

21+ (22 + z3) = (21 + 22) + 23, (2.46)

Z1 (Zz : 23) = (Z] 'Zz) “Z3. (2.47)
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. a propriedade distributia da operacdo de multiplicacdo em relgdo a operacdao de

adi¢do de numeros complexos, 1sto é:

zi-(za+z)=z1-2+z 23, (2.48)

. a propriedade de existéncia de um elemento neutro da operacao de adi¢cdo, a saber,

O € C tem a sequinte propriedade:

21+ 0 =2z. (2.49)

Além disso o numero complezo O, dado por (E3), € o unico que tem a propriedade

. a propriedade de existéncia de um elemento neutro da operacdo de multiplicagdo,

a saber,
1=(1,00eC

(levando-se em conta a ideintificacdo (E70)), tem a sequinte propriedade:

Z1 1= Z1 . (2.50)

Além disso o nimero complezo 1 = (1,0), dado por (E0), € o unico que tem a
propriedade (EZ220).

. a propriedade de existéncia de um elemento oposto associado a um niumero com-

plexo, isto é, dado z € C, existe um numero complezo w € C satisfaz a sequinte
propriedade:

z+w=0. (2.51)
Tal elemento € unico e é dado por
w=—z,

on de o numero complezo —z e dado por (EZZ3).

. a propriedade de existéncia de um elemento inverso associado a um numero com-

plexo diferente de O, isto €, dado
z = (X>y) eC y
podemos encontra um w € C*, de modo que

z-w=1. (2.52)

Além disso, se

2= (x,y) #(0,0) (2.53)
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o numero complero w serd dado por

wi( X Y > (2.54)

Xz+y2>xz+yz

O numero complezo w, dado por (EB4), é o unico que satisfaz a propriedade

(E22), e serd denotado por ) ou seja,

- (X —Y
z  \X+y?’ x4 y?
(=) x —y

+ 1. 2.55
X+ Kyl (2.:55)

8. a propriedade de nao ter divisores de zero, isto €, se z1,z; € C, satisfazem:

z1-2=0, deveremoster z1=0 ou z,=0. (2.56)

Demonstracao:

Veja a demonstragdo BT do capitulo B.

O

Observacao 2.2.1 Como consequéncia das propriedades da Proposi¢ao acima,
temos:

(x1+y1 -i)‘(Xz-i—yz'i) (EEE)X1~X2+X1-(y2'i)+(y1 'i)-Xz+(y1 'i)-(y2~i)

(Eg)m-Xer(x]-yz)-ier]-(i-Xz)+[(y1-i)-yz]-i
(Z)X1'Xz+(xl'92)'1+y1'(1'X2)+[y1'(1'yz)]-1
(zm) . . e
= X]'Xz+(x1'yz)'1+y1'(Xz'llﬂyl'(yz'll]-l
= xa 4 (1 -y2) A (U exa) i [y oY) -4

|
(=) . . o
="x1- %+ X y2) i+ (yrox2) i+ (yr-y2) -1l -1

|
(Z)X1~XZ+(X1-yz)-1+(y1-><z)~1+(y1-yz)~(l-1)
=3 . .
(Z)X1-Xz+(x]-yz)-1+(y1~Xz)-1+y1-yz-(—1)
(m);(m

)(X1X2—y1yz)+(x1 ‘Y2 +yr-x2) - i,

que a expressdo obtida em (E=3).
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2.3 Representacao geométrica de um nimero complexo

Como um numero complexo é um par ordenado formado por ntimeros reias, ou seja, pertence
a R?, e os elementos deste tiltimo podem ser representados em um plano geométrico, ou seja,
existe uma correspondéncia biunivoca e sobrejetora entre o conjunto formado pelos ntimeros
complexos, ou seja, o conjunto C, e os pontos de um plano gemétrico.

Para isto basta, por exemplo, fixarmos duas retas perpendiculares em um plano (veja a
figura abaixo).

Denotemos por O o ponto de intersecdo das retas perpendiculares consideradas acima
(veja a figura abaixo).

Suponhamos que as duas retas sejam retas numeradas (ou seja, cada uma delas esta em
uma relagdo biunivoca e sobrejetora com o conjunto dos ntumeros reais, ou seja, R, sendo
considerada a mesma sobre as duas retas - veja a figura abaixo).

Dado um nimero complexo z = (x,y) € C, podemos associar ao ntiimero real x um ponto,
que denotaremos por X, sobre uma das retas perpendiculares (que escolheremos ser a reta
horizontal na figura acima).

De modo semelhantes, podemos associar ao numero real y um ponto, que indicaremos

por Y, sobre a outra reta perpendicular (que serd reta vertical na figura acima).
—

Consideremos o ponto P obtido da interseccdo das retas perpendiculares as retas OX e
—
OY, que contém os pontos X e Y, respectivamente (veja figura abaixo).

Neste caso, denotando-se o comprimento do segmento AB por AB, teremos:

OX =x
O0Y =y.
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Desta forma podemos associar a cada elemento z do conjunto C um ponto P do plano
(numérico), bijetivamente.
Neste caso, escreveremos

P=z
:(X>y)

=y 4y i, (2.57)

Denominaremos o plano (numérico) acima, de plano complexo ou z-plano.
A reta horizontal considerada acima, serd dita eixo real (veja a figura abaixo).

Por outro lado, a reta vertical considerada acima, serd dita eixo imaginario (veja a figura
abaixo).

eixo imaginario

Y eixo real

Por absudo de notacao, denotaremos o eixo imagidrio por 1i.
Com estas identificagfes acima, o nimero complexo

Z:(X>U)
=x+y-ieC
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N
podera ser representado pelo vetor OP.

Portanto, daqui em diante, um niimero complexo pode ser identificado com um ponto do
plano (numérico) ou com um vetor do plano (veja figura abaixo).

z=(x,y)=x+y-i

Observacao 2.3.1

1. Notemos que o produto de dois niumeros complezos é um nimero complexo (veja
a Definigdo EZ13), ou seja, um par ordenado formado por dois numeros reais que,
com identificacdo acima, serd um vetor do plano complezo.

Portanto este produto (dado por (E3)), nada tem a ver com o produto escalar
estudado na Geometria Analitica.

Esta é uma das diferencas entre o espago euclidiano bidimensional, ou seja, R?,
e o conjunto formado pelos numeros complezxos, isto €, C.

2. Notemos que, com a identificagdo introduzida acima, a soma de dois numeros

complezos pode ser interpretada, geometricamente, como a soma de vetores do
plano.

Considerando-se

Z1=%xX1+Yy-1

e zp=%X2+Y2-1,
da Proposigao Z T3 (veja (E38)), temos que
Z1+2zp = (X] —|—X2) + (y1 +y2) 1

e assim, no plano complexo, teremos a segquinte situagdo geométrica:
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z1 + 22

z2

Logo, a soma de dois numeros compolezos pode ser interpretada geométricamente,
como a soma de dois vetores no plano.

3. De modo semelhante, da Proposi¢do (veja (E=31)), temos que
z1—zp=(x1—%) + (Y1 —y2) - 1

e assim, no plano complexo, teremos a sequinte situagdo geométrica:
i

zZ1 —z2

z2

Logo, a diferenca de dois numeros compolezos pode ser interpretada geométricamente,
como a diferenca de dois vetores no plano.

4. Mais adiante (veja a se¢do ECA) daremos uma caracterizagdo geométrica no plano
complexo semelhante as actma, para o produto de dois numeros complezos.
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2.4 Conjugado de um niimero complexo

Comegaremos introduzindo a:

Definicao 2.4.1 Seja

z= (X y y)
=ty iec. (2.58)
Definimos o conjugado do nimero complexo z, indicado por z, como sendo o se-
guinte numero complezo:

zZ= (X>_y)
(= Xx—y-i. (2.59)

Para ilustrar, temos o:

Exemplo 2.4.1 Encontre os conjugados dos sequinte numeros complexos:

z1 = (2)3)
e zp=3—m-1i. (2.60)
Resolucao:
Veja a resolucdo E1IA do capitulo B.
OJ
Observacgao 2.4.1
1. Com a Definigdo B-Z.1, podemos introduzir a fung¢do
:C—-C,
dada por:
“(z) =z, wparacada z€C, (2.61)
denominada fungao conjugacao ou, simplesmente, conjugacao.
2. Dado
z=(x,y)
= yt+y-iec, (2.62)

no plano complezo, o conjugado do numero complezo z, ou seja, z, corresponderd,
geometricamente, a reflexao do ponto z, em relagao ao eixzo real do plano complezo,
ou ainda, o ponto z € o simétrico do ponto z, em relagdo ao eixo real do plano
complezo (veja figura abaizo).
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tz=(x,y)=x+y-i

(Z=(x,—y)=x—-y-i

A seguir exibiremos algumas propriedades da operagao de conjugagao:

Proposigao 2.4.1 Sejam z1,z,,z3 € C, com z3 #0 e

z= (va)
=x+y-ieC. (2.63)
Entdo teremos:
Ztn=21+12; (2.64)
Z1 — 22 Z1 —Z_z (2 65)
Z1-Z) =21 Z_z (2 66)
Z zZr
L 2.67
(2)-Z, (267
() =z, (2.68)
X=x, (2.69)
z+z=2%R(z), (2.70)
z—z=23(z) -1, (2.71)
z-z=x"+y’. (2.72)
Demonstragao:
Veja a demonstracdo B3 do capitulo B.
O

2.5 Valor absoluto ou médulo de um niimero complexo

Iniciaremos com a:
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Definicao 2.5.1 Seja

z=(x,y)

= x4y iec. (2.73)

Definimos o valor absoluto (ou médulo) do niimero complexo z

indicado por @, como sendo o seguinte numero real:
iz = \/x* +y?. (2.74)

Observacao 2.5.1 Notemos que o mddulo, introduzido na Defini¢cdo EZ21, do numero
complexo

z= (Xay)
pode ser olhado como a norma do vetor
V=(x,y)

que € definido por

Para ilustrar temos o:

Exemplo 2.5.1 Encontre o valor absoluto do seguinte numers complezo:

z= (3 ) _7[)
=3—m-i. (2.75)
Resolugao:
Veja a resolugao ETI3 do capitulo B.
OJ
Observacao 2.5.2
1. Com a Definigdo EZ51, podemos introduzir a fung¢do
| -]:C—C,
dada por:
| -|(z) =|z|, para cada ze€C, (2.76)

denominada funcao valor absoluto (ou médulo).
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2. Dado

z = (x,y)

=y t+y-iec, (2.77)

no plano complezo, o valor absoluto (ou médulo) do nimero complezo z, ou seja,

|z|, corresponderd, geometricamente no plano complezo, a distdncia do ponto z ao
ponto O, ou ainda, ao comprimento do vetor z (veja a figura abaizo).

z=(x,y)=x+y-i

lz|

3. Dados

Z1 = (X1 )U])

= +y-iec, (2.78)

z; = (x2,Y2)

(IZ:3!I) Xz—l—yz'ie (C, (279)

no plano complexo, do item @. da Observagdo e do item B@. acima, segue
que

) (=) ,(E=3) e (=3
21 — 2o T ELED ol -, (2.80)

que corresponde a distancia euclidiana do ponto z; ao ponto z;, no plano complezo,

ou ainda, o comprimento do vetor z; — z; (visto na Geometria Analitica - veja a
figura abaizo).



CAPITULO 2. NUMEROS COMPLEXOS

z2

4. Na situagdo do item @. acima, notamos que se
|zo| < |z4], (2.81)

entdo, no plano complexo, 1sto significa que o ponto z; "estd mais distante” do
ponto O, do que o ponto z, (veja a figura abaizo)

z1

z2

5. Sejam a € (0,00) e z, € C.

Do item @. acima segue que, o conjunto
C={z€eC;|z—2z| = a}, (2.82)

no plano complezo, terd como representacdo geométrica, a circunferéncia de cen-
tro mo ponto z, e de raio a.
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De fato, pois se

Zo = (X0, Yo)

= oty

e

z=(x,y)
=1y, (2.83)
€ tal que z € C se, somente se,
a=|z—z|
EDLE)x—xo) + [y — o),
ou seja, (x —%0)*+ (y —yo)? = a?, (2.84)

que € a equagdo da circunferéncia de centro mo ponto z, e de Taio Q.

A figura abaizo € representacao geométrica do conjunto C.

6. Na situagdo do item @. acima, novamente do item @., seque que, o conjunto
B={zeC;|z— 2z < a}, (2.85)

no plano complezo, terd como representagdo geométrica, a regiao interior de uma
circunferéncia, de centro no ponto z, e de raio a.

Utilizando as notagbes do item @. acima, temos que z € B se, somente se,

a>|z—zl
(IZEE);(IZEU) \/(X—Xo)2+ (y _yo)z)
ou seja, a? > (x —%x0)* + (Y —yo)?, (2.86)

que nos fornece geometricamente no plano complexo a regido interior de uma
circunferéncia , de centro no ponto z, e de raio a.

A figura abaizo € representagdo geométrica do conjunto B.
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7. Na situagdo do item @. acima, novamente do item 3., seque que, o conjunto

D={z€C;l|z—z,| > a}, (2.87)

no plano complexo, terd como representacdao geométrica, a regido exterior de uma
circunferéncia, de centro no ponto z, e de raio a.

Utilizando as notagbes do item @. acima, temos que z € B se, somente se,,

a<|z—zl
(m);(m) \/(X - Xo)2 + (U - 1.:’0)2 )
ou seja, a’ < (x —%o)* 4 (y —yo)?, (2.88)

que mos fornece geometricamente mo plano complexo a regiGo exterior de uma
circunferéncia , de centro no ponto z, e de raio a.

A figura abaizo € representacao geométrica do conjunto C.



2.5. VALOR ABSOLUTO OU MODULO 29

Deixaremos para o leitor a resolugdo do:

Exercicio 2.5.1 Encontrar e representar geometricamente no plano complezo, cada
umas das regides abaizo, que sdo dadas por:

A={zeC;|lz—1i=4}, B={zeC;lz—il<4}, C={ze€C;l|lz—1] >4},
D={zeC;R(z)=2}), E={zeC;R(z)<2}, D={zeC;R(z)>2},
F={zeC;TJ(z) =5}, G={ze€C;T(z) <5}, H={zeC;T(z)>5},
IT={zeC;z=z}, J={zeC;z+z=0}.

O

Para finalizar esta secdo temos as seguinte propriedades para o valor absoluto de ntimeros
complexos:

Proposicao 2.5.1 Seja z,2z1,25,z3 € C, com z3 # O.
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1. Temos que:

22 = R(2))* + [3(2)]?, (2.89)

lz| > [R(2)]
> R(z), (2.90)

|z > [3(2)]
> 3(z2), (2.91)
z-z=|z, (2.92)
z| = Iz, (2.93)
21 - 22| = |z1] |zal (2.94)
2 - % (2.95)
21 + 22| < |zl + |zal (2.96)
21 — 23| > [z1] — |zal . (2.97)

2. Além disso,
|zl =0 se, e somente, z=0.

3. Finalmente, se z=x+1-y, entdo
lz| < x|+ yl,

onde, para a € R, temos que
lal = Va?. (2.98)

Demonstragao:
Veja a demonstragdao BT do capitulo 3.

O
Podemos utilizar as nogdes de conjugado e mdédulo de niimeros complexos para escrever
o quociente de dois niumeros complexos, do seguinte modo:

Proposicao 2.5.2 Sejam z;,z; € C tal que z; # O.

Entado
z _ (m X +YIY2 Yixa—xiY )
Z2 |22 ’ |2
X1X2 Y1 Y2 1X2—=X1Yz .
P2 TR (2.99)
|z |22
Demonstracgao:

Veja a demonstragdo BT 10 do capitulo B.



2.6. FORMA POLAR 31

2.6 Forma polar de um nimero complexo

Notemos que se
z=x+1i-y € C\ {0},

podemos encontrar r > 0 e 0 € R, tais que

x =1 cos(0) (2.100)
e y=rsen(0). (2.101)

Para tanto basta utilizar coordenadas polares no plano complexo (ou seja, em R?).
A figura abaixo ilustra a situagao desfrita acima.

p z=(x,y)

Observacao 2.6.1 Observemos que, na situagdo acima, teremos

z=x+y-1i
(Frmm) e (=) cos(0) +rsen(0) -1

=1[cos(0) + sen(0) - i] (2.102)

Com isto podemos introduzir a:

Definicao 2.6.1 A ezpressdo (I2) serd dita forma polar do niimero complezo z.

Observacao 2.6.2

1. A forma polar de um mumero complexo nada mais é que a representagdo de um
elemento de R? na forma polar (estudada em Geometria Analitica).

2. Lembremos que a funcdo tangente, a saber,

K
tg:DiR\{Tﬂ; ,keZ}—HR,
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dada por: )
. sen(o

é t-peridodica e admite fungdo inversa, quando restrita a um intervalo conveniente

para cada O €D,

(de comprimento ).

Por exemplo, se considerarmos

seque que a ela serd bijetora.

Logo admatird funcdao inversa, a saber, a fung¢ao
T T
arctg : R — <_E’E> ,

denominada arco-tangente.

Resumindo:

para cada x € R,

tg (arctg(x)) = x,
I E)

e arctg(tg(0)) =0, para cada 96( 203

As figuras abaizo tlustram as representacdo es geométricas dos grdficos das duas

3.
fungdbes consideradas acima.
y 1'3 A %
|
‘ x = arctg(y)

y zztg(xl

4. Notemos que
r=1/x"+y?
= (2.104)
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5. Temos também que:

_ El
0 = arctg (x) , se x#0 (2.105)
ng—i—Zkﬂ, se x=0 e y>0 (2.106)
9:—§+2k71, se x=0 e y<o0 (2.107)

Com isto podemos introduzir a:

Definicao 2.6.2 Um dangulo 0 obtido acima, serd denominado um argumento do niimero

complexo z.
O conjunto formado por todos os argumentos do numero comlexo z serd denotado

por arg(z).
Observacao 2.6.3

1. Notemos que se © € R € um argumento do numero complezo z, para k € Z termeos
que
0+ 2km,

também serd um argumento do numero complezo z.

De fato, como

cos(0 + 2k 7) = cos(0) (2.108)
e sen(0+2km) = sen(0), (2.109)

teremos

., () & ()

T [cos(0 + 2km) 4 sen(0 4+ 2km) -] T [cos(0) + sen(0) -]

=, (2.110)

mostrando que o dngulo 0+2km também serd um argumento do numero complexo
Z.

2. Logo, devido ao item acima, arg(z) € um subconjunto de R, a saber:
arg(z) ={0+2km; k € Z}, (2.111)
ou seja, arg(z) € multivalente, ou ainda, ndo é uma funcgdo, pois se
0 € arg(z),
da Definicao ZA 2 e de (ECIINO), para cada k € Z, temos que

(0+2km) € arg(z).
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3. Dewvido aos fatos acima, precisaremos restringir o dominio para que arg torne-se
uma func¢do, a saber, qualquer intervalo de comprimento menor que 27, mais

explicitamente
(0,0+27 ou [0,0+2m).

Em geral, consideramos o intervalo

(%[ , 72—‘} . (2.112)

Para ilustrar temos o:
Exemplo 2.6.1 Encontrar a forma polar do niumero complexo
z=2—2-1. (2.113)

Resolucgao:
Veja a resolucdo ETIH do capitulo B.

Temos também a

Proposicao 2.6.1 Suponhamos que a forma polar de um mnumero complexo z # O €
dada por
z=rlcos(0) +1i- sen(0)]. (2.114)

Entdo a forma polar do nimero complexo z, serd dada por:

Z=r1[cos(0) —1i- sen(0)] . (2.115)
Demonstracgao:
Veja a demonstracdo BT 11 do capiulo B.
O
Como consequéncia temos a:
Proposicao 2.6.2 Suponhamso que z € C\ {O}.
Entao
arg (z) = —arg(z) . (2.116)
Demonstragao:
Veja a demonstragdo BT TA do capitulo B.
O

Observagao 2.6.4 Vale lembrar que arg(z) € um conjunto formado de infinitos valores
distintos (veja (EZIID)).
Logo a igualdade (ECTIH) acima € uma igualdade de conjuntos.

Um outro resultado importante é dado pela:
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Proposigao 2.6.3 Suponhamos que os numeros complezos z;,z; € C\ {0}, tém forma
polar dadas por:

z1 =17 [cos(07) +1- sen(6;)],
e z;=r1;[cos(0;)+1- sen(0,)]. (2.117)

Entado
Z1+Z) =T112 [COS(B] +0;)+1- sen(81 —+ 92)] . (2.118)

Demonstragao:
Veja a demonstragdao BT T3 do capitulo B.

O
Podemos estender a Proposicdo 53 acima para o produto em um nuemro finito de
numeros complexos, mais precisamente temos o:

Corolario 2.6.1 Suponhamos que para cada j € {1,2,---,n}, temos que o nimero com-
plezo z; € C\ {0}, tem forma polar do nimero complezo dada por

z; =71; [cos(0;) +1- sen(0;)] . (2.119)
Entao

Z1-2p Zn =TTy Tpfcos(01 + 02+ - +0,) +1- sen(0; + 0, + - +0,)],
ou ainda, sz = HT]' lcos (Z 9]-) +1- sen (Z 9j>] . (2.120)
j=1 j=1 j=1 j=1

Demonstracgao:

A demonstragdo pode ser feita utilizando-se a Proposicdo 653 e indugdo sobre n €
{2,3,---}.

Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

O
Também como consequéncia Proposi¢do E653 temos o:
Corolario 2.6.2 Suponhamos que z;,z, € C\{O}.
Entao
arg(zy - z;) = argz; + arg(z;) . (2.121)
Demonstragao:
Veja a demonstragdao BT T4 do capitulo B.
O

Observacao 2.6.5

1. Geometricamente, o Coroldrio acima, pode ser interpretada pela figura
abaizo.
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zZ1 -zZ2

>

07 + 0,

2. Em particular, se z € C\{O}, do Coroldrio 53, o produto

pode ser obtido, geometricamente, rotacionando-se o vetor z, mo sentido anti-
hordrio, de um dangulo reto, sem alterar o seu comprimento.

De fato

se z=r1[cos(0)+1i- sen(0)],

teremos:

i-z = |cos (72—t> +1- sen (;—tﬂ {r [cos(0) +1- sen(0)]}

= [cos <6+§>+i~ sen(9+§)]

=T [cos(6+§)+i- sen<9+§>} ,

. . “ Tt
que corresponde, geometricamente, a rotacionar o vetor z, de um dangulo de 5

radianos, no sentido anti-hordrio (dito, sentido positivo).

A figura abaizo tlustra a situagdo acima.
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Podemos estender o Corolario 262 acima, para um numero finito de niimeros complexos,
mais precisamente temos o

Corolario 2.6.3 Suponhamos que para cadaj € {1,2,---,n}, temos que o nimero com-
plezo z; € C\ {0}, tem forma polar do nimero complezo dada por

zj = 1j [cos(0;) +1- sen(6;)] . (2.122)

Entao

arg(z -z -+ - z) = arg(zy) + arg(z;) + - - - + arg(z,) . (2.123)

Demonstracgao:

A demonstragdo pode ser obtida utilizando-se o Coroldrio E52 e indigdo sobre n €
2,3}

Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

Como consequéncia do Coroldrio 6T, temos o:

Coroléario 2.6.4 Suponhamos que o numero complezo z € C\{O} tem forma polar dada
por
z =71 [cos(0) +1i- sen(0)] . (2.124)

Entdo, para cada n € N fizado, teremos
zZ" =1"[cos(nO)+1i-sen(nod)] . (2.125)

e como consequéncia:
arg(z") =n arg(z). (2.126)

Demonstragao:
Veja a demonstragdao BT T3 do capitulo B.

Como consequéncia do Coroldrio 654, temos o importante resultado:
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Corolario 2.6.5 Sejam z € C, tal que

lz| =1

ou seja, z=cos(0)+1- sen(0)

en €N fizado.

Entao

z" = [cos(nB) +1i- sen(nod)],

denominada férmula de De Moivre

Demonstragao:

Veja a demonstragdo BT 1A do capitulo B.

Temos também a

(2.127)
(2.128)

(2.129)

Proposigao 2.6.4 Sejam z1,z; € C\ {O} dois numero complezos, cujas formas polares

sdo dadas por:

z1 =17 [cos(07) +1- sen(6;)],

z; =15 [cos(0,) +1- sen(6;)].

Entao

a_n [cos(0; —0;) +1- sen(6; — 0,)]
z) T2

e como consequéncia

arg (2) =argz; —arg(z,).

Demonstragao:

Veja a demonstragdo BT T4 do capitulo B.

(2.130)

(2.131)

(2.132)

Observacao 2.6.6 Geometricamente, a Proposi¢ao acima, pode ser interpretada

pela figura abaizo.
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Z7

Como consequéncia da Proposigdo 64, temos o:

Coroléario 2.6.6 Suponhamos que o nimero complezo z € C\{O}, tem forma polar dada
por

z=r(cos(0) +1- sen(0)]. (2.133)
Entdo
1 = 1 [cos(0) —1- sen(0)] (2.134)
z T
e arg (%) = —arg(z). (2.135)
Demonstragao:

Veja a demonstragdo BT TR do capitulo B.

Podemos estender o Coroladrio 654, para a seguinte forma:

Coroléario 2.6.7 Suponhamos que o nimero complezo z € C\{O}, tem forma polar dada
por

z=rlcos(0) +1i- sen(0)], (2.136)
en €N fizado.
Entao
z "t = rl“ [cos(nB) —1- sen(n 0)] (2.137)
e arg(z ") =-narg(z). (2.138)
Demonstracgao:

Veja a demonstragdo BETIT9 do capitulo B.
O

Observacao 2.6.7 Em algumas situacdes poderd ser util utilizar uma representagdo de
um numero complezo z, na forma polar "em torno” de um ponto z,, mais precisamente,
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considerar uma representacdao na forma polar do numero complexo

zZ—2,,

ou seja, escrever
z—2z,=plcos(Pp) +1i- sen(P)], (2.139)

onde
P =l|z— 2z, (2.140)

" . — . ..
e ¢ € R denota o angulo que a semireta z,z faz com a semi-reta paralela ao semi-eizo
real positivo.
A figura abaizo ilustra a situagdo acima.

Para ilustrar temos o

Exemplo 2.6.2 Obtenha, geometricamente, uma representa¢do do conjunto formado
por todas as solugdes em C, da equagdo

z+1=4[cos(p)+1i- sen(d)], (2.141)
para ¢ € [0,2m].
Resolucao:
Veja a resolugdo EI3 do capitulo B. O

2.7 Extracao de raiz de nimero complexo

O objetivo central desta secdo é, dado

z, € C\ {0}
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e n € N fixado, encontrar todas as solugdes z € C da equagdo
" =z,. (2.142)
Observacgao 2.7.1
1. Para tanto, suponhamos que a forma polar do numero complezo z., é dada por:
z, =T, [cos(0,) +1- sen(0,)] (2.143)
e a forma polar do numero complezxo z, é dada por:
z=rlcos(0) +1i- sen(0)]. (2.144)
Logo, de (ECI23), segue que

zZ" =1"[cos(nB) +1i- sen(nB)]. (2.145)

Logo, substituindo de (E123) e (E1Z3) em (ETZ2), obteremos:

™" [cos(nB) +1i-sen(n0B)] =r,[cos(0,) +1i- sen(0,)]. (2.146)

Portanto deveremos ter:

™=r,,
ou ainda, (y/~ de numeros reais) .= T, (2.147)
n0=0,+2kmn, paracada keZ,
. 0 2km
ou seja, 0,=————, wparacada keZ.
n n
0 2mm
Logo 9k£9*=—+l, para cada M € 7.
n n
(2.148)
Deste modo, para cada k € Z, obtemos um numero complexo z,, dado por
z = YT, [cos(Oy) +1- sen(6y)], (2.149)
onde Oy € dado por (ECIZR), que ird satisfazer a equagdo (ZTZ3).
2. Notemos que se
k] — kz =mn,
ou seja, ki =k;+mn, (2.150)

teremos que
Zi, = Zk, (2151)
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De fato, pois

cm) 0 2k
O~ = n n
(eTmm) 9 2(ky+mn)m
S on n
0 2k
=24+ 22 T om, (2.152)
n n

logo teremos:

D IZ9) com k=k 3
- (BT23) com k=ky Vrlcos(,) +1- sen(By,)]

0 2k 0 2k
(EE)Q/E[COS(T—L+ Tin+2m7t)—|—i-sen(r—1+ Tiﬂ+2mn>]

cos e sen sdo -periddicas 9 Zk T . e Zk 7T
22 7-peridd %{COS(T—L-F Ti)#—l-sen(;—k 2 )]

n
= {/r[cos(0y,) + 1 sen(6y,)]

(ETZd) com k=k
- Zkz )

mostrando que (EZIRI) ocorre.

. Devido ao fato acima , podemos encontrar, exatamente, n solugcdes distintas da

equagdo (EIZ3), a saber:

0 2km . 0 2km
zo=zc =11 |cos(—+—— ) +1i-sen|—+— )], (2.153)
n n n n
para k € {0,1,--- ,n—1}, ou seja,
2" =z, wparacada ke{0,1,---,n—1}. (2.154)

Notemos que, o mddulo de todos os numeros complezos zy, dados por (EIB3), €
/T, ou seja,
2| = VT, (2.155)

para todo k € {0,1,--- ;n—1}.
De fato, pois devido a (EI53), temos que:

(9 Zth) . (9 Zkﬂ)‘
cos( —+——|+i-sen| —+——)=1.
n n n n

Por outro lado, para cada k € {0,1,--- ,n—1}, 0o argumento do nimero complexo

) s : ) nm 0 .
zy, pode ser obtido por adigdo de k parcelas iguais a -4 (veja (EIZ8), ou
seja,

0, 2km } . (2.156)

arg(zk):{E—FT;keZ
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6. Notemos que as solugbes complezas da equagdo (EZIZA) correspondem as raizes
n-ésimas do numero complezxo z,, ou seja, z," = zl.

. 1y o . . . ,
Em particular, temos que z. (= zn) é multivalente (mais precisamente, possui n
valores distintos), ou seja, ndo é uma fungdo.

7. Geometricamente, para obtermos todos os valores complexos de

zv, para cada ke{0,1,--- n—1},

podemos agir da sequinte maneira:
Encontre a forma polar do nimero complezo z # O, ou seja, (EIZ4).
Represente, geometricamente, o nimero complero z, no plano complezo.

Trace uma circunferéncia, que denotaremos por C, de centro na origem O e raio
igual a |z| = 7.

Construa um poligono regular de m-lados, cujos vértices pertencam a circun-
feréncia C e de modo que o numero complexo z, (ou seja, quando k = 0 em
(E123) ) seja um dos vértices desse poligono regular.

Os vértices desse poligono serdo todos os valores de zn (ou seja, todas as solugdes
da equagdo (C1Z32)).

A figura abaizo ilustra a situagdo descrita acima para o caso que N = 6.

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 2.7.1 Seja n € N fizado. Encontrar todas as raizes n-ésimas da unidade 1,
ou seja, todos os valores para Tn.

Resolugao:
Veja a resolugdo E1IA do capitulo .
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Observacgao 2.7.2

1. Notemos que, definindo-se
2 2
W = cos (—T[) +1i- sen (—ﬂ) , (2.157)
n n

como consequéncia do Exemplo e da férmula de De Mowvre (ou seja, (E129))
teremos que as raizes da unidade, ou seja, todas as solugdes da equagcdo

=1, (2.158)

serdo da forma
T, w, w, -, w™! (2.159)

2. Geometricamente, no plano complero, temos a sequinte configura¢do para a Si-
tuacdo acima.

3. Se, por exemplo n = 3, teremos que as 3 raizes da unidade, ou seja, as solugdes
complezas da equagdo
=1, (2.160)

podem ser obtidas, geometricamente no plano complexo, como sendo os vértices
de um triangulo equildtero, cujos vértices pertencem a circunferéncia centrada na
origem O e raio igual a 1, sendo um desses vértices o ponto (1,0) (ou seja, o
numero complezo z =1).

A figura abaizo tlusta a situacdo descrita acima.
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Analiticamente, teremos, por (E153) e (EB) (comn =3):

1 0 2km . 0 2km
13—\/Fcos(3+—3 )+1 sen(3+—3

(E3) e (£2) (2k7‘[) ) (2k7t>
= cos | —5— +1- sen -

1 27 . 27
k=1, teremos: 13 =cos 3 +1- sen 3

4 4
k=2, teremos: 13 = cos <?7T> +1i- sen <?7t>

serao todas as solugées complezas da equacdo (E-I50), ou ainda, as 3 raizes cubicas
distintas, da unidade 1.

4. Notemos que, para cada n € N fizado, a equagdo

2" =0
s6 admate a solugdo trivial, a saber,

z=0,
ou ainda

Ow =0

Para ilustrar temos o:
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Exemplo 2.7.2 Encontrar e representar geometricamente no plano complezo, todas as

solugcdes complexas da equagdo
=1, (2.161)

ou seja, todas as raizes sextas da unidade.

Resolugao:
Veja a resolugdo ETI4 do capitulo B.
OJ

Para finalizar a secdo temos a:

Proposicao 2.7.1 Sejam m,n € N, primos entre si e z € C\ {O} cuja forma polar é
dada por

z=rlcos(0) +1i- sen(0)]. (2.162)

(Z™) = Y™ {cos (mT6> +1i- sen (mTeﬂ -k, (2.163)

para cada k € {0,1,2,--- ,;n—1}, onde w € C € dado por (EI=1).
Em particular,

Entao

1 0
arg (z™)~ :{mT—FZth;kGZ} : (2.164)
Demonstracgao:
Veja a demonstragao do capitulo B.
OJ
Para finalizar temos a:
Proposicao 2.7.2 Se z € C*, temos:
m
(zM)n = <Z%> . (2.165)
Demonstracgao:
Veja a demonstragdo BT 21 do capitulo B.
OJ

Observacao 2.7.3 Baseado na Proposi¢cao podemos definir a familia de numeros
complezos

= (2w (2.166)
m m
ou, por: zn = (zﬁ) . (2.167)

m . . . ~ . ~
Lembremos que z~ serd multivalente, ou seja, nao € funcgdo.
Mazs explicitamente, z~, pode ser dado:

m (CIEH) e (ZI53 0 0
por: zn (=) 2 (=) vrm {cos (m_) +1i- sen <m_)} - w* (2.168)
n n
m (IIEZ) e m 0 . 0
ou, por: z& =& (¥/r) [cos (mT) +1-sen (mT)] -wt. (2.169)



Capitulo 3

Demonstracoes dos resultados

Demonstracao 3.0.1 da Proposi¢cao EZT1:

Sejam
z1 = (x1,Y1),
e z;=(x2,y2).
Logo,
z1+ 2, (&=, « (=) (x1 +x2,y1 +Y2) -
Desta forma teremos:
Rlz) + z5] (=0 < (=) X1+ X2

E) ,(E3) e (=0
=L i) + 91zl
mostrando a validade da identidade (E-I8).
Também teremos:

~ 1) e (B3
J[Z1+Zz]( < )y1+yz

FERE 500+ 31,

mostrando a validade da identidade (EZT1), completando a demonstragdo.

Demonstracao 3.0.2 da Proposi¢cao Z1A:

Sejam

z1 = (x1,Y1)

e z=(x2,y2) €C,

=232
logo: —1z; =) (—x2,—Y32)

47

(3.1)
(3.2)

(3.3)

(3.4)
(3.5)

(3.6)
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de (Z22)
=3
Z1 —22(2)21 + (—2z2)

EDED B (4 (x2) ,yr + (—2))

= (x1 —x2,Yy1 —y2),

mostrando a validade de (E227).

O
Demonstracao 3.0.3 da Proposi¢cao :
Se
z1 = (x1,y1) (3.7)
e z;= (Xz,yz) e C. (3.8)
entdao, do item @. da Observacao EZ13, seque que:
Z1 (&) e:(EE) X1 +1-y (3.9)
e (53) e (=) x;+1-y, €C. (3.10)
Logo
(E9),(ED) e (2=3) . .
Z1 + 22 = (x1 +yr-1) + (x2 +y2-1). (3.11)
Por outro lado, temos:
E2), (E3) e (T
Z +Zz( » (2 e =) (x1 +x2,Y1 +Y2)
=3 .
= (1 +x2) + (Y1 +y2) - (3.12)
Logo, de (ETO) e (B13), obtemos
(x1+yi- )+ xa+y2-i) = (x1 +x2) + (Y1 +y2) - 1,
mostrando a validade de (Z238).
O
Demonstracao 3.0.4 da Proposi¢cao :
Se
z1 = (x1,Y1) (3.13)
e z;= (Xz,yz) eC. (3.14)
entao, do item @. da Observacao EZ13, seque que:
Z1 m)é() X +1-y; (3.15)
e (=) = (=) x2+1-y€C, (3.16)

logo z1—z=(x1+1-y1)—(x2+1-y2). (3.17)



Logo

=2
VA —Zz(:) (X1 — U )Xz—yz),
assim, de (E34), seque que z1—2z; = (x1—yi)+1i-(x2—ya2)
Logo

(ET2) e (3)

(x1+yr-1)—(x2+yz2-1) (x1 —x2) + (Y1 —y2) - 1,

mostrando a validade de (Z33).

Demonstracao 3.0.5 da Proposi¢do :
Se

z1 = (x1,Y1)

e z;=(x2,y2) € C.

entao, do item @. da Observacao EZ13, seque que:

(ET9) e (=)

Z1 X;+1-y;

() « (=)

e Zn X2+i'y2.

Entao

(&) =)

Z1 - Z (X1+y]'i)'(X2—|—y2'i).

Por outro lado, temos:
=)
z1-z3 = (Xx1%X2 —Y1Y2,X1Y2 + Y1 x2)
=
Logo

. ., (E23) e (23
(1 + s '1)'(X2+92'1)( 6

mostrando a validade de (E33).

Demonstracao 3.0.6 da Proposi¢cao :
Suponhamos que

= (xix2—y1y2) + (Y2 +yixg) - i

(x1% —yr1y2) + (x1y2 +y1x2) - 1,

49

(3.18)

(3.19)
(3.20)

(3.21)
(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
(3.26)
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Logo, da Definicao B3, seque que

Z1 =22 Z3
que de (B23), (B2H) e (E3), é 0 mesmo que: (x1,Y1) = (x2X3 —Y2Y3,X2Ys + Y2 X3)
. X1 =X2X3—Y2Y3
ou seja,
Y1 =X2Y3 +Y2X3
X5 = X1X2+Y1 Y2

X224—y22
ou ainda (ezercicio para o leitor): (3.27)
_Yrxa—x1y
X224'y22
Portanto, de (BZ8) e (BX7), seque que
(X1 X2+ Yy Yixg—X1Y2
z3 = 2 7 0 2 2
X"+ Y2 X2° + Y2
(=3) (X1%X2+ Y1 Y2 Yrxa2—X1Y2\ .
= 2 ;)T 2 2 Y
X"+ Y2 X"+ Y2
mostrando a validade de (ZZ3).
O
Demonstracao 3.0.7 da Proposi¢cao :
Suponhamos que
z1 = (x1,Y1), (3.28)
23 = (x2,Y2), (3.29)
e z3=(x3,Y3). (3.30)

Do item 0. :

Notemos que

(B23) e (E29)

Z1+ 23 (x1,yY1) + (x2,Y2)

comutativa da + em R comutativa da + em R
= X2+X1 =

Y2+y1
—
; Y1 +y2 )

(=) —
= ( X1+ X2

= (x2+x2,Y2+ Y1)
[ a1

=) (x2,12) + (x1,y1)

e L

mostrando a validade de (ZZA).



Observemos também que

:lu: e :lu!
z1-2 = (x1,91) - (x2,92)
comutativa da . em R comutativa da . em R
= X2X1—Y2 Y1 = Y2 x1+x2Y1
(IZ_!) — —
=" xx2—y1y2 ) X1Y2 +Yy1x2 )

= (X2X%1 —Y2Y1,Y2X1 +X2Y1)
3
S x,y2) - (x1,11)

E23) e (29
(E23) e ( )Zz-Z1,

mostrando a validade de (IZ3).
Do item 1. :

Notemos que

z1 + (22 + z3) (=), (62, e (=0

) (x1,y1) + [(x2,Y2) + (x3,Y3)]
= (x1,Y1) + (x2 +x3,Y2 +y3)

associativa:da + em R(X] +X2)+X3 associativa:da + em R(y] +yz)+93
(=@

/_/E /_/%
( xi+x2+x%x3) , yr+(y2+ys) )
= ((x1 +x2) +x3, (Y1 +Y2) +y3)

i

(x1 +x2,Y1 +Y2) + (x3,Y3)

i

=" [(x1,y1) + (x2 +y2)] + (x3y3)
EED D)

mostrando a validade de (EZ8).

Observemos que, denotando-se as propriedades

assoctativa e comutativa de + em R. por (AC+),
associativa e comutativa de . em R. por (AC.),

teremos

E23),(E23), e (E=0
21-(22-23)( ),(EZ), e (=)

=3
= (x1,Y1) + (x2x3 —Y2Y3,X2Y3 + Y2 X3)

(AC+) e (AC.)

(x1,91) - [(x2,Y2) - (x3,Y3)]

AC+) e (AC.
(x1 x2—Y1 Yy2)x3—(x1 Y2+y1 x2) y3 (el )(X1 x2—Y1 Y2) y3+(x1 y2+y1 x2) x3

(= I
=" (x1 (x2x3—Y2Y3) —y1 (x2Ys +Y2%x3), X1 (x2Y3 +Y2x3) + Y1 (x2X3 —Y2y3))
=((x1x2—y1yY2)xs — (x1Y2 + Y1 x2) ys, (x1x2 —y1Yy2) ys + (x1 Y2 + Y1 x2) x3)

)

[(x1% —yr1yz2,x1Y2 +y1 x2)] - (x3,Y3)

g

[(x1,y1) - (x2+vy2)] - (x3Y3)
(B:ZE),() e (E=0) (21 . Zz) .23
- )

51
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mostrando a validade de (EZZZ7).
Do item 3. :
Denotando-se as propriedades

assoctativa e comutativa de + em R. por (AC+),

associativa e comutativa de . em R. por (AC.),

teremos

E23 BE=0
21 (22 + 23) 2« D 0y - [, ya) + (%3, y3)]
)
=" (x1,y1) - (x2+x3,Y2 +y3)

(AC+) e (AC.) (AC+) e (AC.)

[x1 x2—y1 y2l+[x1 Xx3—y1 Y3l (y1+y2)+y3
N\
( N ~N

2 (Gt x3) —u (W2 +Ys) % (Y2 +Ys) +Ur (x2 +x3)
[x1 %2 —y1 Y2l + X1 x3 —y1y3l, [x1y2 +yi xa] + [x1 Y3 + Y1 x3)

= (
=)

= [(x1x2 —y1Yz, x1y2 + y1 x2)] + [(x1 X3 — Y1 Y3, X1 Y3 + Y1 x3)]
(

g

[(x1,Y1) - (x2,y2)] + [(x1,91) - (x3,Y3)]

EZ3),(EZ9) e (E=D
EBED) @)

mostrando a validade de (EZ3).
Do item @. :
Notemos que

(E23) e (z9)

21+ 0 (x1,y1) +(0,0)
= (a+0,y1+0)
= (x1,Y1)
= Z1,

mostrando a validade de (ZZZ9).
Para a unicidade do elemento meutro da adi¢cdo em C temos que, se O’ € C satifaz

z+0' =z, (3.31)
entao
o O setisfaz (2Z9) comz =0’ 0'+0
O’ satisfaz (EX3), com z = 0 0,

mostrando a unicitdade do elemento neutro da adigdo em C.
Do item B. :
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Notemos que

201 = () - (1,0)
S (. 1=y1.0,%.04+y;.1)
= (x1,yY1)
=,

mostrando a validade de (EZZB0).
Para a unicidade do elemento neutro da multiplicagdo em C temos que, se 1" € C
satifaz

z- 1=z, (3.32)

entao
1/ 1 satisfaz (E50) com z =1

171
1/ satisfaz (E=H), com z = 1
= 1 ,
mostrando a unicidade do elemento neutro da multiplicagcdo em C.
Do item Q. :
Se

z = (x,y), (3.33)
segue que, de (EZ22), que: —z=(—x,—y). (3.34)

Com 1sto teremos:

2+ (—2) TV g ) - (—x,—y)
D x4+ (—x),y + (—y))
@ g,

mostrando a validade de (Z2I).
Para a unicidade do elemento oposto da adi¢cdo em C temos que, se w' € C satifaz

z+w' =0, (3.35)
entao
w = w40
=) (z+w)
=) W' +z)+w
=) (z+wW)+w,
(=) O+w
()

(3.36)
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mostrando a unicidade do elemento oposto da adicao em C.

Do item [@. :

Notemos que
(=3) e (F33) X -y

z-w = (va)'(xz+yzvxz+yz)
C=) x (—y) (—y) X X +y>  —xy+yx
:(sz+z_yz X 77 2 tY 73 =\ -2t ——=2 2

y X" +y X" +y X" +y X" +y X" +y

(1,0)

mostrando a validade de (Z2d).
Para a unicidade do elemento inverso da multiplicagdo em C temos que, se w’ € C*
satifaz

z-w' =1, (3.37)
entao
W/ (E:EJ) W/ 1
=) zw)
= w'-z)-w

= (z-w)-w,

(Eﬂ)]_w

(Ef)wﬂ

=), (3.38)
mostrando a unicidade do elemento tnverso da multipicacao em C.
Do item B. :
Se

0,00 20
=2Z1-2

E23) e
(=) < )(Xny])'(xbyz)

3
(=) (x1x2—Y1Y2, x1Y2+ Y1 x2)

x1%x—Yyry2 =0

(3.39)
X1Y2+yixa=0

deveremos ter: {

Suponhamos que

Z]%O,
ou seja, x1#0 ou y; #0



55

satisfazem (B=23).
Consideremos o caso que

X1 #0. (3.40)

Logo, de (BZ0O) e (B=23), teremos

X = Y1 Y2
X1 ,  (3.41)
x1Y2+yixa =0
X = Yiyz
substituindo-se a 1.a na 2.a, obteremos: X1 Y1 Y2 )
X1Y2 +Yi =0
X1
| Xg = Y1 Y2
ou, equivalentemente: X1 y
XfY2+yYiy2 =0
Xy = Y1Y2
X1
ou ainda, : 5 5 )
X7t Vi Y2 =0
W—/
#0,pois x1#£0
X = Y1y
ou seja: X1 y
Yy =0
L X = 0
substituindo a 2.a na 1.a, obteremos: o
Y2 =

mostrando que a unica solugdo do sistema (ndo linear) (BZ1) serd:

(x2,42) = (0,0), (3.42)
ou seja,
Z2 = (x2,Y2)
(ED) (0,0)
(=) 0,

mostrando a validade de (EE8), se

z1 = (x1 >U1) 7& (0391)'

Os outros casos, a saber

Z1 = (X1>U1) 7& (X1 )O))
ou seja, Y1 #0,
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bem como o caso
Z) 75 0]

sdo semelhantes e serdo deixados como exercicio para o leitor, completando asstm a

demonstracao do item 3. .

Demonstracao 3.0.8 da Proposi¢do :
Suponhamos que

z1 = (x1,Y1)
25 = (x2,Y2)
e z3=(x3,Y3)
De (EE2):
Notemos que

(E23),(E23) < ()

z1 + 2z (x1 +%x2,y1 +Ya2) .

Da Definigdo EZ_1], temos

__(EZ3) e
7 ( ):( ) (X1, —y1)
__(EZ3@) e
7 =L )(X2>—Uz)>

e Tz ==
Logo

44

ot =) (x1 +x2,—(y1 +1Y2))

= (x1,—yY1) + (x2,Y2)
=)o)
mostrando a validade de (ZEA).
De (EE3):

Notemos que

(E23),(52) e (22)

Z1— 2 (x1 —%x2,y1 —Y2) .

Da Definigao EZ_1, temos

(E=m) e (=)

21— 22 (x1 —%x2,—(y1 —v2)),

Logo

21— 72 (B::EJ) (x1 —x2,—(y1 —y2))
= (x1 —x2,—y1 — (—y2))

—
(Z)(Xn—yﬂ—(Xz,—Uz)
Em) e (BZm)
T

(x1 +x2,—(y1 +Y2)),

O

(3.43)
(3.44)
(3.45)

(3.46)
(3.47)

(3.48)
(3.49)

(3.50)

(3.51)



mostrando a validade de (ZZE3).
De (EEB):
Notemos que
(), (EZ3) e (=3

Z1 2 = )(X1Xz—y1yz,x1yz+y1xz)-
Da Definigdo E-Z.1, temos
EX3) e
Zi 'Zz( )£ (=) (x1x2—Y1y2, —(x1y2+yi1x2)),

Por outro lado,

7. gy ) (=)

(x1%2 = (=y1) (—y2), X1 (—y2) + (—y1) x2)
= (x1% —y1y2, —(x1Y2+y1x2)),
ou seja, comparando de (B23) com (BXRA), teremos:
Z1 =21 Z_Z)
mostrando a validade de (EBH).
De (E517):
Da Definigao EZ_1, temos

___ (EZ3) e (™
23( ) e ( )(X3,—y3)

Notemos que, de (BE23), (BZH) e (EZ3), temos

a:(xmﬁy]ya y1X3—X1ys>
z3 X2 +ys2  xs? 4 ys? .

T()e() X1 X3 +Y1Y3 1X3 —X1Y3
Logo: (_> - ( 2 yzy >_y 2 zy )
Z3 X3°+ Y3 X3°+ Y3

e de (BEZ1), (B124) e (EZ3), temos
i _ (X1 x3 + (—y1) (=y3)  (—y1)x3 —x (—yg))

Z3 2+ (Y2 T xat o (—ys)?
_ (X1 X3+ Y1 Y3 _y1X3—X1y3)
ng +y32 ) ng +y32

) (21
Z3 ’

mostrando a validade de (E7E1D).
De (ZE3):
Da Definigdo E-Z.1, temos
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(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)
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mostrando a validade de (ZER).
De (EE3):

Lembremos do item @. da Observagdo B3 que, fazemos o sequinte abuso de
notagdo (veja (E72))

x = (x,0).
Notemos que
se x = (x,0), (3.59)
entdo w (=) £ (=) (x,0)
(=2)
- )
mostrando a validade de (EBY).
De (Em):
Notemos que
24z EE (x+x,y+(—y))
= (ZX)O)
=) 2%
= 29(x)
mostrando a validade de (EZ70).
De (E7D):
Notemos que
_ (ER) e (B=
22 L (x—x, (—y) + ()
=(0,—2y)
=—2y(0,1)
=) —2y-i
= 2500 -1

mostrando a validade de (EZ7T).
De (I3):
Notemos que, da Definigdo temos que:

2 ELE i (3.60)

Logo

=x*+y°. (3.61)



mostrando a validade de (EZ72), completando a demonstracdo do resultado.

Demonstracao 3.0.9 da Proposi¢cao :
Suponhamos que

z=(x,y),
z1 = (x1,Y1),
z; = (x2,Y2)
e z3=(x3,Y3).
Do item . :
De (23):
Da Definigdo EZ5, temos

2
|Z|2 (?) ( /X2+y2>
2+ 2

Y
TTD) e ()

=X

—

mostrando a validade de (ZZ3).
De (m):
Da Definigao EZ51, temos

mostrando a validade de (20).
De (9D):
Da Definigao EZ21, temos
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(3.62
(3.63
(3.64
(3.65

~— s N

(3.66)
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mostrando a validade de (EZZ9T).
De (932):
Da Definigdo EZ5, temos

|Z|2 ( — ) XZ +y2
>x2

— 24yl

=) zZ-Z
mostrando a validade de (E2232).
De (I93):

Notemos que
z=(x,—y). (3.67)

mostrando a validade de (ZZ23).
De (E93):
Notemos que

|caac] ) e (3
121'22!( MEEED e )\/X1Xz y1yz) +(X1yz+xzy1)2
= \/ [(x1%2)2=2x1 %2 y1 Y2 + (Y1 y2)2l + [(x1y2)?+2x1 y2 x2 y1 + (x2y1)?]
= v (x1x2)2 + (Yr1y2)? + (x1y2)2 + (x2y1)?. (3.68)

Por outro lado,

21l 7o) TR < ¢ () + (1) (2 + ()2
=V (x1)2 (x2) + (x1)2 (Y2)? + (Y1)? (x2)2 + (11)? (y2)?
= \/ (x1%2)? Ulyz) + (x1Y2)? + (x2y1)?

=P (3.69)

mostrando a validade de (294).
De (I93):



61

Notemos que

(), (653, (&3) « (=) (X1 X3 +y193)2+ (xm —x ys>2
x3% + ys3? x32 + Y32

_ \/(Xl x3)® 4+ 2x1 %31 Y3 + (Y1 y3)? N (x3Y1)? —2x3Y1 X1 Y3 + (%1 Y3)?

Z1
Z3

(x3% +y32)° (x32 + +ys?)°
_ (x1%3)* + (Y1 y3)* + (x3y1)* + (x1y3)*
(x32 +y32)°
_ ] (s )
(x32 +y32)?*
2 2
X3~ + Y3
Por outro lado,
21 (e =) e @) V' 4y
23] VX3t +yst
&) |21
Z3
mostrando a validade de (EZ93).
De (ZUH):
Como
ET3),(ER) e (T
z1+zz( MES) )(X1+X2>yl+yz) (3.71)
teremos
E7) e (2@
21+ 22 VL (5007 + (1 +y2)?
= (x12 +2x1 %2 +xz2) + (912 +2y1y2 +y22)
=x’*+uyrl+x +yl+2xax+yiyl). (3.72)
Por outro lado,
EE2),(ER3) € (= 2
(Iz1] + |z2)? E=ED) e (=) (\/X12 +yi? + /x2? +y22)
= (" +yr®) + 2Vl +yil VxR +ut + (R +ur)
= X]z + y12 + Xzz + yzz +2 X12X22 + X]Zyzz + y]ZXZZ —i—y]Zyzz . (3.73)

Notemos que

0 < (x1y2 —x2y1)?
_ 2 2 2 2
=X1"Y2" —2x1 Y2 X2 Y1 + X2° Yy

implicando que: 2x1Yyxxyp < x12y22 —|—xz2y1z. (3.74)
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Portanto, utilizando-se (BE@) em (EZ3) (e o fato que a fungdo ,/ € crescente),
obteremos:

(Iz1] + |Zz|)2 > x? +y12 +x° +yzz +2 X12X22 +2x1Yy2% Y +y12y22

= X12 +y12 —l—Xzz +y22 —+ 2\/(7(1 X2 + Y1 yz)z
=x12 + Yyt + x5+ Y2t + 2 %2 + Y1 Y2
> 2y Fxt Yyt 2 (ax Yy yz)

BT
(=)|Z1 +Zz|2>

ou seja, |z1+ za| < |z + |zaf,
mostrando a validade de (E98).

De (Z97):
Notemos que

1z1] = [(z1 — z2) + 22

<z —zal + |zl
ou seja, |zi| —lzaf <lz1 — 2z,
mostrando a validade de (EZ91).

Do item A. :
Notemos que

lz| =0,
de Z74, é o mesmo que: \/X*+y* =0,

que é equivalente a: x* +y2 =0,
isto é:: x=y =0,
ou seja, z=0,
completando a demonstragcdo do item B. .

Do item 3. :
Notemos que

=), (&=3)
=~
R(z)]” + [T(2)]

2 2
=X +y,
ou seja,

2l = \/x* + 1
V' € crescente
< VXY

==
1+ 1yl

|Z|2 ()



completando a demonstracao do item @. e do resultado.

Demonstracao 3.0.10 da Proposi¢ao :
Se

z1 = (x ,Ul)

e zp;= (Xz,yz) eC.
Como z; # O, de (EZ10), segue que
x2#0 ou y;#0

(z=m)
implicando que: z; # 0.
Logo,
zZ1  x1tyri-i
z Xty
Zoo-yi0 X1+ Y1 -1 xa—ys - i
B x2+yYy2-i xa—yz-1
ity —ya- i)
ety i) (o —y2- i)
@) [x1x2 — Y1 (—y2)] + x1 (—y2) +yixg)] - 1
 bexa =y (~y)l + e (—y2) Fx0yal A
=0
ket yiyd F iy Fyixgl i

X22+y22
X1 X2+Yryz  Yixa—X1yYz .
- 2 2 2 2
X"+ Yz X"+ Yz

que coincide com a expressdo obtida em (ZZ3).

Demonstracao 3.0.11 da Proposi¢do :
Notemos que

zZ=rl[cos(0) +1i- sen(0)]
(czm) e ()

T [cos(0) +1i- sen(0)]

C==)

= 1 [cos(B) —1i- sen(0)]

—0)= 0 —0)=— 0 .
cosl—0)7cos(0) ¢ senl=0)==2en(0) || 05(—0) +i - sen(—)
N—— —
=cos(0) =—sen(0)
=1 [cos(0) —1i- sen(0)]

mostrando a validade de (ETIH)
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Demonstracao 3.0.12 da Proposi¢do E 53 :
Notemos que r >0 e 0 € R, sao tais que

se z (0)+1i- sen(0)], (3.79)
entdo, de (ECI1H), teremos: z (—0) +1i- sen(—0)]. (3.80)
De (BZM@), (B=0) e (E11W), segue: arg(z) ={—0+2km; k € Z} = —arg(z),

T [cos
T [cos

para k € Z, completado a demonstragao.

Demonstracao 3.0.13 da Proposi¢cao E&13 :
Notemos que

212 = {ry[cos(07) +1i- sen(07)]}-{r,[cos(0;) +1- sen(0,)]}

() e (o) 1172 < cos(07) cos(0;) — sen(0;) sen(0;) +i- | sen(0;) cos(0,) + cos(0;) sen(0;)

/

~~

=cos(07+62) =sen(07+6;)

=11 12{c0s(0; +6;) +1- [sen(0; + 6,)]},

mostrando a validade de (EI18) e completando a demonstragdo.

O
Demonstracao 3.0.14 do Coroldrio :
Suponhamos que as formas polares dos numeros complezos z; e z; sdo dadas por
z1 =17 [cos(07) +1- sen(6;)],
z; =15 [cos(0;) +1- sen(6;)], (3.81)
ou seja,
argz; ={0; +2km; ke Z} e argz, ={0,+2mm; m € Z}, (3.82)
comk € Z.
Entdo, da Proposi¢do EZA 3, temos
Z1 2 (IZE) T T {COS(G] + 62) +1- [SGII(G] —+ 92)]} . (3.83)

Logo, de (BEX3), segue que

arg(zy - z2) ={01+ 0,4+ 21lm; 1l € Z}

=2
=) arg(z:) + arg(z2),

para k € Z, como queriamos demonstrar.



Demonstracao 3.0.15 do Coroldrio :

Notemos que, para cada n € N, de (EZI24) e do Coroldrio EZE1, com

Zj = Zy
ou seja, Tj-T

e 0;,=0, paracada je{l,2,---,n},

teremos

=1

== Jf][n. [cos (g ej) +i-sen <§ ej>]

(55 2 (59 10 [cos (.0) + 1 - sen (n.0)]

mostrando a validade de (ETZH).

Como consequéncia temos

arg (z") (==5) n0+2km; k € Z}

( P )

= n arg(z),

mostrando a validade de (EI28) e completando a demonstragado.

Demonstracao 3.0.16 do Coroldrio :
Notemos que

()

T |z|

=) ,

Logo, de (BE=2R), (21) e (EIZH), segue que

z" =[cos(nB) +1i- sen(no)]

mostrando a validade de (EZI29) e completando a demonstragdo.

Demonstracao 3.0.17 da Proposi¢ao :
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Notemos que

z1 (zz=m) 71 [cos(01) +1- sen(0)]
z2 Talcos(0;) +1i- sen(6,)]
11 [cos(07) +1- sen(07)] 17 [cos(0;) —1i- sen(0;)]
1, [cos(0;) +1- sen(0;)] 15 [cos(0,) —1i- sen(0;)]

)}
)

=cos(—03) ——sen(—0>) —=cos(0,) =sen(—03)
T cos(07) cos(0,) +sen(0;) sen(0;) +i-[—sen(0;) cos(0,) —sen(0;) cos(0;)]
N cos?(0;) + sen?(6)
]
:cos(jﬁl—ez) =sen(01—07)
= :—] 203(91) cos(—0,) — sen(0;) sen(—0,) +1i- [—sen(6;) cos(0;) + sen(O;) cos(91)\]
2

- :—‘ cos(8) — 0,) +1i- sen(6; — 6,)]
2

mostrando a validade de (ZZI3T).
De (ET20) temos
argz; ={6;+2mm;, meZ} e argz, ={0,+2nm;neZ}. (3.89)

Logo, como consequéncia (EIZT), (B2T), segue:

arg <%> =D {8 —0,+2km; ke Z}

= arg(z)) — arg(z)

mostrando a validade de (I33) e demonstragdo.

O
Demonstracao 3.0.18 do Coroldrio :
Como uma forma polar do numero complezo 1 é dada por
1 =1[cos(0) +1- sen(0)] (3.90)
de (I24) e da Proposigao (comri=1,1=1,0,=0e06,=0), teremos:
% =D % [cos(0—0) +1i- sen(0— 0)]
= } [cos(—0) +1i- sen(—0)] (3.91)
cos(—0)=cos(8) e sen(—0)=—sen(0) |

= = [cos(0) —1i- sen(0)],

mostrando a validade (EZT3Z4).
Como consequéncia temos

1
arg <z) =) {(-0+2km; ke Z}

=3
( = ) a-rg(_z)»



mostrando a validade (EZI33) e completando a demonstragdo.

Demonstracao 3.0.19 do Coroldrio :
Dos Coroldrios e B.6-4, seque que

_ 1
z "= —
Z‘ll

(=) e (==3) G) {cosn(—0)] +1- senn(—0)]}

= (%) {cos[-n 6] +1i- sen[-m 6]}

cos(—0)=cos(0) e_sen(fe):f sen(0)

[cos(nB®) —1i- sen(nO)],

™
mostrando a validade de (ZZI37).
Notemos que, (B52) implicard
arg (z ") ={—m0+2km; k € Z}

=-n arg(z) y

mostrando a validade de (EI38) e completando a demonstragdo.

Demonstracao 3.0.20 da Proposi¢do :
Notemos que, de (EIB2) e (ETZd), segue que

z™ =7" [cos (mB)+1i-sen(m0)].

Logo, de (BE3) e (EIE3), segue que, para cada k € {0,1,2,--- ,n—1}, teremos:
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mostrando a validade de (ZZ153).
A identidade (E1864) seque de (EIB3), completando a demonstagdo.

O
Demonstracao 3.0.21 da Proposi¢do :
Se a forma polar do nimero complexo z # O €é dada por
z=rlcos(0) +1i- sen(0)]. (3.94)
entao de, (EI53), teremos
0 2k 0 2k
2, = lcos (— + —ﬁ) +1i- sen (— + —71)} , (3.95)
n n n n

para k € {0,1,--- ;n—1},
Notemos que:

(z)" = (Z%)m

50 o () e (3] [ 3 1 (3]
€= o [COS (mTe) 41 sen (m_e)} ! (3.96)

em R temos: [ Vr) =Vrm 0 0
L ) vrm {cos (mT) +1i- sen (m_)] cwt

) (myt
- )

mostrando a validade de (EI83), completando a demonstragdo.



Capitulo 4

Resolucoes dos exemplos

Resolugao 4.0.1 do Exzemplo :

Notemos que:

(—1+3~1)-(2+3~1)Jr (@) (-1 '2—3'3>_1’3+3'3)+8-i

1—1 §-1= 11
:_”+.3.l+8-i
1—1
11431 141 .
= — -+8-1
1—1 14+1
_(—11—3)+(3—11)-i )
174 12 8
= (—7—4-i)+8-1
= 7441,

Resolugao 4.0.2 do Ezemplo :
Pela Defini¢do [Z-Z-1, temos que:

__ (E=D) e (=3
7 EDeE™ ) g

__ (=)

V) é()3+7t-i.

Resolucao 4.0.3 do Ezemplo :
Pela Defini¢do 51, temos que:

2 (E3) e (78) 324 (_mz

2|
= Vo4,
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Resolucao 4.0.4 do Ezemplo :
Notemos que, de (EI13), teremos:
x=2 e y=-2+#0. (4.1)

Logo de (E102), (D_ITVII) (1m3) e (ED), segue que

\/7
(=) \/7

_ (4.2)
e
0 (=) arctg (f)
y
= arct 2
= arctg(—1)
zestino .o quadrante "1 | 5y 0 para cada k€ Z. (4.3)

4

Logo, uma forma polar do nimero complezo z (tomando-se k = 0 em (E3)), dado
por (E113), serd dada por:

(3o (3

cos(—0)=cos(0) e_sen(—e):—sen(ﬂ) 2\/2 |:COS <Zf> _i-gen <E>]
- 4 4

Resolucao 4.0.5 do Ezxemplo :
Geometricamente o subconjunto de C, formado por todas as solugdes da equagdo
(EZTZD), € uma circunferéncia de centro mo ponto

Zo =—1= (O)_])
e ralo
p=4.
De fato, podemos reescrever (EZIZ1), da seguinte forma:

z— (—1) :\ll/[cos(cb) +1i-sen(¢)]. (4.4)

=r

Desta forma temos que:

lz+ 1] = |z — (—1)]
(2)

=4,
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ou seja, as solugbes a equacdo (EIZM) serdo z € C cuja distdncia ¢ —i € tgual a 4, isto
€, uma circunferéncia de centro no ponto —i e raio 4.
A figura abaizo ilustra a situagdo acima.

Notemos também que, quando:

b1 =0, teremos: z;+1=4][cos(0)+1- sen(0)]

=4,
ou seja, z1=4—1,
. T . T . Tt
by = R teremos: z;+1=4 [cos <§> +1- sen (E)]
=41,
ou seja, z;=3-1.

Notemos também que, quando ¢ varia de 0 e 27, a circunferéncia acima € percorrida
no sentido anti-hordrio.

O
Resolugao 4.0.6 do Exemplo :
Notemos que a forma polar do nimero complexo z =1 # O € dada por
1=1"[cos(0) +1i- sen(0)]
= [cos(0) +1- sen(0)], (4.5)
ou seja,
r=1 e 0=0. (4.6)

Logo, teremos

Yr=1 (4.7)
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e assim, de (EZI53) e (EH), seque que

0 2k 0 2k
1n = {‘/?cos<—+—ﬂ>+i- sen<—+—7t>
n n n o n

(£3) e (3) (an) ) <2k7r)
= cos|—— | +i-sen{— ],
n n

para k € {0,1,--- ;n—1}.

Resolugao 4.0.7 do Exzemplo :
Analiticamente, teremos, por (EI53) e (EB) (comn=6):

1 0 2km . 0 2km
16_\/Fcos<6+—3 )+1 sen(6—i-—3

(E3) e (£3) 2km ) 2k
= cos{—— ) +1-sen | —
6 6
= cos km +1- sen Kk
N 3 3 ’

para k € {0,1,2,3,4,5}, serdo todas as solugbes complezas da equag¢do (EIED), ou
ainda, as 3 raizes cubicas distintas, da unidade 1, ou ainda, de (EI59), serdo:

T, w,w?, w,w, w’.

wicos<§>+i- sen(%) .

onde w €é dado por

FIM
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