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Capitulo 1

Fatos basicos

Neste capitulo enunciaremos alguns resultado basicos importantes relacionados com
propriedades dos ntumeros reais, que serdo utilizados ao longo destas notas.
As demonstragdes serdo omitidas e referéncias serdo dadas para o leitor encontra-las.
Para o que segue vamos supor que os numeros reais, ou seja R, seja conhecido, bem
como suas operagdes de adigcdo, multiplicagdo e a relagdo de ordem usuais.

Proposicao 1.0.1 Sejam e x,y,z € R.
Entao

1. (propriedade transitiva) se

x<y e y<z, deveremos ter: x<z; (1.1)

2. (propriedade da tricotomia)

ou x<y, ou Y<x, ou x=Vy; (1.2)

(o8]

. (propriedade da monotonicidade da adigdo) se

x<y, teremos: x+z<y-+z,; (1.3)

4. (propriedade da monotonicidade da adi¢do) se

x<y, e z<w teremos: x+z<y+w,; (1.4)

5. (propriedade da monotonicidade da multiplicagdo) se
0<z e x<vy, teremos: xz<Yz; (1.5)

6. (propriedade da monotonicidade da multiplicagdo) se

O<z<w e x<y, teremos: xz<yw, (1.6)
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7. (propriedade da monotonicidade da multiplicagdo) se

z<0 e x<y, teremos: xz>yz; (1.7)

8. (propriedade da monotonicidade da multiplicagdo) se

w<z<0 e x<y, teremos: xw>yz; (1.8)

1
O<x, teremos: 0< o (1.9)

10. (propriedade da monotonicidade da inversdo na multiplicagdo) se

1 1
O<x<vy, teremos: 0<—<-—. (1.10)

y x
Temos também a: Com isto temos a:

Proposicao 1.0.2 Se x,y,z€ R e 0 < a, temos:

x| = Vx%; (1.11

se 0<x<vy, entio [xl<ll, (1.12

0< K, (1.13

e x <[, (1.14

Ix| < a se, e somente se, —a<x<a, (1.15

(destgualdade triangular) |x+yl < x|+ |yl;, (1.16

x| =Tyl < Iixl =yl < x —yl, (1.17
Ixyl = Ixllyl; (1.18
| —x| =Ixl, (1.19

x| =0 se, e somente se, x =0. (1.20
Temos também a:
Proposigao 1.0.3 Se a,b € [0,00) entdo
Vab =+avh. (1.21)
Como consequéncia de () e (TT2), temos o:
Corolario 1.0.1 A funcgdo Vo [0,00) = R € uma funcgdo crescente, ou seja,

se 0<x<vy,
teremos: /x < /Y. (1.22)



Na verdade ela € estritamente crescente, ou seja,

se 0<x<uy,
teremos: V/x <\/y. (1.23)

Proposicao 1.0.4 (propriedade archimediana de R) Sejam a,b € K com
0<a.
Entdo, podemos encontrar n, =n(a,b) € N de modo que
b<n,-a. (1.24)

Um resultado importante é dado pela

Proposigao 1.0.5 Seja a € [0, 00).
Se

a<e, paratodo ¢>0,

entdo deveremos ter: a=0. (1.25)
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Capitulo 2

Sequéncias numéricas reais

2.1 Definicao
Comegaremos tratando de:

Definigao 2.1.1 Uma sequéncia de numeros reais (ou, simplesmente, sequéncia
numérica) é uma aplicagdo

R
a(n)

(2.1)

a: N —
n —
isto €, uma let que associa a cada nimero natural n um, Unico, nimero real a(n),
que indicaremos por Q.
Denotaremos a sequéncia numérica (EZI) acima por:

(an)nel\h (an) ) {an}neN ) {an} .

Para cadan € N fizado, o elemento a, serd dito termo da sequéncia numérica

( an ) neN-
O conjunto

{an;n € N}

serd dito conjunto dos valores da sequéncia numérica (an)nen -

Exemplo 2.1.1 Considere a sequéncia numérica (real) (a,), .., onde
L]
a, =—, paracada meEN. (2.2)
n
Logo o conjunto dos valores da sequéncia numérica (a,), ., serd:

©
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Exemplo 2.1.2 Considere a sequéncia numérica (real) (a,), .., onde
a, =0, para cada meN. (2.3)

Notemos que o conjunto dos valores da sequéncia numérica (a,), , serd:

{0}.

Exemplo 2.1.3 Considere a sequéncia numérica (a,), .., onde
a, = sen (nﬁ>
" 2
0 uando a n for par
e for# (24)
(—=1)" 77, quando mn for impar

Observemos que o conjunto dos valores da sequéncia numérica (a,), ., serd:

{1,0,-1}.
Exemplo 2.1.4 Considere a sequéncia numérica (real) (a,), ., onde
a, =n, paracada meEN. (2.5)

Notemos que o conjunto dos valores da sequéncia numérica (a,), ., serd:

{1 >2>3)4>"'}-
Exemplo 2.1.5 Considere a sequéncia numérica (a,), ., onde
a, = (—1)", para cada neN. (2.6)

Notemos que o conjunto dos valores da sequéncia numérica (a,), ., serd:

1,1},

Exemplo 2.1.6 Considere a sequéncia numérica (real) (a,), ., onde
n+1
an = %, para cada mn € N. (2.7)

Observemos que o conjunto dos valores da sequéncia numérica (a,), ., serd:

345
{2>§)§)Z>"'} .

Exemplo 2.1.7 Considere a sequéncia numérica (real) (a,)

T4+ (—=1)"
an = #, para cada mn € N. (2.8)

Leny ONde

Logo, o conjunto dos valores da sequéncia numérica (a,), ., serd:

1 1
{O>1>0)§>O>§)O>"'} .
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2.2 Operacoes com sequéncias numéricas

Como sequéncias numéricas sdo funcdes a valores reais , cujo dominio é N, podemos
soma-las, multiplicd-las por niimeros reais (ou complexos) de maneira semelhante a
quando tratamos de quaisquer fungles a valores reais , isto é,

Definicao 2.2.1 Dadas as sequéncias numéricas (an)nen, (bn)neny € @ € R defini-
mos a sequéncia numeérica soma da sequéncia numeérica (a,)neny COM a Sequéncia
numérica (bn)nen, denotada por

(an)neN + (bn)n€N>

como sendo a seguinte sequéncia numMErica:

(an)nen + (bn)nen = (an + bnlnen, (2‘9)

ou seja, a sequéncia numeérica soma, a saber, (an)nen+ (bn)nen, € obtida somando-
se os correspondentes termos de cada uma das sequéncias numéricas (Qn)nen €
(bn)neN-

Observacao 2.2.1 Notemos que a soma das sequéncias numéricas a: N — R com
a sequémcia b : N — R € a soma das fung¢bées a e b, ou seja, serd a fungdo
a+b:N—-R, dada por

(a+b)(n) =a(n)+b(n), para cada meN. (2.10)

Definicao 2.2.2 Definimos a sequéncia numérica produto do numero real x, pela
sequéncia numérica (a,)nen, tndicada por

x - (an)neN )
como sendo a seguinte sequéncia numeérica:

X - (an)neN = (OC an)neN) (2-11)

ou seja, a sequéncia numérica produto, isto €, & (a,)nen, € obtida multiplicando-se
os correspondentes termos de cada sequéncia numeérica (a,)nen pelo numero real
(respectivamente, complezo) «x.

Observacao 2.2.2 Notemos que a multiplicacdo do numero real « pela sequéncia
numérica a : N — R é a multiplicacdo do numero real « pela fung¢do a, ou seja,
serd a fun¢do «x-a:N — R, dada por

(x-a)(n) =aa(n), paracada neN. (2.12)
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Definicao 2.2.3 Definimos a sequéncia produto da sequéncia numeérica (a,)nen
pela sequéncia numérica (b, )nen, tndicada por

(an)neN : (bn)nel\h (2.13)

como sendo a seguinte sequéncia numeérica:

(an)nEN : (bn)neN = (an bn)neN) (2'14)

ou seja, a sequéncia numeérica produto, 1sto €, (an)nen'(bn)nen, € obtida multiplicando-
se os correspondentes termos de cada uma das sequéncias numéricas (Qn)nen €
(bn)neN-

Observacao 2.2.3 Notemos que o produto das sequéncias numéricas a : N — R
com a sequéncia numérica b: N — R € o produto das fungées a e b, ou seja, serd
a funcdo a-b:N — R, dada por

(a-b)(n) =a(n)b(n), para cada n € N. (2.15)
Definigcao 2.2.4 Sejam (an)nen, (bn)nen Sequéncias numéricas reais, de modo que
b, #0, para cada neN.

Definimos a sequéncia numérica quociente da sequéncia numérica (a.)nen pela
sequéncia numérica (b, )nen, tndicada por

(an)neN
(bn)neN )

(an)nEN/(bn)neN ou
como sendo a sequinte sequéncia numeérica:

(an)nen/(bn)neny = (an/bnlnen,

(an)neN . [ Qn
ou m = (b_n)neN y (216)

ou seja, a sequéncia numeérica quociente, 1sto €, (an)nen/(bn)nen, € obtida dividindo-
se 0s correspondentes termos de cada uma das sequéncias numéricas (a,)nen €
(bn)nen (observe que b, # 0, para todo n € N).

Observacao 2.2.4

1. Se a, #0 para n € N, definimos a sequéncia numérica , como

(an)neN

1 1
(e (a_n) ’ (217)
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2. Notemos que o quociente da sequéncia numérica a : N — R pelaasequéncia
b:N —- R € o quociente das fungdes a e b, ou seja, serd a fungdo —: N — R
J 7 b 7

dada por

(n) = ——, para cada necN. (2.18)

Para ilustrar temos o

Exercicio 2.2.1 Se as sequéncias numéricas (reais) (an)nen € (bn)nen SGos dadas
por:

1
L= 2.19
an= (219)
b, = (—1)", para cada neN (2.20)
e oa=2, (2.21)

encontrar as sequéncias numéricas:

(an)neN + (bn)neN) x (an)nGI\M (an)neN : (bn)neN € (an)neN/(bn)neN .

Resolugao:
Logo, de (), segue que

=
(an)neN + (bn)neN (:) (an + bn)neN

@ (1 iy
Bl (n+( ” )nEN
B (1 —I—(—1)“n))
a n neN‘

De (1), temos que:

De (E13), segue que

(an)neN'(bn)neN - (anbn)neN
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Finalmente, de (E18), temos que:

(an)neN (IZ:I:E) (&)
(bn)neN bn neN

neN

O

Observacao 2.2.5 Como sequéncias numéricas sao fung¢des a valores reais, cujo
dominio € N, podemos representar seus grdficos em N x R.
Denotaremos o grdfico da sequéncia numérica (a,), ., por G ((an)neN), e serd
definido por:
G ((an) o) ={(n,an); n € N}.

Na verdade, 1sto ndao terd muito interesse no estudo das sequéncias numeéricas.

2.3 Convergéncia de sequéncias numéricas

Iniciaremos com a

Definigao 2.3.1 Diremos que uma sequéncia numérica (a,)neny € convergente (ou
converge, ou tende) para l € R , quando n vat para infinito, denotando-se por:

n—oo
L

lima, =1, ou a, —
n—oo

ou ainda, a, — 1,
se, e somente se: dado € > 0, podemos encontrar n,(e) € N, de modo que,

se n>neg,

deveremos ter |a, —1| <e. (2.22)

Observacao 2.3.1

1. A Definigcao acima ”nos diz”, formalmente, que podemos ficar tao
prézimo de 1, quanto se queira (isto €, dado ¢ > 0), desde que o indice
da sequéncia numérica (ou seja, n), seja suficientemente grande (isto €,
tenhamos n > n, ).

2. Na linguagem dos intervalos, a Defini¢cdo acima, "nos diz” que dado o
intervalo
(l—e,l+¢)
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(ou seja, dado € > 0), todos os termos da sequéncia numérica caem dentro
desse wntervalo excetuando-se, eventualmente, os 1, primeiros termos da
sequéncia numérica (ou seja, um numero finito de termos da mesma).

3. A Definigdo (Z20) actma, € semelhante a defini¢cdo de limites no infinito,
para funcgdes a valores reais, de uma varidvel real, estudadas no Cdlculo I

O resultado a seguir, garante a unicidade do limite de uma sequéncia numeérica, caso
ele existe, mais precisamente:

Proposicao 2.3.1 (unicidade do limite de uma sequéncia convergente) Se o limite

da sequéncia numérica (a), ., eristir ele deverd ser iunico, isto €, se

lim a, =14 e lim a, =1,
n—oo n—oo

entao
L=L.

Demonstracgao:
Mostremos que, para cada ¢ > 0, teremos

L — Ll <e,
o que implicard, pela Proposi¢do [ 4, que

L =Ll =0,
que, de (C=2M0), é equivalente a: 1, —1, =0,

ou ainda, L1 =1,.
Para isto temos que, para cada ¢ > 0, como

lim a, = l] y
n—oo

pela Definicdo =2, podemos encontar n; € N, de modo

I3
se m>n;, deveremos ter: |a,— 1| < 7 (2.23)

De modo andlogo, como

lim a, = lz ,
n—oo

pela Definicdo =3, podemos encontrar n, € N, de modo que

13
se m>n,, deveremos ter: |a,—L|< 7 (2.24)

Logo, se
n > n, = max{n;,n,}, (2.25)
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segue que
L —LI =L —ay) + (an — 1)

1m)
S |1~1 - an| "Han - 12|
——

=lan—11]
S |an_11| + ’an_12|
———— ———
(==m) (c===m)
n>no > 2>nj, logo vale (&=3) n>ne > 2>nj, logo vale (=)
< 7 < b
< £ i £
— — =¢
2 2 ’

completando a demonstragdo do resultado.

O
Um primeiro exemplo é dado por:
Exemplo 2.3.1 Seja @ € R fizado e consideremos a sequéncia numérica (a,), .,
dada por
a, =«, para cada mneEN, (2.26)
€ convergente para «, isto €,
lim a, = «. (2.27)
n—oo
Resolucao:
De fato, observemos que dado ¢ > 0, se considerarmos n, € N, de modo que
n, € N qualquer. (2.28)
Entdo, para
n>n,, (2.29)
teremos
=) e
lan —1 " ~= e
=0<e.
Logo, pela Definigdo 22T, segue a validade afirmagao.
O
Um exemplo importante é dado pelo:
Exemplo 2.3.2 A sequéncia numérica (a,),_,, dada por
1
an = > para cada neN, (2.30)
€ convergente para zero, isto €,
1
lim — =0. (2.31)

n—oo N
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Resolugao:

De fato, observemos que dado ¢ > 0, da propriedade archimediana de R (isto é, da
Proposigdo 4, com b =1 e a = ¢), podemos encontrar n, € N, de modo que

1<nege,
ou, equivalentemente: mn, > o (2.32)
1
ou ainda: — <. (2.33)
No
Entdo, para
n>n,>1,
e 1 1
que, de (D), implicard em: — < —, (2.34)
n - n,
teremos
an( =1 el=0 | 1
la, — 1 = ——0
n
n>0 l
n
(=3) 1
S N
No
(=)
< E.
Logo, pela Definigdo B3, segue a validade afirmagao.
Wl
Temos temabém o:
Exemplo 2.3.3 A sequéncia numérica (a,), ,, dada por
2n
a, = nr T para cada n € N, (2.35)
€ convergente para 2, isto é,
2n
im —— =2. (2.36)
n—oo N + 1

Resolucao:

De fato, observemos que dado ¢ > 0, da propriedade archimediana de R (isto é, da
Proposigdo 04, com b =2 e a = ¢), podemos encontrar n, € N, de modo que

2<n,¢,
. 2
ou, equivalentemente: n, > P (2.37)
2
ou ainda: — <e. (2.38)
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Entao, se

teremos, n+1>n>n,>1,

que, de (M), implicard em: —— < —
e, como 0 < 2, de (1), teremos: —— < —. (2.39)

Deste modo,

n+1
B 2n—2n-—-2
_’ n+1 ‘
-2
:‘n—ﬂ
2
Cn+1

(=3)
n+1>n > ne>1 2
<

LA
(=)
< €.

Logo, pela Definigdo 22T, segue a validade afirmagao.

O
Um outro caso é dado pelo:
Exemplo 2.3.4 A sequéncia numérica (a,),.,, dada por
a, =cos(nm), para cada neN, (2.40)
ndo é convergente.
Resolugao:
De fato, observemos que
a, = cos(nmn)
=(—1", para neN. (2.41)
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deveria existir um n, € N, de modo que, para

b

N —

n>n,, deveriamoster |(—1)"—1|<

isto é,
l ] <(-"<1+ ]
2 2’
o que um absurdo, pois isto implicaria que os termos da sequéncia numeérica,

Z1 Z1
—1 (:)02n+1 e 1(:)a2n>

1 1
(E)

cujo comprimento é igual a 1 (notemos que se os niimeros —1 e 1 pertencem a um
mesmo intervalo, este intervalo deverd ter um comprimento maior ou igual a 2), o que
é um absurdo.

Portanto a sequéncia numérica ndo é convergente.

deveriam pertencer ao intervalo

A seguir temos o:

Exercicio 2.3.1 Consideremos a sequéncia numérica (a,) onde seus termos

sdo dados por

nenN’

=03, a =033, a;=0333, a=03333,  ,a,=0.33---3,-. (2.42)
-

n—casas

1 .
é convergente para -, ou seja,

Mostre que a sequéncia numérica (a,) 3

neN

1
lim a, = 3 (2.43)
n—oo <

I
o

Resolugao:
De fato, dado ¢ > 0, que podemos considerar pequeno o suficiente de modo que

3e € (0,1),
ou seja, log(3¢e) <0,
ou ainda, —log(3¢) >0,
——
(—1) log(3 ¢)=logl(3¢)~]
1
isto é, log-— >0. (2.44)

3¢
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Logo da propriedade archimediana de R (isto é, da Proposigdo 04, com b = log 31—5

e a = 1), podemos encontrar n, € N, de modo que

que, do fato que a fungdo potenciagdo é crescente, teremos:

ou ainda,

Logo, para

que, do fato que a fungdo potenciacdo é crescente, teremos:
que, de (1), implicard em:
Desta forma,

e 1
@)@ |y 5 4 -

n—casas

!Cln—U

n—casas
0.9---9-1
3

(n—1)—casas

S 3-10m
1
310
@m) ]
3-10m

()
<

Logo, pela Definicdo =2, segue a validade afirmacao.

1
n, >log§,

1
10% > —
= 3¢’

<e. (2.45)

310m

n>n,,
10" > 10™ >0,
1 1

< .
10" = 10me

(2.46)

O

Definicao 2.3.2 Diremos que uma sequéncia numérica (a,)neny € limitada, se po-

demos encontrar M > 0, de modo que

la,| <M,  para todo neN.

(2.47)
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Observacao 2.3.2 Nos Ezemplos 2233, 2713, e Ezercicio EZ21 actma, todas
sequéncias numeéricas sao limitadas.

Observemos que nem todas elas sGo sequéncia numéricas convergentes (veja o
Ezemplo ).

Como veremos a seguir existe uma relacdo entre sequéncias numéricas convergentes
e sequéncias numéricas limitadas, a saber:

Proposicao 2.3.2 Toda sequéncia numérica convergente é limitada, isto €, se a
sequéncia numeérica (a,)nen € convergente, entdo ela serd uma sequéncia numeérica
lrmatada.

Demonstragao:

Como a sequéncia numérica (a,)nen € convergente, segue que existe 1 € R, de modo
que

lim a, =1,
n—oo

ou seja, dado ¢ > 0, pela Definigdo 21, podemos encontrar n, € N, de modo que
para n>n,, teremos: |a,—1l<e.
Em particular, se tomarmos
e=1,

poderemos encontrar n, € N, de modo que

para >n,, teremos: |a,—1<T,
>n

ou seja, para o, teremos: —T<a,—1<1

>n,, teremos: —I[l—1T<a,<]|lU+1,

n

n
ou, equivalentemente, para n >n,, teremos: 1—1<a,<1+1,

ou ainda, para n

n

isto é, para >n,, teremos: |a.|<]|[l+1. (2.48)

Definamos
M = max{|lai[,lazl,- -+ y[an,—1l, [U+1}. (2.49)

Como isto temos que
la,l <M paratodo neN,

como queriamos demonstrar.
O

Observacao 2.3.3 A reciproca do resultado acima € falsa, 1sto €, nem toda sequéncia
numérica limitada € convergente, como mostra o Exemplo B-32.
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2.4 Operagoes com sequéncias numéricas convergen-
tes

A seguir temos algumas propriedades gerais para convergéncia de sequéncias numéricas.
Comecgaremos pela soma de duas sequéncias convergentes, a saber:

Proposigao 2.4.1 Sejam (a,)nen € (bn)nen Sequéncias numéricas.
Se as sequéncias numéricas (an)nen € (bn)neny S0 convergentes para a e b,
respectivamente, entdo a sequéncia numeérica

(an)neN + (bn)neN

z

serd convergente para a+ b, isto €, se existem

lima,=a e limb,=Db,

n—oo n—oo
entdo existird o lim (a, + b,).
. n—oo
Além disso, terremos

lim(a,+b,)=a+Db,

n—oo
isto ¢, lim (a, +b,) = lim a, + lim b,. (2.50)
n—oo n—oo n—oo
Demonstracgao:
Como

lima,=a e lim b, =),
n—oo n—oo

dado ¢ > 0, pela Definicdo I3, podemos encontrar ny, n, € N, de modo que

€
se m>n; teremos: |a,—al< 2 (2.51)
e
€
se m>n,, teremos: |b,—b|< 7 (2.52)
Logo, tomando-se
n, = max{n;,n,}, (2.53)
temos para
n>n,, (2.54)
segue que

|(an +bn) - (a"'b” = |(an - Cl) + (bn _b)|

(T3)
S |an_a|+|bn_b|
n>mn, > njen > n, > ny,logo valem (EZ3) e (EX3)] ¢ £
< -+ =-=c¢
2 2 ’
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mostrando, pela Definicdo EZ3, que

lim (a, +b,) =a+Db,

n—oo

ou, equivalentemente,
lim (a, + b,) = lim a, + lim b,,
n—oo

n—oo n—oo

mostrando a validade da identidade (E20).

Para a diferenca de duas sequéncias convergentes, temos a:

Proposicao 2.4.2 Se as sequéncias numéricas (an)nen € (bn)neny S@G0 convergentes
€ €
para a e b, respectivamente, entdo a sequéncia numérica

(an)neN - (bn)neN
serd convergente para a — b, isto é, se eristem

lima,=a e limb,=D0b,
n—oo n—oo

entdo existird o lim (a, — by,).
n—oo

Além disso, teremos:

lim (a, —b,) =a—>,

n—oo
isto é, lim (a, —b,) = lim a, — lim b,. (2.55)
n—oo n—oo n—oo
Demonstracgao:
Como

lima,=a e lim b, =D,

n—oo n—oo

dado ¢ > 0, pela Definicdo =31, podemos encontrar ny, n, € N, de modo que

13
se m>mny, teremos: |a,—al< > (2.56)
e
I3
se m>n,, teremos: [b,—b|< 5 (2.57)
Logo, tomando-se
n, = max{n;,n,}, (2.58)

temos para
n>nmne, (2.59)
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segue que

[(an —bn) = (a—=Db)| =(an — a) — (bn — b))
= |(an - Cl) + (b _bn)|

(T|)
< lan—al+[b—by
()
S |an_a|+|bn_b’
(=3) (==3) (=) (=3)
n>mn, > njen > n, > Nz, logo valem (EZB) e (E532)] ¢ £
< Z—Fz =€,

mostrando, pela Definicdo I3, que

lim(a,—b,)=a—>,
n—oo

ou, equivalentemente,

lim (a, —b,) = lim a, — lim b,,

n—oo n—oo n—oo

mostrando a validade da identidade (E=23).

Para o produto de duas sequéncias convergentes, temos a:

Proposigao 2.4.3 Se as sequéncias numéricas (an)nen € (bn)neny SG0 convergentes
para a e b, respectivamente, entdo a sequéncia numérica

(an)nEN ' (bn)neN

z

serd convergente para ab, isto €, se existem

lima,=a e limb,=D,
n—oo n—oo

entdo existird o lim (a, b,).
n—oo

Além disso, teremos:

lim (a, b,) =ab,

n—oo
isto 6, lim (an bn) = <lim an> <lim bn> . (2.60)
n—oo n—oo n—oo
Demonstracgao:
Comegaremos supondo que
a#£0. (2.61)

Como as sequéncias numéricas (an)nen € (bn)nen sdo convergentes, pela Proposicdo
27, elas serdo sequéncias numéricas limitadas, em particular, a sequéncia numeérica
(bn),.y € uma sequéncia numérica limitada.
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Logo, pela Definicdo 232, podemos encontrar M > 0, tal que
bl <M, paratodo neN. (2.62)

Dado ¢ > 0, como as sequéncias numéricas (a,)nen € (bn)nen S0 convergentes, pela
Definicdo 221, podemos encontrar n;, n, € N, tais que:

3
se m>mny, teremos: |a,—al< T (2.63)
13
se m>n,, teremos |b,—b|< 7 7d (2.64)
—~—
=)
>0
Seja
N, = max{n;,ny}. (2.65)
Observemos que
se n>mn,,
segue, de (EZBH),que n>n; e n>mn,. (2.66)
logo
’(an bn) - (ab)’ - ’(an - (l) bn + (bn - b) a‘
(=)
< l(an—a) by + (b —b)al
=
"= |a, — al |bal + [br — bllal
(e=3)
< lan —a|M +[b, —bllq]
(ZBm), implica que valem: (EE3) e (EB4) ¢ £
< M
v M 7 e
£ €
=273 76

mostrando, pela Definicdo EZ3, que

lim (a,b,) =ab,
n—oo

ou, equivalentemente,

lim (a, by) = (nm an> <lim bn> ,

n—oo n—oo n—oo

isto é, a validade de (E&0).
Se
b #£0,

podemos fazer uma demonstracdo semelhante a que fizemoz para o caso (Z&I).
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Esta serd deixada como exercicio para o leitor.

Suponhamos agora que
a=b=0. (2.67)

Ené&o, dado ¢ > 0, como as sequéncias numéricas (a,)nen € (bn)nen sd0 convergentes,
pela Definicdo 2, podemos encontrar n;, n, € N, tais que:

e

se mn>n;, teremos: |a, = 0 lan — 0] < Ve, (2.68)
v
se n>mn,, teremos: |by = |b,—0]<e. (2.69)
Seja

n, = max{n;,n,}. (2.70)

Observemos que

se n>mn,,

de (M), segueque m>n; e n>mn,. (2.71)

Neste caso teremos:

=
|(anbn)_ab| = |anbn|
= |an| |bn|
(E3), implica na validade de: (EE3) e (EEJ)

< \/E\/E:£>

mostrando, pela Definicdo =X, que

lim (a,b,) =0

n—oo

ou, equivalentemente,

lim (a, by) = (hm an> <lim bn> ,

n—oo n—oo n—oo

isto é, a validade de (E&0).

Temos também a:

Proposigao 2.4.4 Se a sequéncia numérica (a,)neny € convergente para a, com
a#0. (2.72)
Entdo podemos encontrar n, € N, de modo que

para n>mn,, teremos a, #0. (2.73)
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Demonstragao:
Suponhamos primeiramente que

a>0.
Como
lim a, = a,
n—oo
dado
. a
£ = E,
pela Definicdo =31, podemos encontrar n, € N, de modo que
se n>nmn,,
(=) a
teremos |a,—a|<e = 3
) a () a
ou seja, -5 <a,—a< 3
. (@) a a () em (@)
em particular, 0 < 5= a— 5 an
) a
ou seja, 0< 5 < Qn,
para n > n,, mostrando, em particulcar, a validade de (ET24).
Suponhamos agora que
a<o0.
Como
lim a, = a,
n—oo
dado
£ = @ (IZ:ZB) —_(l
2 2
pela Definicdo =21, podemos encontrar n, € N, de modo que
se n>mn,
(=) |al
teremos |a,—a|l<e = 5
. |al (=) |al
ou seja, —7<an—a SR
. () em (Z1) al la=— = a a
em particular, a, < |2| ai=a por (B 5=3 <0

a

ou seja, a, < >

<0,

27

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

para n > n,, mostrando , em particulcar, a validade de (ZT24) e completando a de-

monstragao.

O
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Observacao 2.4.1

1. Na verdade, na demonstragdo da Proposi¢ao [Z.Z7.4, mostramos que:

se a>0,

podemos encontrar mn, € N,

de modo que, a, >0, para cada M >n, (2.82)

ou

se a<0,

podemos encontrar n, € N,

de modo que, a, <0, para cada mMm>n,. (2.83)

2. Notemos que, ainda na demonstragdo da Proposi¢ao [B.Z.4, mostramos, na

verdade, que (veja (EZ@) e (E=21)), para n > n,, teremos

se a>0,
t > la >0
eremos a - = —
"2 2 ’
. a |q
ou atnda |a,|>==—>0.
anl > 5 ==
Por outro lado, se a <0,
¢ < g —ld| >0
eremos a - = —
n 2 2 )

. A a<0 |Cl|
ou ainda —a, > — = —
=lan|, pois an<0
. a] > a |a =0
ou seja, |a - = — .
]a, n 7 7

Logo, em qualquer um dos casos acima teremos:

!an!>%>0.

(2.84)

(2.85)

Podemos agora estudar o quociente de sequéncias convergentes, com a:

Proposicao 2.4.5 Se as sequéncias numéricas (an)nen € (bn)neny SG0 convergentes

para a e b, respectivamente, e

b#0.
(an)ne
(bn)neN b

lima,=a e limb,=b#0.
n—oo n—oo

Entdo a sequéncia numeérica

(2.86)

N a . , .
€ convergente para —, 1sto é, se existem
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. . . a
Além disso, temos lim — e

n—oo n
i O _ @
b, b’
a lim a,
isto é, lim — =122 2.87
¢ n—oo bn T}LIEO bn ( )

Demonstragao:

Aplicando-se a Proposigdo EZ4 a sequéncia numérica (b,)neny (Que converge para
b # 0), podemos encontrar n; € N (veja o item B. da Observagdo 22T, ou ainda (E223)),
de modo que

b
[bn| > |2—| >0, paracada n>mny. (2.88)

Vamos considerar primeiramente o caso
a#0. (2.89)

Dado ¢ > 0, como as sequéncias numéricas (a,)nen € (bn)neny S0 convergentes,
pela Definigdo =3, podemos encontrar n,, n; € N, tais que (notemos que, de (E223),

b #0):

€
se m>n,, teremos: |a,—al< m, (2.90)
¢lal
se m>n3, teremos |b,—b|< W (2.91)
Seja

N, = max{n;,n;,ns}. (2.92)

Observemos que
para n >m,, (2.93)
segue, de (ZZ2), que n >ny, (2.94)
n>n (2.95)
)

e m>ngs. (2.96
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Logo (notemos que de (Z28) e (IZ23), temos b # 0 e b, # 0, para n > n,)

an  af a,b—ab,
b, b| | byb
~ l{ap—a)b+(ab—ab,)
[bnl bl
() |(an —a) bl +la (b — by
B bl bl
(= |an — af[b] + laf[b — by
B bl bl
~—
<m>;(m>‘zﬂ>o
(o) 1
< [llan —al[bl + |al[b — byl oF
2
2 2lq|
= |C1n—C1| P RERERTREE |b_bn|
~—— bl o ~——
(=m) e (z=m) | (Em) e () ¢ g
< o] < 41612
- e 2 +2|a| ¢lal
41bl bl [bl* 4[bf?
€ €
2t =e
mostrando, pela Definicdo =3, que
lim ot = &
nsob, b
ou, equivalentemente,
a lim a,
lim — = ==
nooo by, lim by’
n—oo
isto é, a validade de (EZ27).
Consideremos agora o caso
a=0. (2.97)

Dado ¢ > 0, como as sequéncias numeéricas (a,)nen € (bn)nen sd0 convergentes, pela
Defini¢dao 22, podemos encontrar n, € N, tais que:

se n>n;,
¢ |b]
teremos: |a, —al < ——,
—_—— 2
a(EJ)O
= lan|
. e bl
ou seja, |an| < ——. (2.98)
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Seja
n, = max{n;,n,}. (2.99)

Observemos que

para n >mng,
segue, de (09), que n >mny (2.100)
e m>n,. (2.101)

Logo

|an|
by
~—
(eTmm) e (B=3) py,
> 7

(cm) ¢ |b| i

2 |b|
—= 8)
(2.102)

mostrando, pela Definicdo EZ3, que

ou, equivalentemente,

isto é, a validade de (EZ87), completando a demonstragao.

Outro resultado importante é dado pela:

Proposicao 2.4.6 Suponhamos que a sequéncia numérica (a,)
gente para a e a > 0, ou seja,

.en S€ja converr-

lim a, =a>0. (2.103)

n—oo

Entdo a sequéncia numérica (b,) dada por

neN?

b, =+a,, paracada mnEN, (2.104)



32 CAPITULO 2. SEQUENCIAS NUMERICAS REAIS

estd bem definida e serd convergente para +/a, isto &,
lim a, = va,
n—oo

ou ainda, lim /a, =,/lim a,. (2.105)
n—oo

n—oo
Demonstragao:

Notemos que, do item . da Observagdo EZ, como temos (E-I03), podemos encon-
trar n; € N, de modo que

a, >0, paracada n>mny,

Logo, para n > n,, faz sentido calcularmos

N

Por outro lado, de (ECI3) e da Definigdo B3, dado ¢ > 0, podemos encontrar
n, € N, de modo que

para n >n;,

tenhamos: |a, —al < +vace. (2.106)

Entao, para
n > mn, = max{n;,ny}, (2.107)

teremos

bn(zEﬂ) nelé
L N

Van /a0 (vVan —va) ({/Z::—iﬁﬂ

‘wa—n—ﬁ) (Vi + V)

Van+a

2

Van ++/a

| an—a
Van ++a
\/aﬂ/aﬁw\/a la, — al

Va

_ ‘ (Van) — (Va)
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mostrando, pela Definicdo EZ2T, a validade de (ET03) e completando a resolugdo.

O

2.5 Propriedes gerais de sequéncias numéricas con-
vergentes

Comegaremos pela

Proposicao 2.5.1 Se as sequéncias numéricas (an)nen € (bn)neny SG0 convergentes
para a e b, respectivamente, e

an, <b,, paracada neN, (2.108)
entéo a<b,
isto €, lim a, < lim b, . (2.109)
n—oo n—oo

Demonstracgao:

Suponhamos, por absurdo, que

a>b,
isto é, lim a, > lim b,,.
n—oo n—oo
Logo,
a—b>0,
dado
.a—>b

= 2.11
€ 3 >0, (2.110)

como as sequéncias numéricas (a,)nen € (bn)nen sdo convergentes, pela Definigdo 23T,
podemos encontrar n;,n; € N, de modo que

se m>n;, teremos |a,—al<ce,

ouseja, —e<a,—a<e,
istoé, —et+a<a,<e+a,
i a—b>b a—D>b
que, de (EZT1d), é o mesmo que: —T+a< a, < T+a,
—_—
=4
. a+b
em particular, teremos: < an (2.111)

2
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e, por outro lado,

se m>n,, teremos |b,—bl<e¢,

ouseja, —e&e<b,—b<e,
istoé, —e+b<by<e+b,
a—b a—b
que, de (EI10), é o mesmo que: — 3 +b<b,< T+b’
—_——
=7
. a+b
em particular, teremos: b, < > (2.112)
Logo,
se M > max{n;,n,},
teremos m>n; e n>n,, (2.113)
assim
(T13), implicara na validade de: (ET13)  + b (EZTI3), implicara na validade de: (ETI)
b, < < Qn,
2
isto é,
b, < a,, se mn>max{n;,n,},
contrariando (EI0R), o que seria um absurdo.
Portanto vale (1), completando a demonstragéo.
O

Temos também a:

Proposicao 2.5.2 Se a sequéncia numérica (a,)neny € convergente para zero e a
sequéncia numeérica (by)nen € limitada, entdo a sequéncia numeérica

(an)nen * (bn)nen = (An bn)nen
serd convergente para zero, isto €,

lim (a, by) =0. (2.114)

n—oo

Resolucao:
Como a sequéncia numeérica (bn)ney € uma sequéncia numeérica limitada, pela De-
finicdo B3, podemos encontrar M > 0, tal que

lbn] <M, paratodo neN. (2.115)
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Por outro lado, como a sequéncia numeérica (a,).cy € uma sequéncia numeérica con-
vergente para zero, dado ¢ > 0, pela Definicdo IZ3, podemos encontrar n, € N, tal
que

se n>mn,

3
teremos: la, — 0] < —,
——

lan|

ou seja, |an| <e. (2.116)
Logo, dado dado ¢ > 0, se n > n,, teremos

|anbn - O| - |an bn|

=10,/ 1bal

() e (E118@) ¢

< MMZE,

mostrando, pela Definicdo EZ3, que
lim (a, b,) =0,

n—oo

ou seja, a validade de (ZT14), completando a demonstragdo.
]
Temos també a:

Proposicao 2.5.3 Suponhamos que as sequéncias numéricas (an)nen € (bn)nen S@0
convergentes para 1, ou seja,

lim a, = lim b, =1 (2.117)
n—oo n—oo
e a sequéncia numérica (Cn)nen Satisfaz:

a, <c, <b,, paracada neN. (2.118)

Entdo a sequéncia numérica (C.)neny € convergente para 1, isto €,

lim ¢, =1. (2.119)
n—oo
Demonstracgao:
Como as sequéncias (a,),., € (bn),. sdo convergentes para 1, dado ¢ > 0, pela

Definicdo 221, podemos encontrar n;, n, € N, tais que:

se n>mny, teremos: |a,—1<¢,

(+)
que implicard em: —& < a,—1l<e¢ (2.120)

ese m>mn,, teremos: |b,—1 <e,

que implicard em —¢ < (2.121)
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Logo definido-se

para n > n,, teremos

assim
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n, = max{n;,n,}, (2.122)

n>n € mn>np,

(%) em (ET21)
—€ < a,—1
(=)
an < c¢n
< cn—1
(=)
cn < bn
<
| ramura
)
ouseja, —e<cp—Ll<e,

ou, equivalentemente, [c, —1 < ¢,

mostrando, pela Definicdo E=3, que

lim ¢, = 1,
n—oo

isto é, a validade de (E-TT9), completando a demonstragdo do resultado.

Observacao 2.5.1

1. A Proposigao B2, é conhecitda como o Teorema da Comparacao para

sequéncias numéricas.

2. Uma sequéncia numérica que tem limite zero serd dita infinitésimo .

Com 1sto a Proposicao BE23, pode ser resumida como: "o produto de uma
sequéncia numeérica que € um nfinitésimo, por uma sequéncia numérica li-

mitada € uma sequéncia numérica que € um infinitésimo”.

3. A Proposigdo E53, é conhecida como o Teorema do sanduiche ou do con-

fronto para sequéncias numéricas.

Apliquemos os resultados acima ao:

Exemplo 2.5.1 Mostre que

1 1

(n+1)2

(n+1)—parcelas
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Resolugao:
Para isto observemos que, para cada n € N, consideremos:

1 1 1
st —— :
n? (m+1)7 (2n)?
(n+1 ):;arcelas

(2.123)

Assim, para cada n € N, teremos:

ap, =0 (2.124)

1+ +1
n’ n’ n?

~
(n+1)—parcelas

=—+— =b,. (2.125)

Notemos que:

. an =20
lim a, "= 0. (2.126)

n—oo

Do Exemplo =33, da Proposi¢ao 21 e da Proposigdo 23, segue que

1
lim b, “=" lim (— + —2>

n—oo n—oo n n

e (EZB0 ] ] . 1
(E=0) & (E20) lim — + <lim —) (hm —)
n—oo T n—oco N n—oco N

=0+0.0=0, (2.127)
ou seja, de (EI2A) e (ET27), teremos:

lima,=_0 = lim b,.
n—oo n—oo
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Logo, da Proposi¢do 23 (isto é, do Teorema do sanduiche), segue que

lim 1—-I—;—i- 1
n—oo | n? (n—}_])z

> | = lim ¢,
(Zn) n—oo

/

(n+1)—parcelas
(T12) e (T1m)

= lim a, (= lim b,)
n—oo n—oo

(=)

=70,

completando a resolugdo. O

Observacao 2.5.2 Vale observar que no Ezemplo acima, nao podemos apli-
car a propriedade de soma de limaites, i1sto €, limite da soma € a soma dos limites,
pois o numero de parcelas de a, aumenta, quando n aumenta.

Observemos que para:

n =1 (duas parcelas), temos que: a;= 7 + >
1 T 1
n =2 (trés parcelas), temos que: a; = » + 7 + 2
1 1 1 1
n =3 (quatro parcelas), temos que: a;= 7 + i + =

e assim por diante.

Um resultado bastante importante no estudo da convergéncia de sequéncias numéricas
€ 0 que relaciona limites de sequéncias numéricas com limites, no infinito, de fungdes a
valores reais, de uma varidvel real (estudado no Célculo 1), a saber:

Proposigao 2.5.4 Seja f:[1,00) = R uma funcdo e suponhamos que

lim f(x) =1 e R. (2.128)

X—00

Entdo a sequéncia numérica (a,)nen, onde

a, =f(n), para neN, (2.129)

€ convergente para 1, 1sto €,
lim a, = lim f(x) =1. (2.130)
n—oo X—00

Demonstragao:
Como

lim f(x) =1 € R,

X—00
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dado ¢ > 0, da Definigdo de limite no infinito para funcdo de uma varidvel real a valores
reais, podemos encontrar R > 0, de modo que

se x >R, teremos: [f(x)—1<ce. (2.131)

Da propriedade archimediana de R (ou seja, a Proposigdo 04, com a = 1 e b = R),
podemos encontrar n, € N, de modo que

n, > R. (2.132)

Logo

(=3)
se n>n, > R,
de (I3T), teremos: | f(n) —l <e,
~—~—

=

ou seja, se N >n,,

teremos: |a,—1 < e,

mostrando, pela Definigdo ZZZ, que a sequéncia numérica (a,), ., é convergente para
1, ou seja, vale (EZT30), completando a demonstragdo.
O

Observagao 2.5.3 As Proposi¢des EZA1, e acima permanecem verda-
deiros se substituirmos a hipotese

neN, por n>n,,

para algum n, € N fizado.
Mazis precisamente:

1. Para a Proposi¢cdo -2 1 temos: se as sequéncias numéricas (an)nen € (bn)nen
sdo convergentes para a e b, respectivamente, isto €,

lim a, = a,
n—oo

lim b, =0
n—oo

e, para n, € N, temos que

a, <b,, paracada n>n,,
(2.133)
entao a<b,

isto €, lim a, < lim b,,.

n—oo n—oo
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2. Para a Proposi¢cdo B3 temos: suponhamos que as sequéncias numéricas
(an)nen € (bn)nen S@o convergentes para 1, ou seja,

lim a, = lim b, =1
n—oo n—oo

e a sequéncia numérica (Cn)nen Satisfaz:
a, <c, <b,, paracada mn>n,,

para n, € N fizado.

Entdo a sequéncia numérica (C,)neny € convergente para 1, isto é,

lim c, =1.
n—oo
3. Para a Proposi¢ao temos seja f: [1,00) = R uma fungdo e suponhamos
que
lim f(x) =1 € R.

X—00

Entdo a sequéncia numérica (a,)nen, onde
a, =f(n), para n>n,,
para algum n, € N fizado, serd convergente para 1, isto €,

lim a, = lim f(x).
n—oo X—00
Observacao 2.5.4 Como vimos anteriormente (veja a Proposi¢ao EZ23) toda sequéncia
numérica convergente é limitada, mas nao vale a reciproca (veja o Exemplo ).
A questdo que podemos colocar é a sequinte: além de ser limitada, que € uma
propriedade necessdria para que uma sequéncia numeérica seja convergente (veja
a Proposi¢do Z=3), o que mais precisamos para garantir que a mesma seja con-
vergente ?
A seguir introduziremos uma nova classe de sequéncias numéricas que mos
ajudard a responder essa pergunta.

2.6 Sequéncias numéricas mondétonas

z

Definicao 2.6.1 Diremos que uma sequéncia numeérica (an)ney €:

1. crescente se:
Qny1 > Qn, para cada mMm €N, (2.134)

2. decrescente se:
any1 < an, para cada mMmeEN. (2.135)
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3. estritamente crescente se:

Qny1 > Qn, para cada n €N, (2.136)

4. estritamente decrescente se

ani1 < an, para cada M€ N, (2.137)

Se a sequéncia numérica (a, )nen for de um dos tipos acima ela serd dita monétona.

Para ilustrar temos o:

Exemplo 2.6.1 A sequéncia numérica (a,)nen, onde
a, =n, paracada mEN, (2.138)

¢ estritamente crescente (portanto mondtona)

Resolucgao:
De fato, pois

an+] (E:EE) n + 1

>n

=) a,, paracada neN,

mostrando, pelo item B. da Definicdo EZ65, que a equéncia numérica

(an)neN - (n)neN

é estritamente crescente, completando a resolugdo.

Temos também o:

Exemplo 2.6.2 A sequéncia numérica (a,)nen, onde por

a, = > para cada neN, (2.139)

¢ estritamente decrescente (portanto mondtona).

Resolugao:
De fato, pois

n+1
n+1>n>0 e (CIm) |
n

An41

<

v‘xu

g an,
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para cada n € N, mostrando, pelo item B. da Definigdo EZE, que a sequéncia numérica

(an)neN - (l)
n neN

é estritamente decrescente, completando a resolugdo.

]
Um caso de sequéncia numérica ndo mondétona é dado pelo:
Exemplo 2.6.3 A sequéncia numérica (a,)nen, onde por
a, =cos(nm), para cada neN, (2.140)

nao é monotona.

Resolugao:
Notemos que

an = cos(n )

=(—1)", paracada meN,

que mostra que nenhuma das condigdes da Definigdo X6 ocorrerd, ou seja, a sequéncia
numeérica

(an)nen = (cos(n 7)), oy »

nao é monadtona.

O
Por fim temos o:
Exemplo 2.6.4 A sequéncia numérica (a,)nen, onde
a, = 70 Para cada neN, (2.141)
é estritamente decrescente (portanto mondtona).
Resolucao:
De fato, pois, como
21> 2" paracada neN, (2.142)

(pois a fungdo exponenciagdo é crescente), segue que

(czn) |
Oni1 = gnH
(@) e (1m) |
"
(eTz7)

= an)
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para cada n € N, mostrando, pelo item B. da Definigdo EE, que a sequéncia numérica

(an)neN = (2]_“>

é estritamente decrescente, completando a resolugao.

Observacao 2.6.1

1. Podemos estudar a monotonicidade de uma sequéncia numeérica (an)nen,
estudando-se o comportamento da sequéncia numérica dada por:

( a L] )
)
lneN

a, #0, para cada neN,

se

de vdrias maneiras.

A seguir vamos elencar algumas possibilidades:

(a) Suponhamos que

a, >0, paracada mneN. (2.143)
1. Entdo
a
;H >1, paracada meN (2.144)
n

se, e somente se a sequéncia numeérica (a,)necy € crescente.
De fato, pois como temos (IZIZ3) e ([CH), seque-se

Qni1 > Qn, para cada n e N

an+1
se, e somente se, " >1, paracada meN,
an

11. Entdo
A1
an

>1, wparacada neN (2.145)

se, e somente se a sequéncia numeérica (an)neny € estritamente cres-
cente.
De fato, pois como temos (E1Z3) e ([CH), seque-se

an:1 > an, para cada m € N

An1

se, e somente se, >1, para cada meN.

n
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211. Entao
a
n+1 S]

, para cada meN (2.146)
an

se, e somente se a sequéncia numeérica (a,)nen € decrescente.
De fato, pois como temos (IZ3) e (CH), seque-se

an1 < a,, paracada neN,

a
se, e somente se, et <1, wparacada ne€N.
n
w. Entao
a
;H <1, para cada neN (2.147)
n

se, e somente se a sequéncia numérica (a.)ney € estritamente de-
crescente.
De fato, pois como temos (IZ3) e ([CH), seque-se

ani1 < an, para cada n e N,

se, e somente se, o <1, wpara cada meN.
n
(b) Suponhamos agora que
a, <0, para cada meN, (2.148)
1. Entao
a;:] >1, para cada neN (2.149)

se, e somente se a sequéncia numeérica (a,)ney € crescente.
De fato, pois como temos (IZIZ3) e ([7), seque-se
Qni1 > Qn, para cada n e N

an+1
se, e somente se, <1, wpara cada m€N.
Qn

11. Entao
A1

1, paracada neN (2.150)
n

se, e somente se a sequéncia numeérica (an)neny € estritamente cres-
cente.
De fato, pois como temos (IZ8) e (1), seque-se

Qny1 > An, para cada n € N,

an41

se, e somente se, <1, para cada meN.

n
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211. Entdo
Ant1
an

<1, paracada meN (2.151)

se, e somente se a sequéncia numeérica (a,)nen € decrescente.
De fato, pois como temos (IZ3) e ([A), seque-se

an1 < a,, paracada neN,

An41

se, e somente se, >1, wpara cada neN.

n

. Entdo
Ant1

<1, paracada neN (2.152)

n
se, e somente se a sequéncia numérica (a.)ney € estritamente de-
crescente.
De fato, pois como temos (EIZ3) e (1), seque-se

an < an, para cada m €N

An1

se, e somente se, >1, para cada m e N.

n

2. Conclusao: supondo que
a, >0 (analogamente, a, <0), para cada n e N,

a sequéncia numérica (an)nen Serd mondtona se, e somente se,

a an
ou ;H > 1 <analogamente, aH < 1> ,
n n
a a
ou ;H <1 (analogamente, ;H > 1) para todo meN. (2.153)
n n

3. Podemos, quando possivel, estudar a monotonicidade de uma sequéncia numérica
(an)nen, estudando-se a monotonicidade de uma fungdo f:[1,00) — R, onde

a, =f(n), para cada n € N.

Por ezemplo, se a fungdo f € crescente (respectivamente, estritamente cres-
cente, decrescente, ), isto €,

f(x) > f(y) (respectivamente, >, <, <), para cada x>y >1,
entdo a sequéncia numérica (an)nen,

a, =f(n), para cada neN

serd crescente (respectivamente, estritamente crescente, decrescente,

).
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4. Pode ocorrer da funcdo f:[1,00) — R nao ser uma fun¢do mondtona, mas
a sequéncia numérica (a,)nen, onde

a, =f(n), para cada neN

ser mondtona, como mostra o sequinte exemplo:

Consideremos a fungdo f:[1,00) = R dada por

f(x) = sen(mtx), para cada x € [1,00).

Entdo a funcgdo f nao € mondtona, mas a sequéncia numeérica (a,)nen, onde

=0, paracada mneN,
€ uma sequéncia numeérica mondtona, pois

a1 =0>0=a,, paracada neN.

Apliquemos as ideias acima aos:

Exemplo 2.6.5 A sequéncia numérica (a,)nen, onde

-n
a, = e para cada mn €N, (2.154)

€ estritamente decrescente.

Resolucgao:
De fato, pois

>1. (2.155)

para cada n € N.
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Como
I"ﬂ‘ —MN
a, = ——<<
n+1

para cada n € N, multiplicando-se (E-I55) por a, < 0, de (Z4), segue que

0,, paracada meN,

an < a,, paracada neN,

mostrando, pelo item B. da Definigdo E&ET, que a sequéncia numeérica (a,)nen € estri-
tamente decrescente, em particular, serd uma sequéncia numérica mondétona.

O
Temos também o:
Exemplo 2.6.6 A sequéncia numérica (a,)nen, onde
a, = -2 da meN (2.156)
n= ara cada )
3n+2’ P ’
€ estritamente crescente.
Resolucgao:
De fato, pois
2(n+1)
Qnyt (@zm8) 3(m+1)+2
an o 2n
3In+2
B 2n+23n+2
3n4+5 2n
B 612 +10n+4
 6n?+10n
4
=14+ ——>1 2.157
6n’+10n =’ ( )
~——
>0
para cada n € N,
Como 5
an (=9 31112 >0, paracada neN,

para cada n € N, multiplicando-se (EI532) por a., de (CH), segue que
an.1 > a,, paracada neN,

mostrando, pelo item B. da Definigdo EZ6E 1, que a sequéncia numérica (a,)nen € estri-
tamente crescente, em particular, serd sequéncia numérica mondétona.
O
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Observacao 2.6.2 Sabemos que toda sequéncia numérica convergente é limitada
(veja a Proposi¢cdo E=23), mas nem toda sequéncia numérica limitada € conver-
gente (veja o Ezemplo E-33).

A pergunta que podemos formular é a sequinte: que outra propriedade a sequéncia
numeérica poderd ter (além de ser limitada), para que possamos garantir que ela
seja convergente ?

A resposta serd dada no:

Teorema 2.6.1 Toda sequéncia numérica real, limitada e mondtona serd conver-
gente em R.

Demonstracgao:

1. Trataremos primeiramente do caso em que a sequéncia numérica (a)nen S€ja
crescente.

Como a sequéncia numeérica (a,)ney € limitada, da Definicdo 23, podemos en-

contrar M > 0, de modo que

la,| <M, paracada neN,
ouseja, —M<a, <M, paracada neN. (2.158)

Logo o conjunto
A ={a,;neN}CR, (2.159)

serd limitado superiormente em R (de (EI64) vemos que o nimero real M serd
um limitante superior do conjunto A).

Como
A 7é ®> )
por um resutado de Andlise Real, podemos encontrar
U = sup(A)
=) sup{a,;n € N} € R. (2.160)
Afirmamos que
lim a, = U. (2.161)
n—oo

De fato, dado ¢ > 0, da defini¢do de supremo, como
u = sup{a,;n € N} € R,
podemos encontrar n, € N, de modo que

U—e¢<ay,. (2.162)
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Como estamos supondo que a sequéncia numérica (a,)ncy € crescente

para n > n,, teremos:

(eTE3)
U—¢ < ap,

(an)nen € crescente e n > Mo

= an
U é limitante superior do conjunto A
<
O<e
<U+e, (2.163)

ou seja,

para n >mn,,
teremos U—e<a,<U+e¢,

ou ainda, |a,—U|<e, para n>n,.

Logo, da Definigdo E=3, segue que

lim a, =U = sup{a,; n € N},
n—oo

como queriamos demonstrar.

2. Trataremos agora do caso em que a sequéncia numérica (a,)ney Seja decrescente.

Como a sequéncia numeérica (a,)ney € limitada, da Definicdo 223, podemos en-
contrar M > 0, de modo que

la,| <M, paracada neN,
ouseja, —M<a, <M, paracada neN. (2.164)

Logo o conjunto
B ={a,; n € N}, (2.165)

serd limitado inferiormente em R (de (ET64) vemos que o numero real —M serd
um limitante inferior do conjunto B).

Como
B#0,
por um resutado de Analise Real, podemos encontrar
L = inf(B)
(zZmm)

= inf{a,;n € N} CR. (2.166)
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Afirmamos que
lim a,=L.

n—oo

De fato, dado ¢ > 0, da definicao de infimo, como

(Casara

L "= infla,: n € N} € R,
podemos encontrar n, € N, de modo que

an, <L+e. (2.167)

Como estamos supondo que a sequéncia numérica (a,).cy € decrescente

para n > n,, teremos:

(eTz2)
L+e > ap,

(an)nen é decrescente e 1 > 1,

= an
L é limitante inferior do conjunto B
>
O<e
<L—c¢, (2.168)

ou seja,

para n > n,,
teremos L—e<a,<L+e¢,

ou ainda |a,—L|<e, para n>n,.

Logo, da Definigdo Z=2, segue que

lim a, =L =9 inf{a,; n € N},

n—oo

como queriamos demonstrar.

Observacao 2.6.3

1. O item 0. da demonstracdo Teorema EE 1 acima, “nos diz” que se uma
sequéncia (a,) € crescente e limitada, entdo ela serd convergente para
algum U € R.

neN

Além disso, teremos

lim a, = U =sup{a,; n € N}. (2.169)

n—oo
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2. O item B da demonstracdo Teorema EE 1 acima, "nos diz” que se uma
sequéncia numérica (a,) é decrescente e limitada, entdo ela serd conver-
gente para algum L € R.

nenN

Além disso, teremos

lim a, =L =sup{a,;n € N}.. (2.170)

n—oo

3. O resultado acima nos dd uma condi¢do suficiente (mas nao necessdria) para
que uma sequéncia numeérica real limitada, seja convergente em R, a saber,
que ela seja mondtona.

Notemos que a sequéncia numérica (a,)nen, onde

1)
an = ( n) , para cada neN (2.171)

nao é monotona mas € convergente para zero.

Dewzaremos a verificacdao deste fato como exercicio para o leitor.

Apliquemos as ideias acima aos:

Exemplo 2.6.7 Mostre que a sequéncia numeérica (an)nen, onde
2T1

a, = ) Para cada neN, (2.172)

€ convergente para zero, 1sto é€,

Resolugao:

Para garantir a convergéncia em R, da sequéncia numérica (a,)nen, mostremos que
ela é uma sequéncia numérica limitada e monétona.

Com isto, pelo Teorema TG, segue que ela serd convergente em R.

Apbs isto, mostraremos que o valor do seu limite é zero.

1. Mostremos que a sequéncia numeérica (a, ).cy € decrescente.

De fato, notemos que, para cada n € N, temos:
2n+1

Qnyt (@) (n+1)!
L

an
n!
2n+1 nl!
S 2n(n41)!
L,
n+1
n+i1>2e (@ ]
< 25=1. (2.173)
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Como on
an (=) 0 >0, paracada neN, (2.174)

mutiplicando (ET73) por a, > 0, de (IH), segue que
any1 < a,, paracada neN, (2.175)

ou seja, a sequéncia numérica é decrescente (em particular, mondtona).

2. Mostremos que a sequéncia numérica (a,)ney € limitada.
Do item [. acima, temos que a sequéncia numérica (a,)ney é decrescente.

Por outro lado,

()
a, > 0, paracada neN,

(m) com n=
seque que —2<0<a, < al(m): n12, paracada n e N,

em particular, |a,/ <2, paracada meN.

Portanto a sequéncia numérica (a,)ncy € limitada.

Logo, do Teorema (E51), segue que a sequéncia numérica (a,)nen é convergente em
R, ou seja, existe L € R, tal que
L = lim a,. (2.176)

n—oo

Portanto, teremos

L=1lm a,

n—oo

211
= 1im

n—oo TL'
= gim |2 2
S [n(n—1)!
e 2
"= lim {— anJ . (2.177)
n—oo [N
Mas
lim an =0 L (2.178)
n—oo

=0. (2.179)
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Logo, da Proposi¢do 23 , de (ET73), (ETM) e (ETT77), segue que

2
L = lim [— an_1}

n—oo [N

B0 2
= {hm —} [Iim an_d
n—oo 1N n—oo
(E79) & (T78) 0-L
=0,
ou seja,

L=0,

ou ainda, lim — =0,
n—oo TL'

mostrando que a sequéncia numérica (a,),en € convergente para zero, completando a
resolugdo.

O
Temos também o:
Exemplo 2.6.8 Mostre que a sequéncia numeérica (an)nen, onde
ag = \/z,
a = 2 \/z y
a, =+/2a,.1, para cada neEN, (2.180)
€ convergente para 2, isto €,
lim a, =2.
n—oo

Resolugao:

Para garantir a convergéncia em R, da sequéncia numérica (a,)nen, mostremos que
ela é uma sequéncia numérica limitada e monétona.

Logo, pelo Teorema ZE, segue que ela serd convergente em R.

Apos isto, mostraremos que o valor do seu limite é igual a 2.

1. Mostremos que a sequéncia numeérica (a,)ncy € limitada.

Na verdade, mostraremos que
0<a,<2, paracada mneN, (2.181)
que implicard, em particular, que

la,| <2, paracada neN,
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ou seja, a sequéncia numérica (a,)nen serd limitada.

Para mostrar (EZI21), utilizaremos indugao matematica, isto é, precisaremos
mostrar que:

(a) a propriedade (EZT=T) é vélida para n = 1;
(b) se a propriedade (EIET) for vélida para n = k—1, ela serd vélida para n = k.

Notemos que a propriedade (E-IET) é véalida para n = 1, pois
0< (IZED) \/z < 2,

ou seja, vale o item ([d) acima.

Além disso, se a propriedade (1) for valida para n = k — 1, teremos:

0< a <2. (2.182)

Mas

=0
0<(lk =

/- € uma fungdo crescente

< V2-2=2,

mostrando a propriedade (EZ7IZ1) serd valida para n =k, isto €, vale ([H) acima.

Assim segue, da indugdo matemadtica, que (EZIZ1) é verdadeira para todo n € N,

em particular, a sequéncia numérica (a,), ., € limitada.

. Mostremos que a sequéncia numérica (a,)nen € crescente.

Para isto observemos que, para cada n € N, teremos:

Ant1 (EED) V 2 an
a, an

(=) V2 /ay
(Van)?
V2
\/_

—~—
(==1)
< V2

an

<
(cm) /2
Z —_
V2

=1, (2.183)
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Como
(z===m)

an > 0, paracada meN,

multiplicando-se (EZIE1) por a,, > 0, de (CH), segue que
Qni1 > a,, paracada neN,
ou seja, a sequéncia numérica (ay), ., é crescente (em particular, mondtona).

Logo, do Teorema (E5T), segue que a sequéncia numérica (a,)nen é convergente em
R.
Seja
U= lim a,. (2.184)

n—oo

Entao

U= jim q,
n—oo

(= lim /2 a1

n—oo

= [Mim (2an_1)
n—oo

(= \/ ( lim 2) <lim an_1)
n—oo n—oo
=== oy
ou seja, U*=2U.

Com isto poderemos ter as seguintes tinicas possibildades:

u=0o,
ou U=2.

Notemos que
L=0,

ndo poderd ocorrer pois a sequéncia numérica (a,),, é crescente, assim teremos
a, > a3 =v2>0.

Portanto deveremos ter
L=2,

isto é,

lim a, =2,

n—oo
mostrando que a sequéncia numérica (a,)nen € convergente para 2, completando a
resolugao.

OJ
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Observacao 2.6.4 Observemos que na sequéncia numeérica do Exzemplo acima,
temos

1
aj :22,

1 1
a,=22-23 =21"a

a, =223t ,, para cada neN.
Como
L
2 4 8
é uma P.G. (progressdo geométrica) de razdo
L1
T=o, (2.185)
cujo primeiro termo €
1
a =3, (2.186)
sabemos que a soma da mesma serd igual a
1
41 (=) e (em) 2 —1
1—7 1 1 '
2
Logo é natural que
lim a, =2' =2,
n—oo
como vimos no Erxemplo EZA 3.
Temos também o:
Exemplo 2.6.9 Mostremos que a sequéncia numérica (a,)nen, onde
a =V2,
a = \/ 2 + \/z,
a, =+v/2+4+a,1, para cada n€EN, (2.187)

€ convergente para 2, isto é,

lim a, =2.
n—oo
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Resolugao:

Para garantir a convergéncia em R, da sequéncia numérica (a,)nen, mostremos que
ela é uma sequéncia numérica limitada e monétona.

Logo, pelo Teorema ZE, segue que ela serd convergente em R.

Apos isto, mostraremos que o valor do seu limite é igual a 2.

1. Mostremos que a sequéncia numeérica (a, )ncn € crescente, isto é,

an < an+1, paracada neN. (2.188)

Para isso usaremos indugdo matematica, ou seja, mostraremos que:

(a) a propriedade é vélida para n =1
e

(b) se a propriedade for valida para n = k—1, entdo ela também serd vélida para
n=xk.

Notemos que

ay (EE) \/z

2<24V2 e Na é crescente
< 2+V2

CI=2
(:)az’

portanto: a; < ay,

ou seja, vale a propriedade (ET83) para n = 1, isto vale (I3).

Suponhamos que a propriedade for vdlida para n = k — 1, isto é,

Qg1 < Q. (2.189)

Com isto, teremos:

< ax

NS é crescente

< V24 ap
= Ok+1,

mostrando que a propriedade serd vélida para n = k, ou seja, vale ().

Assim, segue da indugdo matemadtica, que (EIE8) vale para todo n € N, ou seja,

a sequéncia numérica (a,), ., € crescente.
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2. Mostremos que a sequéncia numérica (a,)ncy satisfaz

0<a,<2, paracada neN, (2.190)

em particular, a sequéncia numeérica (a,)ncy serd limitada.

Para isso usaremos, novamente, indugdo matematica para mostrar (ET90), ou seja,
mostremos que

(a) a propriedade é vélida para n = 1.

€

(b) se a propriedade for valida para n = k — 1, entdo ela serd véalida para n = k.

Notemos que a propriedade é vélida para n = 1, pois
0< (IZE) \/5 < 2,

ou seja, vale (E3).

Observemos também que, se a propriedade for vdlida para n = k — 1, isto é, se
0<a <2, (2.191)

entdo ela serd valida para n = k.

De fato, pois
=2
Ay ( = ) 2 + Ax_1
(ETH0) e/~ € crescente

< V2+2
=2,

mostrando que a propriedade é vdlida para n =k, ou seja, vale B1.

Assim, do processo de indugdo matemadtica, segue que vale (ZT90), em particular,

a sequéncia numérica (a,), ., é limitada.

Logo, do Teorema B, segue que a sequéncia numeérica (a,)ney € convergente em

Seja

L= lim a,. (2.192)

n—oo
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Entao

L=1lm a,
n—oo

=) lim /2 + a._;

=) Mim 2+ ay)

n—oo

(=) <1im 2> + <1im an_1>
N

n—oo n—oo

\ =), (=)
=v2+1L,

ouseja, L*=2+L,
ou seja, temos as seguintes possibilidades:
L=—1, ou L=2.
Observemos que
L=-1

ndo poderd ocorrer, pois a sequéncia numeérica (a,)nen € crescente, assim
=2
an2a1(= )\/Z>O.

Portanto, deveremos ter
L=2,

ou seja,

lim a, =2,
n—oo

mostrando que a sequéncia numérica (a,)ncy é convergente para 2, completando a
resolugao.
O
Alguns tipos de a sequéncias numéricas que sao divergentes, podem ser importantes,
COmO Veremos a seguir.

2.7 Sequéncias numéricas divergentes para +oo

Inciaremos com a:

Definicao 2.7.1 Diremos que uma sequéncia numeérica (a,)ney divergente para +oo,
se dado K > 0, podemos encontrar n, € N, de modo que

para M >MN,,
temos a, > K. (2.193)
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Neste caso escreveremos

lim a, = 0. (2.194)

n—oo

De modo semelhante temos a:

Definigcao 2.7.2 Diremos que uma sequéncia numérica (a,)ncy divergente para —oo,
se dado K > 0, podemos encontrar n, € N, de modo que

para N >mn,,

temos a, < —K. (2.195)
Neste caso escreveremos

lim a, =—o00 . (2.196)

n—oo

Para ilustrar temos o:

Exemplo 2.7.1 A sequéncia numérica (a,)nen, onde
a, =n, paracada mMEN, (2.197)
€ uma sequéncia numeérica divergente para oo, isto €,

lim n = co. (2.198)

n—oo
Resolugao:

De fato, dado K > 0, pela propriedade archimediana (isto ¢, a Proposigdo [C04, com
a =1 e b = K) podemos encontrar n, € N, tal que

n, > K. (2.199)
Logo,

para n>n,, (2.200)

teremos

()

an n

(z=mm)
> Mo

()
> K,
mostrando, pela Definicdo EZ71, que
lim a, = oo,
n—oo

isto é, vale (ET98), completando a resolugdo.

Temos também o:
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Exemplo 2.7.2 A sequéncia numérica (a,)nen, onde

S 1—n
an, = 5, para cada mneN
1+n
€ uma sequéncia numérica divergente para —oo, 1sto é,
o 1—n?
lim 5 = —00,
n—oo | 4+ 1

Resolucgao:

61

(2.201)

(2.202)

De fato, dado K > 0, pela propriedade archimediana (isto ¢, a Proposigdo 04, com

a=1eb=K+ 1) podemos encontrar n, € N, tal que

n, > K+1
que, de ([2) e (I3), é equivalente a: 1—n, < —K.

Desta forma:

para n >n,
de () e (I3), teremos:
1—-n<1—mn,,
e assim, segue que:
@) 1 —n’
T +n?
1<n?e(@m) ,1-—n’

n
14+n?

T'LZ—TI3

141t

2

n24+1>n?>le (CmM) N° — N
<

nZ

n?(1 —n)

mostrando, pela Definicdo EZ72, que

lim a, = —0,
n—oo

isto é, vale (E22), completando a resolugio.

3

(2.203)

(2.204)

(2.205)

(2.206)
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Observacgao 2.7.1

1. Notemos que, se a sequéncia numeérica (a,)nen € crescente e ndo é limitada
superiormente, entdo ela serd divergente para oo 1isto é€,

lim a, = .
n—oo

De fato, pois se (an)nen fosse convergente, deveria ser limitada, em particu-
lar, limitada superiormente, contrariando a hipdtese.

2. De modo semelhante, se a sequéncia numérica (a,)nen € decrescente e ndo €
limitada inferiormente, entdo ela serd divergente para —oo isto é,

lim a, = —0o0.
n—oo

De fato, pois se (an)nen fosse convergente, deveria ser limitada, em paritular,
limitada superiormente, contrariando a hipdtese.

3. Outra classe de a sequéncias numéricas que nao serdo alvo de mosso estudo
€ a classe formada pelas sequéncias numéricas que sdo oscilatérias, ou seja,
sequéncias numeéricas que nao sao sequéncias numMeEricas convergentes, nem
divergentes para oo ou —o0.

Por exemplo, a sequéncia numérica (a,)nen, onde
a, = (—1)", para cada meN,

ndo é mem convergente, nem divergente para co ou —oo, ou Seja, € uma
sequéncia numérica oscilatoria.

2.8 Propriedades de sequéncias numéricas divergen-
tes

Temos um teorema da comparagdo para sequéncia numérica divergentes para oo (res-

pectivamente, —o0), a saber:

Teorema 2.8.1 Suponhamos que as a sequéncias numéricas (an)neyn, (bn)nen Sa-
tisfazem:

a, <b,, paracada neN. (2.207)
Entado:
1. Se
lim a, = oo,
n—oo
deveremos ter: lim b, =o00. (2.208)

n—oo
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2. Por outro lado, se

lim b, = —o0,
n—oo

deveremos ter: lim a, = —o0.
n—oo

Demonstracgao:
De . :

Como

lim a, = oo,
n—oo

dado K > 0, pela Definicdo EZ71, podemos encontrar n, € N, tal que

para n >mn,
teremos a, > K.
Assim,
se M >mn,,
(=) (z=zm)
segue que: b, > a, > K,
mostrando, pela Definicdo EZ71, que
lim b, = o0,
n—oo

completando a demonstragdo do item 0. .

De . :
Como
lim b, = —o0,
n—oo

dado K > 0, pela Definicdo 72, podemos encontrar n, € N, tal que

para M >n,
teremos b, > —K.

Assim,

se n>mn,,

(e=m) (e=1)
segue que: a, < b, < —K,

mostrando, pela Definicdo 272, que
lim a, = —0,
n—oo

completando a demonstracao do item B. e da Proposigao .

63

(2.209)

(2.210)

(2.211)
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2.9 Operagoes com sequéncias numéricas divergentes

Temos também o:

Teorema 2.9.1 Suponhamos que as a sequéncias numeéricas (an)nen, (bnlnen, (Cn)nen,
(dn)neN; (en)nEN; (fn)neN € (gn)neN; Satisfa'zem"

n11_}11;_O an, = 00, (2.212)
T}l_}IIOlO b, = 00, (2.213)
T}Lngo Chp = —00, (2.214)
lim d, = —oo, (2.215)
T}l_}I:glo en=¢e>0 (2.216)
lim f, = <0. (2.217)
e n11_}1{)1O gn =g € R. (2.218)

Entdo:
1. a sequéncia
(z9)
(an)neN + (bn)neN - (an + bn)neN

serd divergente para oo, ou seja,

lim (a, +by) = 0. (2.219)

n—oo

2. a sequéncia
(3
(Cn)neN + (dn)neN =

serd divergente para —oo, ou seja,

(Cn + dn)neN

lim (¢, + dn) = —0. (2.220)
n—oo
3. a sequéncia
(z3)
(an)neN . (bn)neN = (an bn)neN

serd divergente para oo, ou seja,

lim (a, by) = 0. (2.221)

n—oo

4. a sequéncia

(32)
(an)neN : (Cn)neN - (an Cn)neN
serd divergente para —oco, ou seja,
lim (an c,) = —o0. (2.222)

n—oo
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a sequéncia
[ ]
(en)er * (dn)o = (Cn du)nen

serd divergente para oo, ou seja,

lim (¢, dn) = 00.
n—oo

a sequéncia

(=) (

(an)nem + (gn)neN = (an + gn)neN

serd divergente para oo, ou seja,

lim (an + gn) = 0.
n—oo

a sequéncia
(3)

(Cn)neN + (gn)nGN - (Cn + gn)neN

serd divergente para —oo, ou seja,

lim (¢ + gn) = —00.
n—oo
a sequéncia
(zT3)
(an)ngN : (en)neN = (an en)neN

serd divergente para oo, ou seja,

lim (a, e,) = 0.
n—oo

a sequéncia
(3)

(an)neN : (fn)neN - (an fn)nEN
serd divergente para —oco, ou seja,
lim (a, f,) = —0.
n—oo
a sequéncia
(=Z3)
(Cn)neN : (en)neN - (Cn en)nEN
serd divergente para —oco, ou seja,
lim(che,) = —0.
n—oo
a sequéncia
(z3)
(Cn)neN : (fn)neN = (Cn fn)neN

serd divergente para oo, ou seja,

lim (¢, ) = 0.
n—oo
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(2.223)

(2.224)

(2.225)

(2.226)

(2.227)

(2.228)

(2.229)
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12. Se

a, #0, para neN, (2.230)

== @)
(an)neN an neN

serd convergente para 0, ou seja,

temos que a sequéncia

lim — =0. (2.231)

13. Se

b, #0, para neN, (2.232)

== (&)
(bn) e bn/ nen

serd convergente para 0, ou seja,

temos que a sequéncia

lim - — 0. (2.233)

n

Demonstracgao:
Do item . :
Como

lim a, = oo
n—oo

e lim b, =00,
n—oo

dado K > 0, pela Definicdo 71, podemos encontrar ny,n, € N, tal que

para n >mny,
K

teremos a, > 5 (2.234)
epara n >n;,
K

teremos b, > 5" (2.235)

Consideremos

N, = max{ny,ny}. (2.236)
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Assim,
se n>n,,
de (ZZZ0), segue que: M >1ng; € n>n,,
. (@K K
e assim, de (Z234) e (Z233), teremos: a, +b, > 5 + 5
=K,
ou seja, para n > n,, teremos: a, + b, > K,

mostrando, pela Definicdo EZ71, que

lim (a, + b,) = o0,
n—oo

completando a demonstragdo do item . .

Do item 0. :
Como
lim ¢, = —0
n—oo
e lim d, =-—o0,
n—oo

dado K > 0, pela Definicdo EZ72, podemos encontrar n;,n, € N, tal que

para n >mnyp,
K
teremos a, < -5
epara n>mn,,
K
teremos b, < 7
Consideremos
n, = max{n;,n,}.
Assim,
se n>n,,
de (EZ223), segue que: M >1ng; € n>mn,,
. (@ K K
e assim, de (Z237) e (Z238), teremos: a, + b, < 5 + )
=K,
ou seja, para n > n,, teremos: a, + b, < —K,
mostrando, pela Definicdo EZ72, que

n—oo

)
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(2.237)

(2.238)

(2.239)
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completando a demonstragdo do item D. .
Do item Q3. :

Como

lim a, = c©
n—oo

e lim b, = o0,
n—oo

dado K > 0, pela Definicdo 71, podemos encontrar ny,n, € N, tal que

para n >mny,

teremos a, > VK > 0 (2.240)
epara n>n;,
teremos b, > VK> 0. (2.241)
Consideremos
N, = max{n;,n,}. (2.242)
Assim,
se n>mn,,

de (Z222), segue que: M >1ny € n>n,,

(=)
e assim, de (ZZ0) e (ZZZT), teremos: a, - b, > VKVK

Vi

ou seja, para n > n,, teremos: a,-b, > K,
mostrando, pela Definicdo EZ71, que

lim (a, - b,) = o0,
n—oo
completando a demonstragdo do item B. .
Do item @. :
Como

lim a, =
n—oo

e limcy, =—00,
n—oo
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dado K > 0, pelas Definigdo 71 e Definicdo 73, podemos encontrar n;,n; € N, tal

que
para n > mng,
teremos a, > VK >0
epara n>n;,
teremos ¢, < —VK <0.
Consideremos
n, = max{n;,n,}.
Assim,

se
de (EZ2Z3), segue que:

e assim, de (E2Z3) e (Z2Z4), teremos:

ou seja, para n > n,, teremos:

mostrando, pela Definicdo EZ72, que

lim (an - ¢cn) = —00,

n—oo

completando a demonstragao do item . .
Do item B. :

Como
lim ¢, = —o0
n—oo
e lim d,=—o0,
n—oo

n=>ng,

n>n

(=3)

e n>ny,

dado K > 0, pela Definicdo 72, podemos encontrar ny,n, € N, tal que

para
teremos
e para

teremos

(2.243)

(2.244)

(2.245)

(2.246)

(2.247)
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Consideremos
N, = max{n;,n,}. (2.248)
Assim,
se N >mng,
de (Z2Z3), segue que: M >1ny; € n>ny,

(=3)
e assim, de (E=2Z8) e (E=2Z7), teremos: c,-d, >

VR,

= k|,

(—VK) (=VK)

ou seja, para n > n,, teremos: c¢,-d, > K,

mostrando, pela Definicdo EZ71, que
lim (¢, - dn) = 00,
n—oo

completando a demonstragdo do item B. .

Do item Q. :

Como a sequéncia numeérica (gn), ., € convergente (veja (ZZ18)), da Proposigéo 33,
ou seja, (veja a Definigdo E=33), podemos encontrar M > 0, de modo que

lgn] < M, paratodo neN,

ou ainda, —M < g, <M, paratodo neN. (2.249)
Dado, K > 0, consideremos
K'=K+M>0. (2.250)
Como nh_)nolo a, = oo,

pela Definicdo 71, podemos encontrar n, € N, tal que

para n >n,,
teremos a, > K’

=Dk M. (2.251)

Logo

para n>n,,

teremos:

( PAwASYE ) 0 2Z9

an + gn > (K+M)—M
=K,

ou seja, an+ gy, > K, para todo n>n,,



2.9. OPERACOES COM SEQUENCIAS NUMERICAS DIVERGENTES 71

mostrando, pela Definicdo EZ71, que

lim (a, 4+ gn) = o0,
n—oo

completando a demonstragdao do item B. .
Do item @. :

Como a sequéncia numérica (gn), ., é convergente (veja (E213)), da Proposicdo 23,
ou seja, (veja a Definigdo E=33), podemos encontrar M > 0, de modo que

lgn] < M, paratodo neN,
ou ainda, —M <g, <M, paratodo neN. (2.252)

Dado, K > 0, consideremos

K'=K+M>0. (2.253)
Como lim ¢, = —o0,
n—oo

pela Definicdo 72, podemos encontrar n, € N, tal que

para n >n,,

teremos ¢, < —K’

=) _

(K+M). (2.254)
Logo
para N >mn,,
teremos:
(Z=2) e (2=3)
Cn+ gn < —(K+M)+M

=K,

ou seja, Cn+ gn < —K, paratodo n >n,,
mostrando, pela Definicdo 272, que

lim (¢ + gn) = —0,

n—oo

completando a demonstragdo do item [@. .
Do item B. :
Dado, K > 0, como

lim a, =
n—oo

e lime,=e>0,
n—oo
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considerando-se

2K
K'==>>0, (2.255)
| Pavans]
e eig( )O, (2.256)

pelas Definicdo 271 e Definigdo 31 , podemos encontrar ny,n, € N, tal que

para n > mng,
teremos a, > K’
(ezm) 2K

2.257
. (2.257)
epara n>n,,
rosa) €
teremos |e, —e[ < ¢ = 7 (2.258)
Notemos que, para n > n,, de (E259), segue que
e e
— z <e,—e< Z s
: e e
ou seja, —§+e<en<e+§,
—
=2
ou ainda ¢ <en < ¢
u ain = n< =
) 2 2 )
. (Zm) e
em particular, temos: 0 < 7 <én- (2.259)
Consideremos
n, = max{n;,n,}. (2.260)
Assim,
se n>n,,

de (Z2E0), segue que: M >1ny € n>ny,

. (@) 2K e
e assim, de (Z251) e (Z2E9), teremos: a, - e, > ~ 3

=K,
ou seja, para n > n,, teremos: a,-e, > K,
mostrando, pela Definicdo EZ71, que
lim (a, - e,) = o0,
n—oo

completando a demonstragdo do item B. .
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Do item H. :
Dado, K > 0, como

lim a, =

e limf,=1f<0,
considerando-se
2K
f| (=2
sﬁlz—“ "o, (2.262)

pelas Definicdo 771 e Definigdo B3, podemos encontrar n;,n,; € N, tal que

para n >mny,

teremos a, > K’

2K
= 22 (2.263)
If]
epara n>n,,
f
teremos |f, —f| < ¢ 22 % (2.264)
Notemos que, para n > n,, de (E2264), segue que
f] f]
— 7 <fp—Tf< ? N
f f
ou seja, —%%—f < fn < f+|2—| y
— ——
=05, =i
- 2 - 2
. 3f f
ou ainda, 5 <fyp < 7
) f (z=zm)
em particular, temos: f, < 5 < 0. (2.265)
Consideremos
n, = max{n;,n,}. (2.266)
Assim,
se n>mn,,

de (EZED), segue que: M >1ng; € n>mn,,

e assim, de (E2E3) e (E2EQ), teremos: a, - f, <

ou seja, para n > n,, teremos: a,-f, < —K,
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mostrando, pela Definicdo EZ72, que

lim (a, - f,) = —o0,
n—oo
completando a demonstragdo do item B. .
Do item 0. :
Dado, K > 0, como

lim ¢, = —©
n—oo

e lime,=e>0,

n—oo
considerando-se
2K
K’ = - >0, (2.267)
213
e eig( )O, (2.268)

pelas Definicdo I3 e Definigdo 273, podemos encontrar n;,n,; € N, tal que

para n >mng,

teremos ¢, < —K’

o0 2K
= _ 22 (2.269)
e
epara n>n,,
Cora) €
teremos e, —e| < ¢ = 7 (2.270)
Notemos que, para n > n,, de (EZ70), segue que
e e
— z <e,—e< z s
. e 3e
ou seja, —§+e<fn< 5
—
=2
. e e
ou ainda, 3 <ep, < 5
o=m) e
em particular, temos: O( < ) 5 <en- (2.271)

Consideremos

N, = max{n;,n,}. (2.272)
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Assim,

se n>mng,
de (ZZ12), segue que: M >1ng; € n>n,,
(= 2Ke

e assim, de (EZ264) e (E=X70), teremos: cn-€, < — 3

=K,

ou seja, para n > n,, teremos: ¢, e, < —K,
mostrando, pela Definicdo EZ72, que

lim (¢, - en) = —00,
n—oo
completando a demonstragdo do item M. .
Do item I :
Dado, K > 0, como

lim ¢, = —o0
n—oo

e limf,=1f<0,

n—oo
considerando-se

2K
K==

300~
. |fl ==
2

0,

0,

pelas Definicdo 272 e Definigdo =21, podemos encontrar ny,n, € N, tal que

para mn > mng,
teremos ¢, < —K’
ez 2K
3|f]
epara n>n,,
== If

teremos |f, —f| <¢ ( 5
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(2.273)

(2.274)

(2.275)

(2.276)
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Notemos que, para n > n,, de (E2278), segue que

f] /f]
— << =
7 < < 5
: f] f]
ou seja, ?—H’ fn —?—Ff ,
~—
T s
—E0 g3t
f 3f
ind =< fn< =
ou ainda, 2< < 5
. 3f (=zm)
em particular, temos: f, < 5 < 0. (2.277)
Consideremos
N, = max{ny,ny}. (2.278)
Assim,
se M >mng,

de (ZX1A), segue que: M >n; € n>n,,

(3) 2K 3f
e assim, de (ZZ735) e (ZZ77), teremos: cn-en = (_m) (7)

_
]

ou seja, para n > n,, teremos: e, -f, > K,
mostrando, pela Definicdo EZ71, que

lim (e, - f,,) = o0,
n—oo

completando a demonstragao do item . .
Do item I2A. :
Dado, ¢ > 0, como

lim a, =
n—oo

considerando-se

K=->0, (2.279)
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7
pela Definicdo 711, podemos encontrar n, € N, tal que
para n > n,,
teremos a, > K
279 ]
=) ->0. (2.280)

Logo

se n>n,,

teremos,
1 _ 0 “n(?)o 1
an an
(=Z=0) e (TTm) ]
S TE )
B
mostrando, pela Definicdo =X, que
1
lim — =0,
n—oo an
completando a demonstragao do item I2. .
Do item I3. :
Dado, ¢ > 0, como
lim b, = —oc0
n—oo
considerando-se
1
K=->0, (2.281)
pela Definicdo 73, podemos encontrar n, € N, tal que
para mn >mn,,
teremos b, < —K
1
= _" < 0,
€
1
que, de ([2), implicard que: — b, > - > 0. (2.282)

Logo

se n>mn,,

teremos,
J_ 0 =01
bn bn
(=2=x3) e

IN

(o) 1
156
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mostrando, pela Definicdo EZ3, que

completando a demonstragdo do item [3., completando a demonstragdo do resultado.
O

Observacao 2.9.1 Notemos que os itens do Teorema ZZZ1, de modo empirico,
"mos diz”em como ”operar” com algumas expressées matemdticas que envolvem

+o0o efou  —oo.
Mazis explicitamente:

1. O item 0. do Teorema T, ””"nos diz”” que:
00 + 00 = 00}
2. O item B. do Teorema T, ”""nos diz”” que:
—00 + (—00) = —00;
3. O item @. do Teorema BT, "nos diz” que:
00 - 00 = 00
4. O item . do Teorema T, "nos diz” que:
00 - (—00) = —00;

5. O item E. do Teorema T2, "nos diz” que:

6. Segc R, oitemB. do Teorema BT, "nos diz” que:
00+ g=00;
7. SegeR, oitem[]. do Teorema BT, "nos diz”em que:
(—00) + g = —o00;

8. See>0, oitemB. do Teorema EZZ1, "nos diz”em que:

Em particular,



2.9.

9.

10.

11.

12.

13.

Apliquemos os Teoremas 281 e 01 acima ao (compare com o Exemplo EZ5T):

OPERACOES COM SEQUENCIAS NUMERICAS DIVERGENTES
Se f <0, oitem@. do Teorema BT, "nos diz”em que:
o0 - f = —o0;

E'm particular,
(—1) - 00 = —00;

See>0, oitem . do Teorema BT, "nos diz”em que:

(—00) - e = —o0;

E'm particular,
1-00=—00;

Se f <0, o item . do Teorema BT, "nos diz”’em que:

E'm particular,

O item 3. do Teorema EZT1, "nos diz”em que:

— =0,

—00

Exemplo 2.9.1 Mostre que a sequéncia numeérica (b, )nen, onde

1 1 1
= + + et —,
\\/T_l vn+1 V2

7
(n+1)—parcelas

b, para cada m €N

€ uma sequéncia numérica é diwergente para oo, isto €,

. 1 1
lim e — | = .

1
+ +
weo | VU gl VIn

(n+1)—parcelas

79

(2.283)

(2.284)
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Resolugao:
Para isto, observemos que, para cada n € N teremos:

b (IZEZ) 1 -+ ! + .- L
vnoovn+1 V2n
(n+1)—parcelas
1<n<2n
1<n+1<2n

e (D)
1<2n—-1<2n 1 1 1
> -
a v2n v2n vV2n
(n+1):farce1as
- n+1
2n
:@_’_Lian)
2 V2

istoé, a,<b,, paracada neN.

Mas
=3 1
lim an( =) lim <ﬂ—|——)

n—oo n—oo

=) |1 1T .. 1
=" — llm vn+ — lim —
V2 no vn V2 noeo /m
\6-/ Exercicio 0
> = [ee) =
~—_—

do item B. da Proposigdo 1

Logo, pelo item @M. do Teorema 221 acima, segue que

] ] ]
lim + todt— | = lim b, =

oo | v Vel VIn n-i00

~
(n+1)—parcelas

mostrando a validade de (E=223).

(2.285)

(2.286)

O

O resultado a seguir pode ser importante para estudarmos a divergéncia para +oo

de uma sequéncia numérica.
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Teorema 2.9.2 Seja (a,) uma sequéncia numérica satisfazendo:

neN

lim a, =0.
n—oo

Entao se
a, #0, para mneN,

temos que a sequéncia numeérica

G (L)
(lanD), cx lanl/ hen

serd divergente para oo, ou seja,
1

lim — = o0.
n—oo |an|
Demonstragao:
Dado K > 0, como
lim a, =0,
n—oo
da Definigdo =31, dado
1
e=—=>0
K
podemos encontrar n, € N,
se n>n,,
(===3) vaieis )RR
teremos 0 < Ja,.| < e( = e
1 1
que, de 10, segue-se: —— > + =K,
|| X
isto é,
1
para n > n,, teremos: — > K,
|an|

mostrando, pela Definicdo 271, que
1

lim — = o0,
n—oo |an|

completando a demonstragéo.

Observacao 2.9.2 O Teorema actma "nos diz” que:
1

6::|:OO,

81

(2.287)

(2.288)

(2.289)

(2.290)

e o sinal serd + se a sequéncia numérica (em (Z2ZZ1)) aprozima-se de zero por
valores positivos e serd — se a sequéncia numérica (em (EZ2Z87)) aprorima-se de

zero por valores negativos.
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2.10 Subsequéncia de uma sequéncia numérica
Definigao 2.10.1 Seja (a,)nen uma sequéncia numérica e
A={n,n,, --}CN
subconjunto infinito dos numeros naturais, satisfazendo
n<n<n<--.
Como isto podemos construir a sequéncia numérica (an,)ien (isto €, considera-

mos a restrigdo a, :ACN—R).
Tal sequéncia numeérica serd denominada subsequéncia da sequéncia numeérica

(an)neN-

Observacao 2.10.1

1. Um outro modo de definir subsequéncia de uma sequéncia numérica (Qan)nen
seria a seguinte:

Considere uma funcdo f: N — N que seja estritamente crescente.

A sequéncia numérica (af(n)) . serd dita subsequéncia da sequéncia numeérica

ne

(an)neN-

2. Em particular, uma subsequéncia de uma sequéncia numérica é uma sequéncia
numérica.

Desta forma podemos estudar a convergéncia de subsequéncia de uma sequéncia
numérica olhando a mesma como uma sequéncia numérica, ou Seja, a Sub-
sequéncia (an, )ien, da sequéncia mumérica (Qn)nen, Serd convergente para
l € R se, dado ¢ > 0, podemos encontrar n,(e) € N, de modo que,

se My >mng,
deveremos ter |an,, — 1l <e. (2.291)
Temos os:

Exemplo 2.10.1 Consideremos a sequéncia numérica (a,)nen, onde

Tt
a, = sen <n E) , para cada mneN. (2.292)

Encontre as subsequéncias da sequéncia numérica (Q,)neny que tém indices
impares e té m indices impares.
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Resolugao:
Se considerarmos somente os indices impares, isto é

n;=2i+1, paracada i€eN,

obteremos a subsequéncia (a,i;1)ien, da sequéncia numérica (a,)nen, onde

PERAS W,

azis1 =) sen [(Zi—l—l)g]

=(—1)", paracada ieN,

ou seja, a subsequéncia (a,i;1)ien, da sequéncia numérica (a,)ncn, serd a sequéncia:

Se considerarmos somente os indices pares, isto é,
n; =21, paracada i€N,

obteremos a subsequéncia (a,;)icn, da sequéncia numérica (a, )nen, onde

an =) sen(21im)

=0, paracada i€N,

ou seja, a subsequéncia (a,;)ien, da sequéncia numeérica (an)nen, Serd a sequéncia:

0,0,0,---.
O
Temos também o
Exemplo 2.10.2 Consideremos a sequéncia numérica (a,)nen, onde
a, =n, paracada mnEN. (2.293)

Encontre as subsequéncias da sequéncia numérica (a,)nen que tém indices impares
e té m indices impares.

Resolugao:
Se considerarmos somente os indices impares, isto &,

n;=2i+1, paracada i€eN,

obteremos a subsequéncia (a,i;1)ien, da sequéncia numérica (a,)nen, onde

i1 E=3) 2i+4+1, paracada n €N,
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ou seja, a subsequéncia (azi,1)ien, da sequéncia numérica (a,)ncn, serd a sequéncia
1,3,5,7,---
Se considerarmos somente os indices pares, isto &,
n; =21, paracada i€eN,

obteremos a subsequéncia (a;;)icn, da sequéncia numérica (a,)nen , Onde

azi()Zi, paracada n e N,

ou seja, a subsequéncia (a,i,1)ien, da sequéncia numérica (a,)necn, serd a sequéncia
2,4,6,- -

O

2.11 Propriedades de uma subsequéncia de uma sequéncia
numérica

A seguir exibiremos alguns resultados importantes no estudo da convergéncia de sequéncias
numéricas, utilizando-se subsequéncias da mesma.
Comecaremos pelo

z

Proposicao 2.11.1 Se a sequéncia numérica (a,)nen € convergente para a, entdo
toda subsequéncia da mesma, serd convergente para a.

Em particular, se a sequéncia numeérica (a,)ncny € convergente para a, entdo
para cada k, € N, a subsequéncia (anix, )nen, da sequéncia numérica (Qn)nen, Serd
convergente para a.

Demonstragao:
Se

lim a, = a,
n—oo

entdo dado € > 0, pela Definicdo =31, podemos encontrar n, € N, tal que se
n>n,, temosque |a,—al<ce. (2.294)
Logo,

se My > Mng,

(c=zm)
de (Z4), teremos |an,, —a| < e, (2.295)
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mostrando, pela Definigdo 220 (veja o item B. da Observagdo IZTI), que a sub-
sequéncia (an,)ien, da sequéncia numeérica (an)nen, Serd convergente para 1 € R, ou
seja,

lim a,, = a,
1—00

como queriamos demonstrar.
Observemos que para cada k, € N fixado, temos que a sequéncia numérica

( Antk, )nGN

é uma subsequéncia da sequéncia numeérica (a,)nen-

Como a sequéncia numérica (a,)nen € convergente para a segue, do que mostramos
acima, que a subsequéncia (anx, )nen Serd convergente para a, completando a demons-
tracdo do resultado. 0

Temos também a:

Proposicao 2.11.2 Se toda subsequéncia de uma sequéncia numérica (an)neny €
convergente para a, entdo a sequéncia numérica (a,)neny S€rd convergente para a.

Demonstracao:
Observemos que para cada k, € N fixado, a sequéncia numérica (an x,)nen S€ra
subsequéncia da sequéncia numérica (a,)nen.

Logo, por hipétese, serd convergente para a, ou seja, dado ¢ > 0, pela Definicdo
2, podemos encontrar ny € N, tal que

se n>mng,

teremos |anx, —al < e,
que é equivalente a escrever
la, —a|<e, paracada n>n,=n;+Kk,,

mostrando, pela Definigdo 21, que a sequéncia numeérica (a,)ncy € convergente para
a, completando a demonstragao do resultado.
O

Um outro resultado importante e dado pela:

Proposicao 2.11.3 Toda sequéncia numérica (a.)nen, PpoSsut uma subsequéncia
mondtona.

Demonstracgao:

Consideremos

N=neN;x, <x,, paratodo n<m}. (2.296)
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Notemos que se o conjunto N C N for infinito, ou seja,

se N={n;,n;,nz, -},

com n;<mni, paratodoiée N, (2.297)

segue que a subsequéncia (x,, )icn serd decrescente.
De fato,

para i€ N,
segue que ni,Nniq €N,
de (Z2U7), temos que: Ny < Ny

e assim, de (IZZUH), teremos: Xn,, < Xn,,

mostrando que a subsequéncia (X, )iey serd decrescente.

Se o conjunto N C N for finito ou vazio, afirmamos que existe uma subsequéncia da
sequéncia numeérica (xn)ney que serd crescente.

De fato, se o conjunto N (dado por (E=Z98)) for finito ou vazio, ou seja,

{1,2,--- ,n,} paraalgum n, €N
N =< ou : (2.298)

entdo o conjunto

P =N\WN serd infinito,

{no+1,mo+2,---}
que, de (Z03), teremos: P =< ou . (2.299)
N

Sem perda de generalidade, podemos supor que
P =N.
Notemos que para cada
keP =N, (2.300)

teremos, k ¢ V.
Logo, de (EZZUB),

podemos encontrar ny € N, como ny > k, de modo que  xn, > Xx. (2.301)
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Logo,

se k =1, de (E300) e (E=301), podemos encontrar ng > 1, de modo que: X,, > X1;

se k =n,, de (EZ300) e (E2301), podemos encontrar n, > 1y, de modo que:  X,, > Xn, ;

se k =n,, de (EZ300) e (EZ301), podemos encontrar n; > n,, de modo que:  X,, > Xn,;

Desta forma a subsequéncia (x., )ien serd crescente, completando a demonstragéo.
O
Temos também a:

Proposicao 2.11.4 Toda sequéncia numeérica (a,)nen limitada, possui uma sub-
sequéncia que € convergente.

Demonstracgao:

Notemos que toda subsequéncia de uma sequéncia numérica limitada (an,).cy serd
limitada.

Por outro lado, pela Proposigdo ZTT3 acima, a sequéncia numeérica (a,)ney possui
uma subsequéncia monétona, que indicaremos por (an, )ien-

Assim, a subsequéncia (ay, )iey serd mondtona e limitada.

Portanto, do Teorema B, segue que a subsequéncia (a,, )ieny Serd convergente,
completando a demonstracdo do resultado.

O

2.12 Sequéncias numéricas de Cauchy

A seguir introduziremos uma nova classe de sequéncias numeéricas, a saber:

Definicao 2.12.1 Diremos que uma sequéncia numérica (a,)nen Serd dita uma se-
quéncia numérica de Cauchy, se dado ¢ > 0, podemos encontrar n, € N, de modo

para T,M > MN,,

deveremos ter |a, — an| <e¢. (2.302)

Observacgao 2.12.1 Uma sequéncia numeérica (an)nen € uma Sequéncia numérica
de Cauchy se a diferengca, em mddulo, entre dois termos da mesma for arbitrari-
amente pequena, para indices suficientemente grandes.

Com isto temos o

Exemplo 2.12.1 A sequéncia numérica (a,)nen, onde

an = > bpara cada neN (2.303)

€ uma sequéncia numérica de Cauchy.
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Resolugao:
De fato pois, dado ¢ > 0, considerarmos n, € N, tal que

ny > —,
3

, 2
ou seja, —— <. (2.304)

()

Logo,

se M,m>mn,,
1 1 1

teremos —,— < —, (2.305)
n’'m mn,
e assim:
(=m) | 1 1
N
n o m
la—bl<|al+[b| ] 1
< J— _
n om
(=mm) ] 1
N, Mo
2
_ 2= (2.306)
No

que, pela Definicdo T2, é o mesmo que dizer que a sequéncia numérica (a,)ney €

sequéncia numérica de Cauchy.
O

Observacao 2.12.2 Como vimos no Ezemplo EZ2 3, a sequéncia numérica do Exem-
plo acima € convergente em R.

Isto €, mo caso do Ezemplo actma, a sequéncia numérica (an,)neny €
convergente em R e é uma sequéncia numérica de Cauchy em R.

Isto ocorre em geral, como mostra o:

Teorema 2.12.1 Toda sequéncia numérica convergente, € uma sequéncia numerica
de Cauchy.

Demonstragao:
De fato, se a sequéncia numérica (a,)nen € convergente para a, entdo dado ¢ > 0,
pela Definicdo 2, podemos encontrar n, € N, de modo que

para mn >mn,,

teremos |a, —al < % (2.307)
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Logo,

para m,m > n,, (2.308)
segue que
lan — am| =lan + (—a +a) — ay

= |(an —a) + (a — an)l
desigualdade triangular

lan —al +la — an|
—

=lam—al

de (E=M3) e (Z=07) teremos: ¢
< —

+£—£
- 2 2 7

mostrando, pela Definicdo EZTZ1, que a sequéncia numérica (a,)ncy € uma sequéncia
numérica de Cauchy, completando a demonstragao.

O
A seguir trataremos do seguinte importante exemplo:
Exemplo 2.12.2 Consideremos a sequéncia numérica (S, )nen, onde
S1=1,
1
S =1+ 7
1 1
S3=1+-+-
. 1 1 1
Sn=1+§—i—§—|—---+r—1, para cada mn € N. (2.309)

Mostre que a sequéncia numérica (Sy)nen , € divergente para +oo, ou seja,

lim S,, = +00.
n—oo

Resolugao:

Mostraremos que a sequéncia numeérica (S, )ney Dao é uma sequéncia numérica de
Cauchy.
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De fato, para k € N, temos que

CFNE N ULV I L
SR 273 kK41 2k 23 K
.
k+1 2k
kfp;rrcelas
k+1<2k
k+2<2k
2k—1<2k 1 1
> S T
= 2k ok
k—p;r,celas
1
=k —
2k
1
:Z’
ou seja,
1
ISZk—Sklzz, para cada k € N.
Logo dado, por exemplo,
1
£=§>O, (2.310)

segue que nao podemos encontrar n, € N, de modo
para n,m > n,,,
tenhamos |S, — S| < ¢ = %
De fato, pois para cada n, € N, se tomarmos m > n,, entdo para
n=2m?>n,
(com isto teremos que n, m > n,) segue que

’Sn - Sm| - |SZm - Sm’

ou seja, (Sn)neny nao é uma sequéncia numeérica de Cauchy.
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Logo, do Teorema IZT21, segue que numeérica (S, )ncy ndo poderd ser convergente
em R.
Para finalizar, observemos que a sequéncia numérica (S, )neny acima é estritamente
crescente, pois, para cada n € N, teremos:
1T 1 1 1

Sn+1(:)1+z+§+"'+ﬁ+n—+1

> Sy,

Como a sequéncia numérica (S, )ncy é estritamente crescente e ndo é convergente em
R, ela ndo podera ser limitada.
De fato, pois se fosse, seria monétona (crescente) e limitada e assim, do Teorema
5, deveria ser convergente em R, o que contraria o fato dela ser divergente.
Portanto deveremos ter
lim S, =400,

n—oo

completando a resolugéo.

Observacao 2.12.3

1. Com 1sto surge a pergunta: ”vale a reciproca do Teorema (EIZT) acima? ”.

A resposta serd positiva, se considerarmos a sequéncia numérica tomando
valores sobre o todo o conjunto dos numeros reais, ou seja, em R.

Para mostrar isso precisaremos de alguns resultados que serdo exibidos a
sequir.

Proposicao 2.12.1 Toda sequéncia numérica de Cauchy é uma sequéncia numérica
limitada.

Demonstracgao:
De fato, se a sequéncia numérica (a,)neny € sequéncia numérica de Cauchy, entdo
dado

e=1,
podemos encontrar n, € N, de modo que
para n,m2>n,,
teremos la, —aml<e=1,

em particular, lan, —an,| <1, paracada n>n,. (2.311)
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Logo,
para n > mn,,
teremos:
desigualdade triangular (=)
|an’_|an0’ S an_ano’ < 1 )
ou seja, lan] < lan |+ 1. (2.312)
Consideremos
M = max{laﬂ ) ’a2’ y Ty |anof1’ ) ’anol + 1} (2-313)

Entdo, para cada n € N de (E2312) e (E2313), segue que

lan] <M,

mostrando que a sequéncia numérica (a,)ncy € limitada, completando a demonstracio.
O

Observacao 2.12.4 A reciproca do resultado acima nao é verdadeira, isto €, nem

toda sequéncia numérica limitada € uma sequéncia numérica de Cauchy, como
mostra o sequinte exemplo:

Consideremos a sequéncia numérica (a,)nen, onde

a, = (—1)", para cada neN. (2.314)

A sequéncia numérica (an)nen € uma sequéncia numérica limitada mas nao é
uma sequéncia numérica de Cauchy.

De fato, se considerarmos, por exemplo,

1
e=5>0, (2.315)
seque que, para n € N, teremos
=13 n n
lan — an] = (1) — (1)

— (=11 — (=1)]|
= (=) 1 +1]
=2

1
> z (IZEE) E,

mostrando que a sequéncia numeérica (a,)neny NAO € uma sequéncia numeérica de
Cauchy.

Temos também o:
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Proposigao 2.12.2 Se a sequéncia numérica (a,)neny € uma sequéncia numérica
de Cauchy e possui uma subsequéncia convergente para a, entdo a sequéncia
numérica (an)nen Serd convergente para a.

Demonstragao:

De fato, suponhamos que (a, )ney € uma sequéncia numérica de Cauchy, de modo que
uma subsequéncia numérica da mesma, que indicaremos por (a,,)icn, Seja convergente
para a.

Como sequéncia numérica (an, )ieny (que € uma subsequéncia numérica da sequéncia
numérica (an)nen), € convergente para a, dado ¢ > 0, pela Definicdo I3, podemos
encontrar n; € N, de modo que

para m; > ng,

€

5
Como a sequéncia numérica (a,)necy € uma sequéncia numérica de Cauchy, pela

Definicdo 7?7, podemos encontrar n, € N, de modo

teremos |a,, —al < (2.316)

para m,m>mn,;

teremos |a, — an| < % (2.317)

Seja
n, = max{n;,n,}. (2.318)

Portanto,

para n > ne,
ouseja, mM>mn; e Nn>n,y,
teremos

la, —a| =lan + (—an, + an,) — q

= ’(an - ano) + (ano - a)‘

desigualdade triangular
|an - ano| + |ano —a

Q(IZZ*UZEl)ejLe_E
2 2 7

mostrando, pela Definicdo 2, que a sequéncia numérica é convergente para a, com-
pletando a demonstragdo.

(=12)

O
Com isto podemos enunciar e demonstrar o:

Teorema 2.12.2 (critério de Cauchy para convergéncia de sequéncias numéricas)
Um sequéncia numérica é convergente em R se, e somente se, ela é uma
sequéncia numérica de Cauchy em R.
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Demonstragao:

Seja (an)neny Uma sequéncia numeérica em R.

O Teorema EZTZ1 afirma que se a sequéncia numérica (a)ney for convergente, ela
deverd ser uma sequéncia numérica de Cauchy.

Por outro lado, se a sequéncia numeérica (a, )nen € uma sequéncia numérica de Cauchy
entdo, da Proposicdo EZT2], segue que ela serd uma sequéncia numérica limitada.

Mas, da Proposicdo ETT3, temos que toda sequéncia numérica (a,)ney possui uma
subsequéncia que é mondtona, que indicaremos por (an, )ien.

Como a sequéncia numérica (a,)nen € limitada, seque que a subsequéncia numeérica
mondtona (ay, )ieny também serd limitada.

Logo, do Teorema T2, segue que a subsequéncia numérica (an,)iey deverd ser
convergente em R.

Portanto a sequéncia numeérica (a,)necny possui uma subsequéncia convergente em R.

Logo, da Proposicdo T2 acima, segue que a sequéncia numérica (a,)ney serad
convergente em R, completando a demonstragao do resultado.

O

Observacao 2.12.5 O Teorema EZIZ2 acima, ndo ”nos diz” para que valor a
sequéncia numérica de Cauchy converge em R.

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 2.12.3 Seja (a,)nen uma sequéncia numérica que tem a sequinte propri-
edade:

1
lanp — anl < o para cada mn € N, (2.319)

Afirmamos que (aq)nen € convergente em R.

Resolucgao:
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De fato, de considerarmos n, m € N

com n<m,
ou seja, m=n+k, paraalgum keN,
segue que

|an - am| = |an - an+k|

- |an + (_anH + an+1) + (_an+2 + an+2) +- = an+k|
- |(an - an+1) + (an+1 - an+2) + (an+2 + = an+k)‘
desigualdade triangular
< lan — ansl + lang — anpal +lanz — angsl + - +anpcr — angx
(E—lﬂ) 1 1 1 1
S T T T T e

— l 1 + 1 + l + + L
T on 2 24 2k—1
k—p;r,celas

(=) 1
<
- 2n—1
pois,
1 1 1
1+§+?+---+F§2, para cada m € N. (2.320)
Portanto :
lan — am] < =R para m>n. (2.321)
Logo, dado ¢ > 0, considerando-se
1
n, > 1+ log, o (2.322)
para m>n>n,, (2.323)
segue que
(=) ]
|an - am| S Zn_]
=) 1
<
— Znofl
(==)
< g,

mostrando, pela Definicdo T2, que a sequéncia numeérica é uma sequéncia numérica
de Cauchy em R.
Logo, do Teorema T2, segue que a sequéncia numérica (a,)nen Serd convergente
em R, completando a resolugdo.
Wl
Uma generalizagdao do exemplo acima é dado pelo:
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Exercicio 2.12.1 Seja (a.)neny uma sequéncia numérica que tem a sequinte pro-
priedade:

lan —anl <1, para cada neN, (2.324)

onde
re (0,1)

estd fizado.
Afirmamos que a sequéncia numérica (a,)nen € convergente em R.

Resolugao:De fato, de considerarmos n,m € N

com n<m,
ou seja, m=mn+k, paraalgum keN,
segue que

’an - am‘ - ‘an - an+k‘

- ‘an + (_anH + an+1) + (_an+2 + an+2) + = an+k’
=[(an — anp1) + (anp — ang2) + (@ngz + - - — anpi)|
desigualdade triangular
< |an — Qnpt| + lansr — angol + [an2 — anysl + -+ [anper — gk
!‘cm\

S T.n + Tn+1 + 1JLJrZ et 1JL+k4

= [ 14+r+r+. 4!

k—parcelas

(=m) 1
<

pois,

< T, Dpara cada neN. (2.325)

Portanto

|an_am| S .I
—T

, para m>n. (2.326)

Logo, dado ¢ > 0, consideremos n, € N de modo que (que existe pela propriedade
arquimediana):
In[(1—71) €]

Mo T

—1. (2.327)
Notemos que

como O0<r<l,
segue que In(r) <O. (2.328)
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Desta forma teremos:

de (Z=2B),

ou ainda,

como In é crescente :

In[((T—7) €]

In(r) ’
(Mo +1) In(r) <In[(1—71) €],
In (r™*1) < In[(1—7) €],

ot 1
et < (1—1)¢,

no+ >

rno+1
ou seja, T <€, (2.329)
para m>n>n,, (2.330)
segue que
(=zm) T.n-i—]
|an - am’ S ]
-7
(==m) phot]
<
1—r

mostrando, pela Definicdo EET2T, que a sequéncia numérica é uma sequéncia numérica
de Cauchy em R.

Logo, do Teorema ICT27, segue que a sequéncia numeérica (a,)ncy Serd convergente
em R, completando a resolugao.

O
Com isto podemos tratar o:
Exemplo 2.12.4 Mostre que a sequéncia numeérica (a,)nen, onde
aq =1 y
) 1
a; = 1 + g y
1 1 1
(ln:1+——|——+"'+3n—_] (2.331)

3 9

€ uma sequéncia numeérica convergente em R.

Resolucao:
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Notemos que, para cada n € N, teremos

PR | C RIS IR B L
ne T el 379 31 3n 379 3n-i
1

~ 3

:T‘n)

1
onde rige(o,l).
Logo, do Exemplo (EZT2) acima, segue que a sequéncia numérica (an)ney € conver-
gente em R.
O
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