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Caṕıtulo 1

Fatos básicos

Neste cap��tulo enunciaremos alguns resultado b�asicos importantes relacionados com

propriedades dos n�umeros reais, que ser~ao utilizados ao longo destas notas.

As demonstra�c~oes ser~ao omitidas e referências ser~ao dadas para o leitor encontr�a-las.

Para o que segue vamos supor que os n�umeros reais, ou seja R, seja conhecido, bem

como suas opera�c~oes de adi�c~ao, multiplica�c~ao e a rela�c~ao de ordem usuais.

Proposição 1.0.1 Sejam e x , y , z ∈ R.
Ent~ao

1. (propriedade transitiva) se

x < y e y < z , deveremos ter: x < z ; (1.1)

2. (propriedade da tricotomia)

ou x < y , ou y < x , ou x = y ; (1.2)

3. (propriedade da monotonicidade da adi�c~ao) se

x < y , teremos: x+ z < y+ z ; (1.3)

4. (propriedade da monotonicidade da adi�c~ao) se

x < y , e z < w teremos: x+ z < y+w ; (1.4)

5. (propriedade da monotonicidade da multiplica�c~ao) se

0 < z e x < y , teremos: x z < y z ; (1.5)

6. (propriedade da monotonicidade da multiplica�c~ao) se

0 < z < w e x < y , teremos: x z < yw ; (1.6)
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7. (propriedade da monotonicidade da multiplica�c~ao) se

z < 0 e x < y , teremos: x z > y z ; (1.7)

8. (propriedade da monotonicidade da multiplica�c~ao) se

w < z < 0 e x < y , teremos: xw > yz ; (1.8)

9. Se

O < x , teremos: 0 <
1

x
; (1.9)

10. (propriedade da monotonicidade da invers~ao na multiplica�c~ao) se

O < x < y , teremos: 0 <
1

y
<

1

x
. (1.10)

Temos tamb�em a: Com isto temos a:

Proposição 1.0.2 Se x , y , z ∈ R e 0 < a, temos:

|x| =
√

x2 ; (1.11)

se 0 ≤ x ≤ y , ent~ao |x| ≤ |y| , (1.12)

0 ≤ |x| , (1.13)

e x ≤ |x| , (1.14)

|x| ≤ a se, e somente se, − a ≤ x ≤ a , (1.15)

(desigualdade triangular) |x+ y| ≤ |x|+ |y| ; , (1.16)

|x|− |y| ≤ ||x|− |y|| ≤ |x− y| , (1.17)

|xy| = |x| |y| ; (1.18)

|− x| = |x| , (1.19)

|x| = 0 se, e somente se, x = 0 . (1.20)

Temos tamb�em a:

Proposição 1.0.3 Se a , b ∈ [0 ,∞) ent~ao

√
ab =

√
a
√
b . (1.21)

Como consequência de (1.11) e (1.12), temos o:

Corolário 1.0.1 A fun�c~ao
√

: [0 ,∞) → R �e uma fun�c~ao crescente, ou seja,

se 0 ≤ x ≤ y ,

teremos:
√
x ≤

√
y . (1.22)
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Na verdade ela �e estritamente crescente, ou seja,

se 0 ≤ x < y ,

teremos:
√
x <

√
y . (1.23)

Proposição 1.0.4 (propriedade archimediana de R) Sejam a , b ∈ K com

0 < a .

Ent~ao, podemos encontrar no = n(a , b) ∈ N de modo que

b < no · a . (1.24)

Um resultado importante �e dado pela

Proposição 1.0.5 Seja a ∈ [0 ,∞).

Se

a < ε , para todo ε > 0 ,

ent~ao deveremos ter: a = 0 . (1.25)
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Caṕıtulo 2

Sequências numéricas reais

2.1 Definição

Come�caremos tratando de:

Definição 2.1.1 Uma sequência de n�umeros reais (ou, simplesmente, sequência

num�erica) �e uma aplica�c~ao

a : N → R
n 7→ a(n)

(2.1)

isto �e, uma lei que associa a cada n�umero natural n um, �unico, n�umero real a(n),

que indicaremos por an.

Denotaremos a sequência num�erica (2.1) acima por:

(an)n∈N , (an) , {an}n∈N , {an} .

Para cada n ∈ N �xado, o elemento an ser�a dito termo da sequência num�erica

(an)n∈N.

O conjunto

{an ; n ∈ N}

ser�a dito conjunto dos valores da sequência num�erica (an)n∈N .

Exemplo 2.1.1 Considere a sequência num�erica (real) (an)n∈N, onde

an
.
=

1

n
, para cada n ∈ N . (2.2)

Logo o conjunto dos valores da sequência num�erica (an)n∈N ser�a:{
1 ,

1

2
,
1

3
, · · ·

}
.
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Exemplo 2.1.2 Considere a sequência num�erica (real) (an)n∈N, onde

an
.
= 0 , para cada n ∈ N . (2.3)

Notemos que o conjunto dos valores da sequência num�erica (an)n∈N ser�a:

{0} .

Exemplo 2.1.3 Considere a sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
= sen

(nπ

2

)
=

{
0 , quando a n for par

(−1)
n+3
2 , quando n for ��mpar

. (2.4)

Observemos que o conjunto dos valores da sequência num�erica (an)n∈N ser�a:

{1 , 0 ,−1} .

Exemplo 2.1.4 Considere a sequência num�erica (real) (an)n∈N, onde

an
.
= n , para cada n ∈ N . (2.5)

Notemos que o conjunto dos valores da sequência num�erica (an)n∈N ser�a:

{1 , 2 , 3 , 4 , · · · } .

Exemplo 2.1.5 Considere a sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
= (−1)n , para cada n ∈ N . (2.6)

Notemos que o conjunto dos valores da sequência num�erica (an)n∈N ser�a:

{1 ,−1} .

Exemplo 2.1.6 Considere a sequência num�erica (real) (an)n∈N, onde

an
.
=

n+ 1

n
, para cada n ∈ N . (2.7)

Observemos que o conjunto dos valores da sequência num�erica (an)n∈N ser�a:{
2 ,

3

2
,
4

3
,
5

4
, · · ·

}
.

Exemplo 2.1.7 Considere a sequência num�erica (real) (an)n∈N, onde

an
.
=

1+ (−1)n

n
, para cada n ∈ N . (2.8)

Logo, o conjunto dos valores da sequência num�erica (an)n∈N ser�a:{
0 , 1 , 0 ,

1

2
, 0 ,

1

3
, 0 , · · ·

}
.
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2.2 Operações com sequências numéricas

Como sequências num�ericas s~ao fun�c~oes a valores reais , cujo dom��nio �e N, podemos

som�a-las, multiplic�a-las por n�umeros reais (ou complexos) de maneira semelhante a

quando tratamos de quaisquer fun�c~oes a valores reais , isto �e,

Definição 2.2.1 Dadas as sequências num�ericas (an)n∈N, (bn)n∈N e α ∈ R de�ni-

mos a sequência num�erica soma da sequência num�erica (an)n∈N com a sequência

num�erica (bn)n∈N, denotada por

(an)n∈N + (bn)n∈N ,

como sendo a seguinte sequência num�erica:

(an)n∈N + (bn)n∈N
.
= (an + bn)n∈N , (2.9)

ou seja, a sequência num�erica soma, a saber, (an)n∈N+(bn)n∈N , �e obtida somando-

se os correspondentes termos de cada uma das sequências num�ericas (an)n∈N e

(bn)n∈N.

Observação 2.2.1 Notemos que a soma das sequências num�ericas a : N → R com

a sequêmcia b : N → R �e a soma das fun�c~oes a e b, ou seja, ser�a a fun�c~ao

a+ b : N → R, dada por

(a+ b)(n)
.
= a(n) + b(n) , para cada n ∈ N . (2.10)

Definição 2.2.2 De�nimos a sequência num�erica produto do n�umero real α, pela

sequência num�erica (an)n∈N, indicada por

α · (an)n∈N ,

como sendo a seguinte sequência num�erica:

α · (an)n∈N
.
= (αan)n∈N , (2.11)

ou seja, a sequência num�erica produto, isto �e, α (an)n∈N, �e obtida multiplicando-se

os correspondentes termos de cada sequência num�erica (an)n∈N pelo n�umero real

(respectivamente, complexo) α.

Observação 2.2.2 Notemos que a multiplica�c~ao do n�umero real α pela sequência

num�erica a : N → R �e a multiplica�c~ao do n�umero real α pela fun�c~ao a, ou seja,

ser�a a fun�c~ao α · a : N → R, dada por

(α · a)(n) .
= αa(n) , para cada n ∈ N . (2.12)



12 CAP�ITULO 2. SEQUÊNCIAS NUM�ERICAS REAIS

Definição 2.2.3 De�nimos a sequência produto da sequência num�erica (an)n∈N
pela sequência num�erica (bn)n∈N, indicada por

(an)n∈N · (bn)n∈N , (2.13)

como sendo a seguinte sequência num�erica:

(an)n∈N · (bn)n∈N
.
= (an bn)n∈N , (2.14)

ou seja, a sequência num�erica produto, isto �e, (an)n∈N·(bn)n∈N, �e obtida multiplicando-

se os correspondentes termos de cada uma das sequências num�ericas (an)n∈N e

(bn)n∈N.

Observação 2.2.3 Notemos que o produto das sequências num�ericas a : N → R
com a sequência num�erica b : N → R �e o produto das fun�c~oes a e b, ou seja, ser�a

a fun�c~ao a · b : N → R, dada por

(a · b)(n) .
= a(n)b(n) , para cada n ∈ N . (2.15)

Definição 2.2.4 Sejam (an)n∈N , (bn)n∈N sequências num�ericas reais, de modo que

bn ̸= 0 , para cada n ∈ N .

De�nimos a sequência num�erica quociente da sequência num�erica (an)n∈N pela

sequência num�erica (bn)n∈N, indicada por

(an)n∈N/(bn)n∈N ou
(an)n∈N
(bn)n∈N

,

como sendo a seguinte sequência num�erica:

(an)n∈N/(bn)n∈N
.
= (an/bn)n∈N ,

ou
(an)n∈N
(bn)n∈N

.
=

(
an

bn

)
n∈N

, (2.16)

ou seja, a sequência num�erica quociente, isto �e, (an)n∈N/(bn)n∈N, �e obtida dividindo-

se os correspondentes termos de cada uma das sequências num�ericas (an)n∈N e

(bn)n∈N (observe que bn ̸= 0, para todo n ∈ N).

Observação 2.2.4

1. Se an ̸= 0 para n ∈ N, de�nimos a sequência num�erica
1

(an)n∈N
, como

1

(an)n∈N

.
=

(
1

an

)
n∈N

, (2.17)
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2. Notemos que o quociente da sequência num�erica a : N → R pela sequência

b : N → R �e o quociente das fun�c~oes a e b, ou seja, ser�a a fun�c~ao
a

b
: N → R,

dada por

a

b
(n)

.
=

a(n)

b(n)
, para cada n ∈ N . (2.18)

Para ilustrar temos o

Exerćıcio 2.2.1 Se as sequências num�ericas (reais) (an)n∈N e (bn)n∈N s~aos dadas

por:

an
.
=

1

n
, (2.19)

bn
.
= (−1)n , para cada n ∈ N (2.20)

e α
.
= 2 , (2.21)

encontrar as sequências num�ericas:

(an)n∈N + (bn)n∈N , α (an)n∈N , (an)n∈N · (bn)n∈N e (an)n∈N/(bn)n∈N .

Resolução:

Logo, de (2.9), segue que

(an)n∈N + (bn)n∈N
(2.9)
= (an + bn)n∈N

(2.19)
=

(
1

n
+ (−1)n

)
n∈N

=

(
1+ (−1)n n)

n

)
n∈N

.

De (2.11), temos que:

α · (an)n∈N
(2.11)
= (αan)n∈N

(2.19) e (2.21)
=

(
2
1

n

)
n∈N

=

(
2

n

)
n∈N

.

De (2.14), segue que

(an)n∈N · (bn)n∈N
(2.14)
= (an bn)n∈N

(2.19) e (2.20)
=

(
1

n
(−1)n

)
n∈N

=

(
(−1)n

n

)
n∈N

.
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Finalmente, de (2.16), temos que:

(an)n∈N
(bn)n∈N

(2.16)
=

(
an

bn

)
n∈N

(2.19) e (2.20)
=

 1

n
(−1)n


n∈N

=

(
1

(−1)n n

)
n∈N

.

�

Observação 2.2.5 Como sequências num�ericas s~ao fun�c~oes a valores reais, cujo

dom��nio �e N, podemos representar seus gr�a�cos em N× R.
Denotaremos o gr�a�co da sequência num�erica (an)n∈N por G

(
(an)n∈N

)
, e ser�a

de�nido por:

G
(
(an)n∈N

) .
= {(n , an) ; n ∈ N} .

Na verdade, isto n~ao ter�a muito interesse no estudo das sequências num�ericas.

2.3 Convergência de sequências numéricas

Iniciaremos com a

Definição 2.3.1 Diremos que uma sequência num�erica (an)n∈N �e convergente (ou

converge, ou tende) para l ∈ R , quando n vai para in�nito, denotando-se por:

lim
n→∞an = l , ou an

n→∞−→ l , ou ainda, an → l ,

se, e somente se: dado ε > 0, podemos encontrar no(ε) ∈ N, de modo que,

se n ≥ no ,

deveremos ter |an − l| < ε . (2.22)

Observação 2.3.1

1. A De�ni�c~ao 2.3.1 acima "nos diz", formalmente, que podemos �car t~ao

pr�oximo de l, quanto se queira (isto �e, dado ε > 0), desde que o ��ndice

da sequência num�erica (ou seja, n), seja su�cientemente grande (isto �e,

tenhamos n ≥ no).

2. Na linguagem dos intervalos, a De�ni�c~ao 2.3.1 acima, "nos diz" que dado o

intervalo

(l− ε , l+ ε)
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(ou seja, dado ε > 0), todos os termos da sequência num�erica caem dentro

desse intervalo excetuando-se, eventualmente, os no primeiros termos da

sequência num�erica (ou seja, um n�umero �nito de termos da mesma).

3. A De�ni�c~ao (2.3.1) acima, �e semelhante �a de�ni�c~ao de limites no in�nito,

para fun�c~oes a valores reais, de uma vari�avel real, estudadas no C�alculo I.

O resultado a seguir, garante a unicidade do limite de uma sequência num�erica, caso

ele existe, mais precisamente:

Proposição 2.3.1 (unicidade do limite de uma sequência convergente) Se o limite

da sequência num�erica (an)n∈N existir ele dever�a ser �unico, isto �e, se

lim
n→∞an = l1 e lim

n→∞an = l2 ,

ent~ao

l1 = l2 .

Demonstração:

Mostremos que, para cada ε > 0, teremos

|l1 − l2| < ε ,

o que implicar�a, pela Proposi�c~ao 1.0.5, que

|l1 − l2| = 0 ,

que, de (1.20), �e equivalente a: l1 − l2 = 0 ,

ou ainda, l1 = l2 .

Para isto temos que, para cada ε > 0, como

lim
n→∞an = l1 ,

pela De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontar n1 ∈ N, de modo

se n ≥ n1 , deveremos ter: |an − l1| <
ε

2
. (2.23)

De modo an�alogo, como

lim
n→∞an = l2 ,

pela De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar n2 ∈ N, de modo que

se n ≥ n2 , deveremos ter: |an − l2| <
ε

2
. (2.24)

Logo, se

n ≥ no
.
= max{n1 , n2} , (2.25)
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segue que

|l1 − l2| = |(l1 − an) + (an − l2)|

(1.16)

≤ |l1 − an|︸ ︷︷ ︸
=|an−l1|

+|an − l2|

≤ |an − l1|︸ ︷︷ ︸
n≥no

(2.290)
≥ ≥n1 , logo vale (2.23)

< ε
2

+ |an − l2|︸ ︷︷ ︸
n≥no

(2.290)
≥ ≥n2 , logo vale (2.24)

< ε
2

<
ε

2
+

ε

2
= ε ,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Um primeiro exemplo �e dado por:

Exemplo 2.3.1 Seja α ∈ R �xado e consideremos a sequência num�erica (an)n∈N,

dada por

an
.
= α , para cada n ∈ N , (2.26)

�e convergente para α, isto �e,

lim
n→∞an = α . (2.27)

Resolução:

De fato, observemos que dado ε > 0, se considerarmos no ∈ N, de modo que

no ∈ N qualquer . (2.28)

Ent~ao, para

n ≥ no , (2.29)

teremos

|an − l|
an

(2.26)
= α e l

.
=α

= |α− α|

= 0 < ε .

Logo, pela De�ni�c~ao 2.3.1, segue a validade a�rma�c~ao.

�
Um exemplo importante �e dado pelo:

Exemplo 2.3.2 A sequência num�erica (an)n∈N, dada por

an
.
=

1

n
, para cada n ∈ N , (2.30)

�e convergente para zero, isto �e,

lim
n→∞

1

n
= 0 . (2.31)
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Resolução:

De fato, observemos que dado ε > 0, da propriedade archimediana de R (isto �e, da

Proposi�c~ao 1.0.4, com b
.
= 1 e a

.
= ε), podemos encontrar no ∈ N, de modo que

1 < no ε ,

ou, equivalentemente: no >
1

ε
, (2.32)

ou ainda:
1

no

< ε . (2.33)

Ent~ao, para

n ≥ no ≥ 1 ,

que, de (1.10), implicar�a em:
1

n
≤ 1

no

, (2.34)

teremos

|an − l|
an

(2.30)
= 1

n
e l
.
=0

=

∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣
n>0
=

1

n
(2.34)

≤ 1

no

(2.33)
< ε .

Logo, pela De�ni�c~ao 2.3.1, segue a validade a�rma�c~ao.

�
Temos temab�em o:

Exemplo 2.3.3 A sequência num�erica (an)n∈N, dada por

an
.
=

2n

n+ 1
, para cada n ∈ N , (2.35)

�e convergente para 2, isto �e,

lim
n→∞

2n

n+ 1
= 2 . (2.36)

Resolução:

De fato, observemos que dado ε > 0, da propriedade archimediana de R (isto �e, da

Proposi�c~ao 1.0.4, com b
.
= 2 e a

.
= ε), podemos encontrar no ∈ N, de modo que

2 < no ε ,

ou, equivalentemente: no >
2

ε
, (2.37)

ou ainda:
2

no

< ε . (2.38)
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Ent~ao, se

n ≥ no ,

teremos, n+ 1 ≥ n ≥ no ≥ 1 ,

que, de (1.10), implicar�a em:
1

n+ 1
≤ 1

no

,

e, como 0 < 2, de (1.5), teremos:
2

n+ 1
≤ 2

no

. (2.39)

Deste modo,

|an − l|
an

(2.35)
= 2n

n+1
e l=2

=

∣∣∣∣ 2n

n+ 1
− 2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2n− 2n− 2

n+ 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ −2

n+ 1

∣∣∣∣
=

2

n+ 1

n+1≥n
(2.39)

≥ no≥1

≤ 2

no

(2.37)
< ε .

Logo, pela De�ni�c~ao 2.3.1, segue a validade a�rma�c~ao.

�
Um outro caso �e dado pelo:

Exemplo 2.3.4 A sequência num�erica (an)n∈N, dada por

an
.
= cos(nπ) , para cada n ∈ N , (2.40)

n~ao �e convergente.

Resolução:

De fato, observemos que

an = cos(nπ)

= (−1)n , para n ∈ N . (2.41)

Se a sequência fosse convergente para algum l ∈ R, ent~ao dado

ε =
1

2
> 0 ,
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deveria existir um no ∈ N, de modo que, para

n ≥ no , dever��amos ter |(−1)n − l| <
1

2
,

isto �e,

l−
1

2
< (−1)n < l+

1

2
,

o que um absurdo, pois isto implicaria que os termos da sequência num�erica,

−1
(2.41)
= a2 n+1 e 1

(2.41)
= a2 n ,

deveriam pertencer ao intervalo (
l−

1

2
, l+

1

2

)
,

cujo comprimento �e igual a 1 (notemos que se os n�umeros −1 e 1 pertencem a um

mesmo intervalo, este intervalo dever�a ter um comprimento maior ou igual a 2), o que

�e um absurdo.

Portanto a sequência num�erica n~ao �e convergente.

�
A seguir temos o:

Exerćıcio 2.3.1 Consideremos a sequência num�erica (an)n∈N, onde seus termos

s~ao dados por

a1
.
= 0.3 , a2

.
= 0.33 , a3

.
= 0.333 , a4

.
= 0.3333 , · · · , an

.
= 0. 33 · · · 3︸ ︷︷ ︸

n−casas

, · · · . (2.42)

Mostre que a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente para
1

3
, ou seja,

lim
n→∞an =

1

3︸︷︷︸
.
=l

. (2.43)

Resolução:

De fato, dado ε > 0, que podemos considerar pequeno o su�ciente de modo que

3 ε ∈ (0 , 1) ,

ou seja, log(3 ε) < 0 ,

ou ainda , − log(3 ε)︸ ︷︷ ︸
(−1) log(3 ε)=log[(3 ε)−1]

> 0 ,

isto �e, log
1

3 ε
> 0 . (2.44)
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Logo da propriedade archimediana de R (isto �e, da Proposi�c~ao 1.0.4, com b
.
= log 1

3 ε

e a
.
= 1), podemos encontrar no ∈ N, de modo que

no > log
1

3 ε
,

que, do fato que a fun�c~ao potencia�c~ao �e crescente, teremos: 10no >
1

3 ε
,

ou ainda,
1

3 10no
< ε . (2.45)

Logo, para

n ≥ no ,

que, do fato que a fun�c~ao potencia�c~ao �e crescente, teremos: 10n ≥ 10no > 0 ,

que, de (1.10), implicar�a em:
1

10n
≤ 1

10no
. (2.46)

Desta forma,

|an − l|
(2.42) e (2.43)

=

∣∣∣∣∣0. 3 · · · 3︸ ︷︷ ︸
n−casas

−
1

3

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
0.

n−casas︷ ︸︸ ︷
9 · · · 9−1

3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣−
0.

(n−1)−casas︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 1

3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ −1

3 · 10n

∣∣∣∣
=

1

3 · 10n
(2.46)
<

1

3 · 10no

(2.45)
< ε .

Logo, pela De�ni�c~ao 2.3.1, segue a validade a�rma�c~ao.

�

Definição 2.3.2 Diremos que uma sequência num�erica (an)n∈N �e limitada, se po-

demos encontrar M > 0, de modo que

|an| ≤ M, para todo n ∈ N . (2.47)
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Observação 2.3.2 Nos Exemplos 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4 e Exerc��cio 2.3.1 acima, todas

sequências num�ericas s~ao limitadas.

Observemos que nem todas elas s~ao sequência num�ericas convergentes (veja o

Exemplo 2.3.4).

Como veremos a seguir existe uma rela�c~ao entre sequências num�ericas convergentes

e sequências num�ericas limitadas, a saber:

Proposição 2.3.2 Toda sequência num�erica convergente �e limitada, isto �e, se a

sequência num�erica (an)n∈N �e convergente, ent~ao ela ser�a uma sequência num�erica

limitada.

Demonstração:

Como a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente, segue que existe l ∈ R, de modo

que

lim
n→∞an = l ,

ou seja, dado ε > 0, pela De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar no ∈ N, de modo que

para n ≥ no , teremos: |an − l| < ε .

Em particular, se tomarmos

ε
.
= 1 ,

poderemos encontrar no ∈ N, de modo que

para n ≥ no , teremos: |an − l| < 1 ,

ou seja, para n ≥ no , teremos: − 1 < an − l < 1

ou, equivalentemente, para n ≥ no , teremos: l− 1 < an < 1+ l ,

ou ainda, para n ≥ no , teremos: − |l|− 1 < an < |l|+ 1 ,

isto �e, para n ≥ no , teremos: |an| < |l|+ 1 . (2.48)

De�namos

M
.
= max {|a1| , |a2| , · · · , |ano−1| , |l|+ 1} . (2.49)

Como isto temos que

|an| ≤ M para todo n ∈ N ,

como quer��amos demonstrar.

�

Observação 2.3.3 A rec��proca do resultado acima �e falsa, isto �e, nem toda sequência

num�erica limitada �e convergente, como mostra o Exemplo 2.3.4.
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2.4 Operações com sequências numéricas convergen-

tes

A seguir temos algumas propriedades gerais para convergência de sequências num�ericas.

Come�caremos pela soma de duas sequências convergentes, a saber:

Proposição 2.4.1 Sejam (an)n∈N e (bn)n∈N sequências num�ericas.

Se as sequências num�ericas (an)n∈N e (bn)n∈N s~ao convergentes para a e b,

respectivamente, ent~ao a sequência num�erica

(an)n∈N + (bn)n∈N

ser�a convergente para a+ b, isto �e, se existem

lim
n→∞an = a e lim

n→∞bn = b ,

ent~ao existir�a o lim
n→∞(an + bn).

Al�em disso, terremos

lim
n→∞(an + bn) = a+ b ,

isto �e, lim
n→∞(an + bn) = lim

n→∞an + lim
n→∞bn . (2.50)

Demonstração:

Como

lim
n→∞an = a e lim

n→∞bn = b ,

dado ε > 0, pela De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar n1, n2 ∈ N, de modo que

se n ≥ n1 teremos: |an − a| <
ε

2
(2.51)

e

se n ≥ n2 , teremos: |bn − b| <
ε

2
. (2.52)

Logo, tomando-se

no
.
= max{n1 , n2} , (2.53)

temos para

n ≥ no , (2.54)

segue que

|(an + bn) − (a+ b)| = |(an − a) + (bn − b)|

(1.16)

≤ |an − a|+ |bn − b|

n
(2.54)

≥ no

(2.53)

≥ n1 e n
(2.54)

≥ no

(2.53)

≥ n2 , logo valem (2.48) e (2.52)]
<

ε

2
+

ε

2
= ε ,
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mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, que

lim
n→∞(an + bn) = a+ b ,

ou, equivalentemente,

lim
n→∞(an + bn) = lim

n→∞an + lim
n→∞bn ,

mostrando a validade da identidade (2.50).

�
Para a diferen�ca de duas sequências convergentes, temos a:

Proposição 2.4.2 Se as sequências num�ericas (an)n∈N e (bn)n∈N s~ao convergentes

para a e b, respectivamente, ent~ao a sequência num�erica

(an)n∈N − (bn)n∈N

ser�a convergente para a− b, isto �e, se existem

lim
n→∞an = a e lim

n→∞bn = b ,

ent~ao existir�a o lim
n→∞(an − bn).

Al�em disso, teremos:

lim
n→∞(an − bn) = a− b ,

isto �e, lim
n→∞(an − bn) = lim

n→∞an − lim
n→∞bn . (2.55)

Demonstração:

Como

lim
n→∞an = a e lim

n→∞bn = b ,

dado ε > 0, pela De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar n1, n2 ∈ N, de modo que

se n ≥ n1 , teremos: |an − a| <
ε

2
(2.56)

e

se n ≥ n2 , teremos: |bn − b| <
ε

2
. (2.57)

Logo, tomando-se

no
.
= max{n1 , n2} , (2.58)

temos para

n ≥ no , (2.59)
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segue que

|(an − bn) − (a− b)| = |(an − a) − (bn − b)|

= |(an − a) + (b− bn)|

(1.16)

≤ |an − a|+ |b− bn|

(1.19)

≤ |an − a|+ |bn − b|

n
(2.59)

≥ no

(2.58)

≥ n1 e n
(2.59)

≥ no

(2.58)

≥ n2 , logo valem (2.56) e (2.57)]
<

ε

2
+

ε

2
= ε ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, que

lim
n→∞(an − bn) = a− b ,

ou, equivalentemente,

lim
n→∞(an − bn) = lim

n→∞an − lim
n→∞bn ,

mostrando a validade da identidade (2.55).

�
Para o produto de duas sequências convergentes, temos a:

Proposição 2.4.3 Se as sequências num�ericas (an)n∈N e (bn)n∈N s~ao convergentes

para a e b, respectivamente, ent~ao a sequência num�erica

(an)n∈N · (bn)n∈N

ser�a convergente para ab, isto �e, se existem

lim
n→∞an = a e lim

n→∞bn = b ,

ent~ao existir�a o lim
n→∞(an bn).

Al�em disso, teremos:

lim
n→∞(an bn) = ab ,

isto �e, lim
n→∞(an bn) =

(
lim
n→∞an

) (
lim
n→∞bn

)
. (2.60)

Demonstração:

Come�caremos supondo que

a ̸= 0 . (2.61)

Como as sequências num�ericas (an)n∈N e (bn)n∈N s~ao convergentes, pela Proposi�c~ao

2.3.2, elas ser~ao sequências num�ericas limitadas, em particular, a sequência num�erica

(bn)n∈N �e uma sequência num�erica limitada.
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Logo, pela De�ni�c~ao 2.3.2, podemos encontrar M > 0, tal que

|bn| ≤ M, para todo n ∈ N . (2.62)

Dado ε > 0, como as sequências num�ericas (an)n∈N e (bn)n∈N s~ao convergentes, pela

De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar n1 , n2 ∈ N, tais que:

se n ≥ n1 , teremos: |an − a| <
ε

2M
, (2.63)

se n ≥ n2 , teremos |bn − b| <
ε

2 |a|︸︷︷︸
(2.61)
> 0

. (2.64)

Seja

no
.
= max{n1 , n2} . (2.65)

Observemos que

se n ≥ no ,

segue, de (2.65), que n ≥ n1 e n ≥ n2 . (2.66)

logo

|(an bn) − (ab)| = |(an − a)bn + (bn − b)a|

(1.16)

≤ |(an − a)bn|+ |(bn − b)a|

(1.18)
= |an − a| |bn|+ |bn − b| |a|

(2.62)
< |an − a|M+ |bn − b| |a|

(2.66) , implica que valem: (2.63) e (2.64)
<

ε

2M
M+

ε

2 |a|
|a|

=
ε

2
+

ε

2
= ε ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, que

lim
n→∞(an bn) = ab ,

ou, equivalentemente,

lim
n→∞(an bn) =

(
lim
n→∞an

) (
lim
n→∞bn

)
,

isto �e, a validade de (2.60).

Se

b ̸= 0 ,

podemos fazer uma demonstra�c~ao semelhante a que �zemoz para o caso (2.61).
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Esta ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Suponhamos agora que

a = b = 0 . (2.67)

En~ao, dado ε > 0, como as sequências num�ericas (an)n∈N e (bn)n∈N s~ao convergentes,

pela De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar n1 , n2 ∈ N, tais que:

se n ≥ n1 , teremos: |an|
a
(2.67)
= 0
= |an − 0| <

√
ε , (2.68)

se n ≥ n2 , teremos: |bn|
b
(2.67)
= 0
= |bn − 0| <

√
ε . (2.69)

Seja

no
.
= max{n1 , n2} . (2.70)

Observemos que

se n ≥ no ,

de (2.70), segue que n ≥ n1 e n ≥ n2 . (2.71)

Neste caso teremos:

|(an bn) − ab|
a=b

(2.67)
= 0

= |an bn|

= |an| |bn|

(2.71), implica na validade de: (2.68) e (2.69)
<

√
ε
√
ε = ε ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, que

lim
n→∞(an bn) = 0

ou, equivalentemente,

lim
n→∞(an bn) =

(
lim
n→∞an

) (
lim
n→∞bn

)
,

isto �e, a validade de (2.60).

�
Temos tamb�em a:

Proposição 2.4.4 Se a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente para a, com

a ̸= 0 . (2.72)

Ent~ao podemos encontrar no ∈ N, de modo que

para n ≥ no , teremos an ̸= 0 . (2.73)
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Demonstração:

Suponhamos primeiramente que

a > 0 . (2.74)

Como

lim
n→∞an = a ,

dado

ε
.
=

a

2
, (2.75)

pela De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar no ∈ N, de modo que

se n ≥ no ,

teremos |an − a| < ε
(2.75)
=

a

2
,

ou seja, −
a

2

(∗)
< an − a <

a

2
, (2.76)

em particular, 0
(2.74)
<

a

2
= a−

a

2

(∗) em (2.76)
< an

ou seja, 0 <
a

2
< an , (2.77)

para n ≥ no, mostrando, em particulcar, a validade de (2.124).

Suponhamos agora que

a < 0 . (2.78)

Como

lim
n→∞an = a ,

dado

ε
.
=

|a|

2

(2.78)
=

−a

2
, (2.79)

pela De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar no ∈ N, de modo que

se n ≥ no

teremos |an − a| < ε
(2.79)
=

|a|

2
,

ou seja, −
|a|

2
< an − a

(∗∗)
<

|a|

2
, (2.80)

em particular, an

(∗∗) em (2.80)
< a+

|a|

2

|a|=−a por (2.78)
= a−

a

2
=

a

2
< 0

ou seja, an <
a

2
< 0 , (2.81)

para n ≥ no, mostrando , em particulcar, a validade de (2.124) e completando a de-

monstra�c~ao.

�
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Observação 2.4.1

1. Na verdade, na demonstra�c~ao da Proposi�c~ao 2.4.4, mostramos que:

se a > 0 ,

podemos encontrar no ∈ N ,

de modo que, an > 0 , para cada n ≥ no (2.82)

ou

se a < 0 ,

podemos encontrar no ∈ N ,

de modo que, an < 0 , para cada n ≥ no . (2.83)

2. Notemos que, ainda na demonstra�c~ao da Proposi�c~ao 2.4.4, mostramos, na

verdade, que (veja (2.76) e (2.81)), para n ≥ no, teremos

se a > 0 ,

teremos an >
a

2
=

|a

2
> 0 ,

ou ainda |an| >
a

2
=

|a|

2
> 0 .

Por outro lado, se a < 0 ,

teremos an <
a

2
=

−|a|

2
> 0 ,

ou ainda −an︸︷︷︸
=|an|, pois an<0

>
−a

2

a<0
=

|a|

2
> 0 ,

ou seja, |an| >
a

2
=

|a|

2
> 0 .

(2.84)

Logo, em qualquer um dos casos acima teremos:

|an| >
|a|

2
> 0 . (2.85)

Podemos agora estudar o quociente de sequências convergentes, com a:

Proposição 2.4.5 Se as sequências num�ericas (an)n∈N e (bn)n∈N s~ao convergentes

para a e b, respectivamente, e

b ̸= 0 . (2.86)

Ent~ao a sequência num�erica
(an)n∈N
(bn)n∈N

�e convergente para
a

b
, isto �e, se existem

lim
n→∞an = a e lim

n→∞bn = b ̸= 0 .
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Al�em disso, temos lim
n→∞

an

bn

e

lim
n→∞

an

bn

=
a

b
,

isto �e, lim
n→∞

an

bn

=
lim
n→∞an

lim
n→∞bn

. (2.87)

Demonstração:

Aplicando-se a Proposi�c~ao 2.4.4 a sequência num�erica (bn)n∈N (que converge para

b ̸= 0), podemos encontrar n1 ∈ N (veja o item 2. da Observa�c~ao 2.4.1, ou ainda (2.85)),

de modo que

|bn| >
|b|

2
> 0 , para cada n ≥ n1 . (2.88)

Vamos considerar primeiramente o caso

a ̸= 0 . (2.89)

Dado ε > 0, como as sequências num�ericas (an)n∈N e (bn)n∈N s~ao convergentes,

pela De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar n2 , n3 ∈ N, tais que (notemos que, de (2.88),

b ̸= 0):

se n ≥ n2 , teremos: |an − a| <
ε

4 |b|
, (2.90)

se n ≥ n3 , teremos |bn − b| <
ε |a|

4 |b|2
. (2.91)

Seja

no
.
= max{n1 , n2 , n3} . (2.92)

Observemos que

para n ≥ no , (2.93)

segue, de (2.92), que n ≥ n1 , (2.94)

n ≥ n2 (2.95)

e n ≥ n3 . (2.96)
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Logo (notemos que de (2.86) e (2.88), temos b ̸= 0 e bn ̸= 0, para n ≥ no)∣∣∣∣an

bn

−
a

b

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣an b− abn

bn b

∣∣∣∣
=

|(an − a)b+ (ab− abn)|

|bn| |b|

(1.16)

≤ |(an − a)b|+ |a (b− bn)|

|bn| |b|

(1.18)

≤ |an − a| |b|+ |a| |b− bn|

|bn|︸︷︷︸
(2.93) e (2.88)

>
|b|

2
>0

|b|

(1.10)

≤ [|an − a| |b|+ |a| |b− bn|]
1

|b|2

2

= |an − a|︸ ︷︷ ︸
(2.96) e (2.90)

< ε
4 |b|

2

|b|
+

2 |a|

|b|2
|b− bn|︸ ︷︷ ︸

(2.96) e (2.91)
<

ε |a|

4 |b|2

<
ε

4 |b|

2

|b|
+

2 |a|

|b|2
ε |a|

4 |b|2

ε

2
+

ε

2
= ε ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, que

lim
n→∞

an

bn

=
a

b

ou, equivalentemente,

lim
n→∞

an

bn

=
lim
n→∞an

lim
n→∞bn

,

isto �e, a validade de (2.87).

Consideremos agora o caso

a = 0 . (2.97)

Dado ε > 0, como as sequências num�ericas (an)n∈N e (bn)n∈N s~ao convergentes, pela

De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar n2 ∈ N, tais que:

se n ≥ n2 ,

teremos: |an − a|︸ ︷︷ ︸
a
(2.97)

= 0
= |an|

<
ε |b|

2
,

ou seja, |an| <
ε |b|

2
. (2.98)
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Seja

no
.
= max{n1 , n2} . (2.99)

Observemos que

para n ≥ no ,

segue, de (2.99), que n ≥ n1 (2.100)

e n ≥ n2 . (2.101)

Logo ∣∣∣∣an

bn

−
a

b

∣∣∣∣ a
(2.97)
= 0
=

∣∣∣∣an

bn

∣∣∣∣
=

(2.101) e (2.98)
<

ε |b|

2︷︸︸︷
|an|

|bn|︸︷︷︸
(2.100) e (2.88)

>
|b|

2

(1.10)
<

ε |b|

2

2

|b|

= ε ,

(2.102)

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, que

lim
n→∞

an

bn

=
a

b

ou, equivalentemente,

lim
n→∞

an

bn

=
lim
n→∞an

lim
n→∞bn

,

isto �e, a validade de (2.87), completando a demonstra�c~ao.

�
Outro resultado importante �e dado pela:

Proposição 2.4.6 Suponhamos que a sequência num�erica (an)n∈N seja converr-

gente para a e a > 0, ou seja,

lim
n→∞an = a > 0 . (2.103)

Ent~ao a sequência num�erica (bn)n∈N, dada por

bn
.
=

√
an , para cada n ∈ N , (2.104)
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est�a bem de�nida e ser�a convergente para
√
a, isto �e,

lim
n→∞

√
an =

√
a ,

ou ainda, lim
n→∞

√
an =

√
lim
n→∞an . (2.105)

Demonstração:

Notemos que, do item 1. da Observa�c~ao 2.4.1, como temos (2.103), podemos encon-

trar n1 ∈ N, de modo que

an > 0 , para cada n ≥ n1 ,

Logo, para n ≥ n1, faz sentido calcularmos

√
an .

Por outro lado, de (2.103) e da De�ni�c~ao 2.3.1, dado ε > 0, podemos encontrar

n2 ∈ N, de modo que

para n ≥ n2 ,

tenhamos: |an − a| <
√
a ε . (2.106)

Ent~ao, para

n ≥ no
.
= max{n1 , n2} , (2.107)

teremos

|bn − l|
bn

(2.104)
=

√
an e l

.
=
√
a

=
∣∣√an −

√
a
∣∣

√
an+

√
a>0

=

∣∣∣∣(√an −
√
a
)(√

an +
√
a

√
an +

√
a

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(√

an −
√
a
) (√

an +
√
a
)

√
an +

√
a

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣(
√
an)

2
−
(√

a
)2

√
an +

√
a

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ an − a
√
an +

√
a

∣∣∣∣
√
an+

√
a

√
an>0
>

√
a

<
|an − a|√

a

=
1√
a

|an − a|︸ ︷︷ ︸
(2.107) e (2.106)

<
√
a ε

<
1√
a

(√
a ε

)
= ε ,
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mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, a validade de (2.105) e completando a resolu�c~ao.

�

2.5 Propriedes gerais de sequências numéricas con-

vergentes

Come�caremos pela

Proposição 2.5.1 Se as sequências num�ericas (an)n∈N e (bn)n∈N s~ao convergentes

para a e b, respectivamente, e

an ≤ bn , para cada n ∈ N , (2.108)

ent~ao a ≤ b ,

isto �e, lim
n→∞an ≤ lim

n→∞bn . (2.109)

Demonstração:

Suponhamos, por absurdo, que

a > b ,

isto �e, lim
n→∞an > lim

n→∞bn .

Logo,

a− b > 0 ,

dado

ε
.
=

a− b

2
> 0 , (2.110)

como as sequências num�ericas (an)n∈N e (bn)n∈N s~ao convergentes, pela De�ni�c~ao 2.3.1,

podemos encontrar n1 , n2 ∈ N, de modo que

se n ≥ n1 , teremos |an − a| < ε ,

ou seja, − ε < an − a < ε ,

isto �e, − ε+ a < an < ε+ a ,

que, de (2.110), �e o mesmo que: −
a− b

2
+ a︸ ︷︷ ︸

=a+b
2

< an <
a− b

2
+ a ,

em particular, teremos:
a+ b

2
< an (2.111)
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e, por outro lado,

se n ≥ n2 , teremos |bn − b| < ε ,

ou seja, − ε < bn − b < ε ,

isto �e, − ε+ b < bn < ε+ b ,

que, de (2.110), �e o mesmo que: −
a− b

2
+ b < bn <

a− b

2
+ b︸ ︷︷ ︸

=a+b
2

,

em particular, teremos: bn <
a+ b

2
. (2.112)

Logo,

se n ≥ max{n1 , n2} ,

teremos n ≥ n1 e n ≥ n2 , (2.113)

assim

bn

(2.113), implicar�a na validade de: (2.112)
<

a+ b

2

(2.113), implicar�a na validade de: (2.111)
< an,

isto �e,

bn < an , se n ≥ max{n1 , n2},

contrariando (2.108), o que seria um absurdo.

Portanto vale (2.109), completando a demonstra�c~ao.

�
Temos tamb�em a:

Proposição 2.5.2 Se a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente para zero e a

sequência num�erica (bn)n∈N �e limitada, ent~ao a sequência num�erica

(an)n∈N · (bn)n∈N = (an bn)n∈N

ser�a convergente para zero, isto �e,

lim
n→∞(an bn) = 0 . (2.114)

Resolução:

Como a sequência num�erica (bn)n∈N �e uma sequência num�erica limitada, pela De-

�ni�c~ao 2.3.2, podemos encontrar M > 0, tal que

|bn| ≤ M, para todo n ∈ N . (2.115)
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Por outro lado, como a sequência num�erica (an)n∈N �e uma sequência num�erica con-

vergente para zero, dado ε > 0, pela De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar no ∈ N, tal
que

se n ≥ no

teremos: |an − 0|︸ ︷︷ ︸
|an|

<
ε

M
,

ou seja, |an| < ε . (2.116)

Logo, dado dado ε > 0, se n ≥ no, teremos

|an bn − 0| = |an bn|

(1.18)
= |an| |bn|

(2.115) e (2.116)

≤ ε

M
M = ε ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, que

lim
n→∞(an bn) = 0 ,

ou seja, a validade de (2.114), completando a demonstra�c~ao.

�
Temos tamb�e a:

Proposição 2.5.3 Suponhamos que as sequências num�ericas (an)n∈N e (bn)n∈N s~ao

convergentes para l, ou seja,

lim
n→∞an = lim

n→∞bn = l (2.117)

e a sequência num�erica (cn)n∈N satisfaz:

an ≤ cn ≤ bn , para cada n ∈ N . (2.118)

Ent~ao a sequência num�erica (cn)n∈N �e convergente para l, isto �e,

lim
n→∞ cn = l . (2.119)

Demonstração:

Como as sequências (an)n∈N e (bn)n∈N s~ao convergentes para l, dado ε > 0, pela

De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar n1 , n2 ∈ N, tais que:

se n ≥ n1 , teremos: |an − l| < ε ,

que implicar�a em: −ε
(∗)
< an − l < ε (2.120)

e se n ≥ n2 , teremos: |bn − l| < ε ,

que implicar�a em − ε < bn − l
(∗∗)
< ε (2.121)
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Logo de�nido-se

no = max{n1 , n2} , (2.122)

para n ≥ no, teremos

n ≥ n1 e n ≥ n2 ,

assim

−ε
(∗) em (2.120)

< an − l

an

(2.118)

≤ cn

≤ cn − l

cn
(2.118)

≤ bn

≤ bn − l

(∗∗) em (2.121)
< ε ,

ou seja, − ε < cn − l < ε ,

ou, equivalentemente, |cn − l| < ε ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, que

lim
n→∞ cn = l ,

isto �e, a validade de (2.119), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 2.5.1

1. A Proposi�c~ao 2.5.1, �e conhecida como o Teorema da Comparação para

sequências num�ericas.

2. Uma sequência num�erica que tem limite zero ser�a dita infinitésimo .

Com isto a Proposi�c~ao 2.5.2, pode ser resumida como: "o produto de uma

sequência num�erica que �e um in�nit�esimo, por uma sequência num�erica li-

mitada �e uma sequência num�erica que �e um in�nit�esimo".

3. A Proposi�c~ao 2.5.3, �e conhecida como o Teorema do sanduiche ou do con-

fronto para sequências num�ericas.

Apliquemos os resultados acima ao:

Exemplo 2.5.1 Mostre que

lim
n→∞

 1

n2
+

1

(n+ 1)2
+ · · ·+ 1

(2n)2︸ ︷︷ ︸
(n+1)−parcelas

 = 0 .
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Resolução:

Para isto observemos que, para cada n ∈ N, consideremos:

cn
.
=

1

n2
+

1

(n+ 1)2
+ · · ·+ 1

(2n)2︸ ︷︷ ︸
(n+1)−parcelas

. (2.123)

Assim, para cada n ∈ N, teremos:

an
.
= 0 (2.124)

≤

(2.123)
= cn︷ ︸︸ ︷

1

n2
+

1

(n+ 1)2
+ · · ·+ 1

(2n)2︸ ︷︷ ︸
(n+1)−parcelas

n+ 1 ≥ n

n+ 2 ≥ n

. . .

2 n ≥ n


e (1.10)

≤ 1

n2
+

1

n2
+ · · ·+ 1

n2︸ ︷︷ ︸
(n+1)−parcelas

=
n+ 1

n2

=
1

n
+

1

n2

.
= bn . (2.125)

Notemos que:

lim
n→∞an

an
(2.124)

= 0
= 0 . (2.126)

Do Exemplo 2.3.2, da Proposi�c~ao 2.4.1 e da Proposi�c~ao 2.4.3, segue que

lim
n→∞bn

(2.125)
= lim

n→∞
(
1

n
+

1

n2

)
(2.50) e (2.60)

= lim
n→∞

1

n
+

(
lim
n→∞

1

n

) (
lim
n→∞

1

n

)
(2.31)
= 0+ 0 · 0 = 0 , (2.127)

ou seja, de (2.126) e (2.127), teremos:

lim
n→∞an = 0︸︷︷︸

.
=l

= lim
n→∞bn .
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Logo, da Proposi�c~ao 2.5.3 (isto �e, do Teorema do sanduiche), segue que

lim
n→∞

 1

n2
+

1

(n+ 1)2
+ · · ·+ 1

(2n)2︸ ︷︷ ︸
(n+1)−parcelas

 = lim
n→∞ cn

(2.117) e (2.119)
= lim

n→∞an (= lim
n→∞bn)

(2.127)
= 0 ,

completando a resolu�c~ao. �

Observação 2.5.2 Vale observar que no Exemplo 2.5.1 acima, não podemos apli-

car a propriedade de soma de limites, isto �e, limite da soma �e a soma dos limites,

pois o n�umero de parcelas de an aumenta, quando n aumenta.

Observemos que para:

n = 1 (duas parcelas), temos que: a1 =
1

12
+

1

22

n = 2 (três parcelas), temos que: a2 =
1

22
+

1

32
+

1

42

n = 3 (quatro parcelas), temos que: a3 =
1

32
+

1

42
+

1

52
+

1

62

e assim por diante.

Um resultado bastante importante no estudo da convergência de sequências num�ericas

�e o que relaciona limites de sequências num�ericas com limites, no in�nito, de fun�c~oes a

valores reais, de uma vari�avel real (estudado no C�alculo 1), a saber:

Proposição 2.5.4 Seja f : [1 ,∞) → R uma fun�c~ao e suponhamos que

lim
x→∞ f(x) = l ∈ R . (2.128)

Ent~ao a sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
= f(n) , para n ∈ N , (2.129)

�e convergente para l, isto �e,

lim
n→∞an = lim

x→∞ f(x) = l . (2.130)

Demonstração:

Como

lim
x→∞ f(x) = l ∈ R ,
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dado ε > 0, da De�ni�c~ao de limite no in�nito para fun�c~ao de uma vari�avel real a valores

reais, podemos encontrar R > 0, de modo que

se x ≥ R , teremos: |f(x) − l| < ε . (2.131)

Da propriedade archimediana de R (ou seja, a Proposi�c~ao 1.0.4, com a
.
= 1 e b

.
= R),

podemos encontrar no ∈ N, de modo que

no ≥ R . (2.132)

Logo

se n ≥ no

(2.132)

≥ R ,

de (2.131), teremos: | f(n)︸︷︷︸
(2.129)

= an

−l| < ε ,

ou seja, se n ≥ no ,

teremos: |an − l| < ε ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, que a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente para

l, ou seja, vale (2.130), completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 2.5.3 As Proposi�c~oes 2.5.1, 2.5.3 e 2.5.4 acima permanecem verda-

deiros se substituirmos a hip�otese

n ∈ N , por n ≥ no ,

para algum no ∈ N �xado.

Mais precisamente:

1. Para a Proposi�c~ao 2.5.1 temos: se as sequências num�ericas (an)n∈N e (bn)n∈N
s~ao convergentes para a e b, respectivamente, isto �e,

lim
n→∞an = a ,

lim
n→∞bn = b

e, para no ∈ N, temos que

an ≤ bn , para cada n ≥ no ,

(2.133)

ent~ao a ≤ b ,

isto �e, lim
n→∞an ≤ lim

n→∞bn .
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2. Para a Proposi�c~ao 2.5.3 temos: suponhamos que as sequências num�ericas

(an)n∈N e (bn)n∈N s~ao convergentes para l, ou seja,

lim
n→∞an = lim

n→∞bn = l

e a sequência num�erica (cn)n∈N satisfaz:

an ≤ cn ≤ bn , para cada n ≥ no ,

para no ∈ N �xado.

Ent~ao a sequência num�erica (cn)n∈N �e convergente para l, isto �e,

lim
n→∞ cn = l .

3. Para a Proposi�c~ao 2.5.4 temos seja f : [1 ,∞) → R uma fun�c~ao e suponhamos

que

lim
x→∞ f(x) = l ∈ R .

Ent~ao a sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
= f(n) , para n ≥ no ,

para algum no ∈ N �xado, ser�a convergente para l, isto �e,

lim
n→∞an = lim

x→∞ f(x) .

Observação 2.5.4 Como vimos anteriormente (veja a Proposi�c~ao 2.3.2) toda sequência

num�erica convergente �e limitada, mas não vale a rec��proca (veja o Exemplo 2.3.4).

A quest~ao que podemos colocar �e a seguinte: al�em de ser limitada, que �e uma

propriedade necess�aria para que uma sequência num�erica seja convergente (veja

a Proposi�c~ao 2.3.2), o que mais precisamos para garantir que a mesma seja con-

vergente ?

A seguir introduziremos uma nova classe de sequências num�ericas que nos

ajudar�a a responder essa pergunta.

2.6 Sequências numéricas monótonas

Definição 2.6.1 Diremos que uma sequência num�erica (an)n∈N �e:

1. crescente se:

an+1 ≥ an , para cada n ∈ N . (2.134)

2. decrescente se:

an+1 ≤ an , para cada n ∈ N . (2.135)
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3. estritamente crescente se:

an+1 > an , para cada n ∈ N . (2.136)

4. estritamente decrescente se

an+1 < an , para cada n ∈ N . (2.137)

Se a sequência num�erica (an)n∈N for de um dos tipos acima ela ser�a dita monótona.

Para ilustrar temos o:

Exemplo 2.6.1 A sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
= n , para cada n ∈ N , (2.138)

�e estritamente crescente (portanto mon�otona)

Resolução:

De fato, pois

an+1

(2.138)
= n+ 1

> n

(2.138)
= an , para cada n ∈ N ,

mostrando, pelo item 3. da De�ni�c~ao 2.6.1, que a equência num�erica

(an)n∈N = (n)
n∈N

�e estritamente crescente, completando a resolu�c~ao.

�
Temos tamb�em o:

Exemplo 2.6.2 A sequência num�erica (an)n∈N, onde por

an
.
=

1

n
, para cada n ∈ N , (2.139)

�e estritamente decrescente (portanto mon�otona).

Resolução:

De fato, pois

an+1

(2.139)
=

1

n+ 1
n+1>n>0 e (1.10)

<
1

n
(2.139)
= an ,
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para cada n ∈ N, mostrando, pelo item 4. da De�ni�c~ao 2.6.1, que a sequência num�erica

(an)n∈N =

(
1

n

)
n∈N

�e estritamente decrescente, completando a resolu�c~ao.

�
Um caso de sequência num�erica n~ao mon�otona �e dado pelo:

Exemplo 2.6.3 A sequência num�erica (an)n∈N, onde por

an
.
= cos(nπ) , para cada n ∈ N , (2.140)

não �e mon�otona.

Resolução:

Notemos que

an

(2.140)
= cos(nπ)

= (−1)n , para cada n ∈ N ,

que mostra que nenhuma das condi�c~oes da De�ni�c~ao 2.6.1 ocorrer�a, ou seja, a sequência

num�erica

(an)n∈N = (cos(nπ))n∈N ,

não �e mon�otona.

�
Por �m temos o:

Exemplo 2.6.4 A sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
=

1

2n
, para cada n ∈ N , (2.141)

�e estritamente decrescente (portanto mon�otona).

Resolução:

De fato, pois, como

2n+1 > 2n , para cada n ∈ N , (2.142)

(pois a fun�c~ao exponencia�c~ao �e crescente), segue que

an+1

(2.141)
=

1

2n+1

(2.142) e (1.10)
<

1

2n

(2.141)
= an ,
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para cada n ∈ N, mostrando, pelo item 4. da De�ni�c~ao 2.6.1, que a sequência num�erica

(an)n∈N =

(
1

2n

)
n∈N

�e estritamente decrescente, completando a resolu�c~ao.

�

Observação 2.6.1

1. Podemos estudar a monotonicidade de uma sequência num�erica (an)n∈N,

estudando-se o comportamento da sequência num�erica dada por:(
an+1

an

)
nn∈N

,

se

an ̸= 0 , para cada n ∈ N ,

de v�arias maneiras.

A seguir vamos elencar algumas possibilidades:

(a) Suponhamos que

an > 0 , para cada n ∈ N . (2.143)

i. Ent~ao
an+1

an

≥ 1 , para cada n ∈ N (2.144)

se, e somente se a sequência num�erica (an)n∈N �e crescente.

De fato, pois como temos (2.143) e (1.5), segue-se

an+1 ≥ an , para cada n ∈ N ,

se, e somente se,
an+1

an

≥ 1 , para cada n ∈ N .

ii. Ent~ao
an+1

an

> 1 , para cada n ∈ N (2.145)

se, e somente se a sequência num�erica (an)n∈N �e estritamente cres-

cente.

De fato, pois como temos (2.143) e (1.5), segue-se

an+1 > an , para cada n ∈ N ,

se, e somente se,
an+1

an

> 1 , para cada n ∈ N .
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iii. Ent~ao
an+1

an

≤ 1 , para cada n ∈ N (2.146)

se, e somente se a sequência num�erica (an)n∈N �e decrescente.

De fato, pois como temos (2.143) e (1.5), segue-se

an+1 ≤ an , para cada n ∈ N ,

se, e somente se,
an+1

an

≤ 1 , para cada n ∈ N .

iv. Ent~ao
an+1

an

< 1 , para cada n ∈ N (2.147)

se, e somente se a sequência num�erica (an)n∈N �e estritamente de-

crescente.

De fato, pois como temos (2.143) e (1.5), segue-se

an+1 < an , para cada n ∈ N ,

se, e somente se,
an+1

an

< 1 , para cada n ∈ N .

(b) Suponhamos agora que

an < 0 , para cada n ∈ N . (2.148)

i. Ent~ao
an+1

an

≥ 1 , para cada n ∈ N (2.149)

se, e somente se a sequência num�erica (an)n∈N �e crescente.

De fato, pois como temos (2.148) e (1.7), segue-se

an+1 ≥ an , para cada n ∈ N ,

se, e somente se,
an+1

an

≤ 1 , para cada n ∈ N .

ii. Ent~ao
an+1

an

> 1 , para cada n ∈ N (2.150)

se, e somente se a sequência num�erica (an)n∈N �e estritamente cres-

cente.

De fato, pois como temos (2.148) e (1.7), segue-se

an+1 > an , para cada n ∈ N ,

se, e somente se,
an+1

an

< 1 , para cada n ∈ N .
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iii. Ent~ao
an+1

an

≤ 1 , para cada n ∈ N (2.151)

se, e somente se a sequência num�erica (an)n∈N �e decrescente.

De fato, pois como temos (2.148) e (1.7), segue-se

an+1 ≤ an , para cada n ∈ N ,

se, e somente se,
an+1

an

≥ 1 , para cada n ∈ N .

iv. Ent~ao
an+1

an

< 1 , para cada n ∈ N (2.152)

se, e somente se a sequência num�erica (an)n∈N �e estritamente de-

crescente.

De fato, pois como temos (2.148) e (1.7), segue-se

an+1 < an , para cada n ∈ N ,

se, e somente se,
an+1

an

> 1 , para cada n ∈ N .

2. Conclusão: supondo que

an > 0 (analogamente, an < 0) , para cada n ∈ N ,

a sequência num�erica (an)n∈N ser�a mon�otona se, e somente se,

ou
an+1

an

≥ 1

(
analogamente,

an+1

an

≤ 1

)
,

ou
an+1

an

≤ 1

(
analogamente,

an+1

an

≥ 1

)
para todo n ∈ N . (2.153)

3. Podemos, quando poss��vel, estudar a monotonicidade de uma sequência num�erica

(an)n∈N, estudando-se a monotonicidade de uma fun�c~ao f : [1 ,∞) → R, onde

an
.
= f(n) , para cada n ∈ N .

Por exemplo, se a fun�c~ao f �e crescente (respectivamente, estritamente cres-

cente, decrescente, estritamente decrescente), isto �e,

f(x) ≥ f(y) (respectivamente, > , ≤ , <) , para cada x ≥ y ≥ 1 ,

ent~ao a sequência num�erica (an)n∈N,

an
.
= f(n) , para cada n ∈ N

ser�a crescente (respectivamente, estritamente crescente, decrescente, estrita-

mente decrescente).
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4. Pode ocorrer da fun�c~ao f : [1 ,∞) → R não ser uma fun�c~ao mon�otona, mas

a sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
= f(n) , para cada n ∈ N

ser mon�otona, como mostra o seguinte exemplo:

Consideremos a fun�c~ao f : [1 ,∞) → R dada por

f(x)
.
= sen(πx) , para cada x ∈ [1 ,∞) .

Ent~ao a fun�c~ao f não �e mon�otona, mas a sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
= f(n)

= sen(πn)

= 0 , para cada n ∈ N ,

�e uma sequência num�erica mon�otona, pois

an+1 = 0 ≥ 0 = an , para cada n ∈ N .

Apliquemos as ideias acima aos:

Exemplo 2.6.5 A sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
=

−n

n+ 1
, para cada n ∈ N , (2.154)

�e estritamente decrescente.

Resolução:

De fato, pois

an+1

an

(2.154)
=

−(n+ 1)

(n+ 1) + 1
−n

n+ 1

=
n+ 1

n+ 2

n+ 1

n

=
n2 + 2n+ 1

n2 + 2n

= 1+
1

n2 + 2︸ ︷︷ ︸
>0

> 1 . (2.155)

para cada n ∈ N.
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Como

an

(2.154)
=

−n

n+ 1
< 0 , , para cada n ∈ N ,

para cada n ∈ N, multiplicando-se (2.155) por an < 0, de (1.7), segue que

an+1 < an , para cada n ∈ N ,

mostrando, pelo item 4. da De�ni�c~ao 2.6.1, que a sequência num�erica (an)n∈N �e estri-

tamente decrescente, em particular, ser�a uma sequência num�erica mon�otona.

�
Temos tamb�em o:

Exemplo 2.6.6 A sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
=

2n

3n+ 2
, para cada n ∈ N , (2.156)

�e estritamente crescente.

Resolução:

De fato, pois

an+1

an

(2.156)
=

2 (n+ 1)

3 (n+ 1) + 2

2n

3n+ 2

=
2n+ 2

3n+ 5

3n+ 2

2n

=
6n2 + 10n+ 4

6n2 + 10n

= 1+
4

6n2 + 10n︸ ︷︷ ︸
>0

> 1 , (2.157)

para cada n ∈ N.
Como

an

(2.156)
=

2n

3n+ 2
> 0 , para cada n ∈ N ,

para cada n ∈ N, multiplicando-se (2.157) por an, de (1.5), segue que

an+1 > an , para cada n ∈ N ,

mostrando, pelo item 3. da De�ni�c~ao 2.6.1, que a sequência num�erica (an)n∈N �e estri-

tamente crescente, em particular, ser�a sequência num�erica mon�otona.

�
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Observação 2.6.2 Sabemos que toda sequência num�erica convergente �e limitada

(veja a Proposi�c~ao 2.3.2), mas nem toda sequência num�erica limitada �e conver-

gente (veja o Exemplo 2.3.4).

A pergunta que podemos formular �e a seguinte: que outra propriedade a sequência

num�erica poder�a ter (al�em de ser limitada), para que possamos garantir que ela

seja convergente ?

A resposta ser�a dada no:

Teorema 2.6.1 Toda sequência num�erica real, limitada e mon�otona ser�a conver-

gente em R.

Demonstração:

1. Trataremos primeiramente do caso em que a sequência num�erica (an)n∈N seja

crescente.

Como a sequência num�erica (an)N∈N �e limitada, da De�ni�c~ao 2.3.2, podemos en-

contrar M > 0, de modo que

|an| ≤ M, para cada n ∈ N ,

ou seja, −M ≤ an ≤ M, para cada n ∈ N . (2.158)

Logo o conjunto

A
.
= {an ; n ∈ N} ⊆ R , (2.159)

ser�a limitado superiormente em R (de (2.164) vemos que o n�umero real M ser�a

um limitante superior do conjunto A).

Como

A ̸= ∅, ,

por um resutado de An�alise Real, podemos encontrar

U
.
= sup(A)

(2.159)
= sup{an ; n ∈ N} ∈ R . (2.160)

A�rmamos que

lim
n→∞an = U . (2.161)

De fato, dado ε > 0, da de�ni�c~ao de supremo, como

U
(2.161)
= sup{an ; n ∈ N} ∈ R ,

podemos encontrar no ∈ N, de modo que

U− ε < ano
. (2.162)
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Como estamos supondo que a sequência num�erica (an)n∈N �e crescente

para n ≥ no, teremos:

U− ε
(2.162)
< ano

(an)n∈N �e crescente e n ≥ no

≤ an

U �e limitante superior do conjunto A

≤ U

0<ε
< U+ ε , (2.163)

ou seja,

para n ≥ no ,

teremos U− ε < an < U+ ε ,

ou ainda, |an −U| < ε , para n ≥ no .

Logo, da De�ni�c~ao 2.3.1, segue que

lim
n→∞an = U

(2.161)
= sup{an ; n ∈ N} ,

como quer��amos demonstrar.

2. Trataremos agora do caso em que a sequência num�erica (an)n∈N seja decrescente.

Como a sequência num�erica (an)N∈N �e limitada, da De�ni�c~ao 2.3.2, podemos en-

contrar M > 0, de modo que

|an| ≤ M, para cada n ∈ N ,

ou seja, −M ≤ an ≤ M, para cada n ∈ N . (2.164)

Logo o conjunto

B
.
= {an ; n ∈ N} , (2.165)

ser�a limitado inferiormente em R (de (2.164) vemos que o n�umero real −M ser�a

um limitante inferior do conjunto B).

Como

B ̸= ∅ ,

por um resutado de An�alise Real, podemos encontrar

L
.
= inf(B)

(2.165)
= inf{an ; n ∈ N} ⊆ R . (2.166)
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A�rmamos que

lim
n→∞an = L .

De fato, dado ε > 0, da de�ni�c~ao de ��n�mo, como

L
(2.166)
= inf{an ; n ∈ N} ∈ R ,

podemos encontrar no ∈ N, de modo que

ano
< L+ ε . (2.167)

Como estamos supondo que a sequência num�erica (an)n∈N �e decrescente

para n ≥ no, teremos:

L+ ε
(2.167)
> ano

(an)n∈N �e decrescente e n ≥ no

≥ an

L �e limitante inferior do conjunto B

≥ L

0<ε
< L− ε , (2.168)

ou seja,

para n ≥ no ,

teremos L− ε < an < L+ ε ,

ou ainda |an − L| < ε , para n ≥ no .

Logo, da De�ni�c~ao 2.3.1, segue que

lim
n→∞an = L

(2.166)
= inf{an ; n ∈ N} ,

como quer��amos demonstrar.

�

Observação 2.6.3

1. O item 1. da demonstra�c~ao Teorema 2.6.1 acima, "nos diz" que se uma

sequência (an)n∈N �e crescente e limitada, ent~ao ela ser�a convergente para

algum U ∈ R.

Al�em disso, teremos

lim
n→∞an = U = sup{an ; n ∈ N} . (2.169)
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2. O item 2 da demonstra�c~ao Teorema 2.6.1 acima, "nos diz" que se uma

sequência num�erica (an)n∈N �e decrescente e limitada, ent~ao ela ser�a conver-

gente para algum L ∈ R.

Al�em disso, teremos

lim
n→∞an = L = sup{an ; n ∈ N} . (2.170)

3. O resultado acima nos d�a uma condi�c~ao su�ciente (mas não necess�aria) para

que uma sequência num�erica real limitada, seja convergente em R, a saber,

que ela seja mon�otona.

Notemos que a sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
=

(−1)n

n
, para cada n ∈ N (2.171)

não �e mon�otona mas �e convergente para zero.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Apliquemos as ideias acima aos:

Exemplo 2.6.7 Mostre que a sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
=

2n

n!
, para cada n ∈ N , (2.172)

�e convergente para zero, isto �e,

lim
n→∞

2n

n!
= 0 .

Resolução:

Para garantir a convergência em R, da sequência num�erica (an)n∈N, mostremos que

ela �e uma sequência num�erica limitada e mon�otona.

Com isto, pelo Teorema 2.6.1, segue que ela ser�a convergente em R.
Ap�os isto, mostraremos que o valor do seu limite �e zero.

1. Mostremos que a sequência num�erica (an)n∈N �e decrescente.

De fato, notemos que, para cada n ∈ N, temos:

an+1

an

(2.172)
=

2n+1

(n+ 1)!
2n

n!

=
2n+1 n!

2n (n+ 1)!

= 2
1

n+ 1
n+1≥2 e (1.10)

≤ 2
1

2
= 1 . (2.173)
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Como

an

(2.172)
=

2n

n!
> 0 , para cada n ∈ N , (2.174)

mutiplicando (2.173) por an > 0, de (1.5), segue que

an+1 ≤ an , para cada n ∈ N , (2.175)

ou seja, a sequência num�erica �e decrescente (em particular, mon�otona).

2. Mostremos que a sequência num�erica (an)n∈N �e limitada.

Do item 1. acima, temos que a sequência num�erica (an)n∈N �e decrescente.

Por outro lado,

an

(2.174)
> 0 , para cada n ∈ N ,

seque que − 2 ≤ 0 < an

(2.175)

≤ a1

(2.172) com n=1
= 2 , para cada n ∈ N ,

em particular, |an| ≤ 2 , para cada n ∈ N .

Portanto a sequência num�erica (an)n∈N �e limitada.

Logo, do Teorema (2.6.1), segue que a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente em

R, ou seja, existe L ∈ R, tal que
L

.
= lim

n→∞an . (2.176)

Portanto, teremos

L = lim
n→∞an

(2.172)
= lim

n→∞
2n

n!

= lim
n→∞

[
2

n

2n−1

(n− 1)!

]
(2.172)
= lim

n→∞
[
2

n
an−1

]
. (2.177)

Mas

lim
n→∞an−1

(2.176)
= L (2.178)

e

lim
n→∞

2

n

(2.60)
=

(
lim
n→∞ 2

) (
lim
n→∞

1

n

)
(2.27) e (2.30)

= 2 · 0
= 0 . (2.179)
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Logo, da Proposi�c~ao 2.4.3 , de (2.178), (2.179) e (2.177), segue que

L
(2.177)
= lim

n→∞
[
2

n
an−1

]
(2.60)
=

[
lim
n→∞

2

n

] [
lim
n→∞an−1

]
(2.179) e (2.178)

= 0 · L
= 0 ,

ou seja,

L = 0 ,

ou ainda, lim
n→∞

2n

n!
= 0 ,

mostrando que a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente para zero, completando a

resolu�c~ao.

�
Temos tamb�em o:

Exemplo 2.6.8 Mostre que a sequência num�erica (an)n∈N, onde

a1
.
=

√
2 ,

a2
.
=

√
2
√
2 ,

...

an
.
=

√
2an−1 , para cada n ∈ N , (2.180)

�e convergente para 2, isto �e,

lim
n→∞an = 2 .

Resolução:

Para garantir a convergência em R, da sequência num�erica (an)n∈N, mostremos que

ela �e uma sequência num�erica limitada e mon�otona.

Logo, pelo Teorema 2.6.1, segue que ela ser�a convergente em R.
Ap�os isto, mostraremos que o valor do seu limite �e igual a 2.

1. Mostremos que a sequência num�erica (an)n∈N �e limitada.

Na verdade, mostraremos que

0 < an ≤ 2 , para cada n ∈ N , (2.181)

que implicar�a, em particular, que

|an| ≤ 2 , para cada n ∈ N ,
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ou seja, a sequência num�erica (an)n∈N ser�a limitada.

Para mostrar (2.181), utilizaremos indução matemática, isto �e, precisaremos

mostrar que:

(a) a propriedade (2.181) �e v�alida para n = 1;

(b) se a propriedade (2.181) for v�alida para n = k−1, ela ser�a v�alida para n = k.

Notemos que a propriedade (2.181) �e v�alida para n = 1, pois

0 < a1

(2.180)
=

√
2 ≤ 2 ,

ou seja, vale o item (1a) acima.

Al�em disso, se a propriedade (2.181) for v�alida para n = k− 1, teremos:

0 < ak−1 ≤ 2 . (2.182)

Mas

0 < ak

(2.180)
=

√√√√2 ak−1︸︷︷︸
(2.182)

≤ 2

√
�e uma fun�c~ao crescente

≤
√
2 · 2 = 2 ,

mostrando a propriedade (2.181) ser�a v�alida para n = k, isto �e, vale (1b) acima.

Assim segue, da indu�c~ao matem�atica, que (2.181) �e verdadeira para todo n ∈ N,
em particular, a sequência num�erica (an)n∈N �e limitada.

2. Mostremos que a sequência num�erica (an)n∈N �e crescente.

Para isto observemos que, para cada n ∈ N, teremos:

an+1

an

(2.180)
=

√
2 an

an

(1.21)
=

√
2
√
an

(
√
an)

2

=

√
2√
an︸︷︷︸

(2.181)

≤
√
2

(1.10)

≥
√
2√
2
= 1 , (2.183)
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Como

an

(2.180)
=
> 0 , para cada n ∈ N ,

multiplicando-se (2.181) por an > 0, de (1.5), segue que

an+1 ≥ an , para cada n ∈ N ,

ou seja, a sequência num�erica (an)n∈N �e crescente (em particular, mon�otona).

Logo, do Teorema (2.6.1), segue que a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente em

R.
Seja

U
.
= lim

n→∞an . (2.184)

Ent~ao

U
(2.184)
= lim

n→∞an

(2.180)
= lim

n→∞
√
2an−1

(2.105)
=

√
lim
n→∞(2an−1)

(2.60)
=

√(
lim
n→∞ 2

) (
lim
n→∞an−1

)
(2.27) e (2.184)

=
√
2U

ou seja, U2 = 2U .

Com isto poderemos ter as seguintes �unicas possibildades:

U = 0 ,

ou U = 2 .

Notemos que

L = 0 ,

n~ao poder�a ocorrer pois a sequência num�erica (an)n∈N �e crescente, assim teremos

an ≥ a1 =
√
2 > 0 .

Portanto deveremos ter

L = 2 ,

isto �e,

lim
n→∞an = 2 ,

mostrando que a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente para 2, completando a

resolu�c~ao.

�



56 CAP�ITULO 2. SEQUÊNCIAS NUM�ERICAS REAIS

Observação 2.6.4 Observemos que na sequência num�erica do Exemplo 2.6.8 acima,

temos

a1 = 2
1
2 ,

a2 = 2
1
2 · 2

1
4 = 2

1
2
+ 1

4 ,

a3 = 2
1
2 · 2

1
4 · 2

1
8 = 2

1
2
+ 1

4
+ 1

8 ,

...

an = 2
1
2
+ 1

4
+···+ 1

2n , , para cada n ∈ N .

Como
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · ·

�e uma P.G. (progress~ao geom�etrica) de raz~ao

r
.
=

1

2
, (2.185)

cujo primeiro termo �e

a1
.
=

1

2
, (2.186)

sabemos que a soma da mesma ser�a igual a

a1

1− r

(2.185) e (2.186)
=

1

2

1−
1

2

= 1 .

Logo �e natural que

lim
n→∞an = 21 = 2 ,

como vimos no Exemplo 2.6.8.

Temos tamb�em o:

Exemplo 2.6.9 Mostremos que a sequência num�erica (an)n∈N, onde

a1
.
=

√
2 ,

a2
.
=

√
2+

√
2 ,

...

an
.
=

√
2+ an−1 , para cada n ∈ N , (2.187)

�e convergente para 2, isto �e,

lim
n→∞an = 2 .
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Resolução:

Para garantir a convergência em R, da sequência num�erica (an)n∈N, mostremos que

ela �e uma sequência num�erica limitada e mon�otona.

Logo, pelo Teorema 2.6.1, segue que ela ser�a convergente em R.
Ap�os isto, mostraremos que o valor do seu limite �e igual a 2.

1. Mostremos que a sequência num�erica (an)n∈N �e crescente, isto �e,

an ≤ an+1 , para cada n ∈ N . (2.188)

Para isso usaremos indu�c~ao matem�atica, ou seja, mostraremos que:

(a) a propriedade �e v�alida para n = 1

e

(b) se a propriedade for v�alida para n = k−1, ent~ao ela tamb�em ser�a v�alida para

n = k.

Notemos que

a1

(2.187)
=

√
2

2≤2+
√
2 e

√
�e crescente

≤
√
2+

√
2

(2.187)
= a2 ,

portanto: a1 ≤ a2 ,

ou seja, vale a propriedade (2.188) para n = 1, isto vale (1a).

Suponhamos que a propriedade for v�alida para n = k− 1, isto �e,

ak−1 ≤ ak . (2.189)

Com isto, teremos:

ak

(2.187)
=

√√√√2+ ak−1︸︷︷︸
(2.189)

≤ ak

√
�e crescente

≤
√

2+ ak

(2.187)
= ak+1 ,

mostrando que a propriedade ser�a v�alida para n = k, ou seja, vale (1b).

Assim, segue da indu�c~ao matem�atica, que (2.188) vale para todo n ∈ N, ou seja,

a sequência num�erica (an)n∈N �e crescente.



58 CAP�ITULO 2. SEQUÊNCIAS NUM�ERICAS REAIS

2. Mostremos que a sequência num�erica (an)n∈N satisfaz

0 < an ≤ 2 , para cada n ∈ N , (2.190)

em particular, a sequência num�erica (an)n∈N ser�a limitada.

Para isso usaremos, novamente, indu�c~ao matem�atica para mostrar (2.190), ou seja,

mostremos que

(a) a propriedade �e v�alida para n = 1.

e

(b) se a propriedade for v�alida para n = k− 1, ent~ao ela ser�a v�alida para n = k.

Notemos que a propriedade �e v�alida para n = 1, pois

0 < a1

(2.187)
=

√
2 ≤ 2 ,

ou seja, vale (2a).

Observemos tamb�em que, se a propriedade for v�alida para n = k− 1, isto �e, se

0 < ak−1 ≤ 2 , (2.191)

ent~ao ela ser�a v�alida para n = k.

De fato, pois

ak

(2.187)
=

√
2+ ak−1

(2.191) e
√

�e crescente

≤
√
2+ 2

= 2 ,

mostrando que a propriedade �e v�alida para n = k, ou seja, vale 2b.

Assim, do processo de indu�c~ao matem�atica, segue que vale (2.190), em particular,

a sequência num�erica (an)n∈N �e limitada.

Logo, do Teorema 2.6.1, segue que a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente em

R.
Seja

L
.
= lim

n→∞an . (2.192)
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Ent~ao

L = lim
n→∞an

(2.187)
= lim

n→∞
√

2+ an−1

(2.105)
=

√
lim
n→∞ (2+ an−1)

(2.50)
=

√√√√√
(
lim
n→∞ 2

)
︸ ︷︷ ︸

(2.27)
= 2

+
(
lim
n→∞an−1

)
︸ ︷︷ ︸

(2.192)
= L

=
√
2+ L ,

ou seja, L2 = 2+ L ,

ou seja, temos as seguintes possibilidades:

L = −1 , ou L = 2 .

Observemos que

L = −1

n~ao poder�a ocorrer, pois a sequência num�erica (an)n∈N �e crescente, assim

an ≥ a1

(2.187)
=

√
2 > 0 .

Portanto, deveremos ter

L = 2 ,

ou seja,

lim
n→∞an = 2 ,

mostrando que a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente para 2, completando a

resolu�c~ao.

�
Alguns tipos de a sequências num�ericas que s~ao divergentes, podem ser importantes,

como veremos a seguir.

2.7 Sequências numéricas divergentes para ±∞
Inciaremos com a:

Definição 2.7.1 Diremos que uma sequência num�erica (an)n∈N divergente para +∞,

se dado K > 0, podemos encontrar no ∈ N, de modo que

para n ≥ no ,

temos an ≥ K . (2.193)



60 CAP�ITULO 2. SEQUÊNCIAS NUM�ERICAS REAIS

Neste caso escreveremos

lim
n→∞an = ∞ . (2.194)

De modo semelhante temos a:

Definição 2.7.2 Diremos que uma sequência num�erica (an)n∈N divergente para −∞,

se dado K > 0, podemos encontrar no ∈ N, de modo que

para n ≥ no ,

temos an ≤ −K . (2.195)

Neste caso escreveremos

lim
n→∞an = −∞ . (2.196)

Para ilustrar temos o:

Exemplo 2.7.1 A sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
= n , para cada n ∈ N , (2.197)

�e uma sequência num�erica divergente para ∞, isto �e,

lim
n→∞n = ∞ . (2.198)

Resolução:

De fato, dado K > 0, pela propriedade archimediana (isto �e, a Proposi�c~ao 1.0.4, com

a
.
= 1 e b

.
= K) podemos encontrar no ∈ N, tal que

no ≥ K . (2.199)

Logo,

para n ≥ no , (2.200)

teremos

an

(2.197)
= n

(2.200)

≥ no

(2.199)

≥ K ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.1, que

lim
n→∞an = ∞ ,

isto �e, vale (2.198), completando a resolu�c~ao.

�
Temos tamb�em o:
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Exemplo 2.7.2 A sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
=

1− n3

1+ n2
, para cada n ∈ N (2.201)

�e uma sequência num�erica divergente para −∞, isto �e,

lim
n→∞

1− n3

1+ n2
= −∞ , (2.202)

Resolução:

De fato, dado K > 0, pela propriedade archimediana (isto �e, a Proposi�c~ao 1.0.4, com

a
.
= 1 e b

.
= K+ 1) podemos encontrar no ∈ N, tal que

no > K+ 1

que, de (1.7) e (1.3), �e equivalente a: 1− no < −K . (2.203)

Desta forma:

para n ≥ no (2.204)

de (1.7) e (1.3), teremos:

1− n ≤ 1− no , (2.205)

e assim, segue que:

an

(2.201)
=

1− n3

1+ n2

1≤n2 e (1.6)
< n21− n3

1+ n2

=
n2 − n3

1+ n2

n2+1≥n2≥1 e (1.10)
<

n2 − n3

n2

=
n2(1− n)

n2

n2>0
< 1− n

(2.205)
< 1− no

(2.203)
< −K,

(2.206)

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.2, que

lim
n→∞an = −∞ ,

isto �e, vale (2.202), completando a resolu�c~ao.

�
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Observação 2.7.1

1. Notemos que, se a sequência num�erica (an)n∈N �e crescente e n~ao �e limitada

superiormente, ent~ao ela ser�a divergente para ∞ isto �e,

lim
n→∞an = ∞ .

De fato, pois se (an)n∈N fosse convergente, deveria ser limitada, em particu-

lar, limitada superiormente, contrariando a hip�otese.

2. De modo semelhante, se a sequência num�erica (an)n∈N �e decrescente e n~ao �e

limitada inferiormente, ent~ao ela ser�a divergente para −∞ isto �e,

lim
n→∞an = −∞ .

De fato, pois se (an)n∈N fosse convergente, deveria ser limitada, em paritular,

limitada superiormente, contrariando a hip�otese.

3. Outra classe de a sequências num�ericas que n~ao ser~ao alvo de nosso estudo

�e a classe formada pelas sequências num�ericas que s~ao oscilatórias, ou seja,

sequências num�ericas que n~ao s~ao sequências num�ericas convergentes, nem

divergentes para ∞ ou −∞.

Por exemplo, a sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
= (−1)n , para cada n ∈ N ,

n~ao �e nem convergente, nem divergente para ∞ ou −∞, ou seja, �e uma

sequência num�erica oscilat�oria.

2.8 Propriedades de sequências numéricas divergen-

tes

Temos um teorema da compara�c~ao para sequência num�erica divergentes para ∞ (res-

pectivamente, −∞), a saber:

Teorema 2.8.1 Suponhamos que as a sequências num�ericas (an)n∈N, (bn)n∈N sa-

tisfazem:

an ≤ bn , para cada n ∈ N . (2.207)

Ent~ao:

1. Se

lim
n→∞an = ∞ ,

deveremos ter: lim
n→∞bn = ∞ . (2.208)
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2. Por outro lado, se

lim
n→∞bn = −∞ ,

deveremos ter: lim
n→∞an = −∞ . (2.209)

Demonstração:

De 1. :

Como

lim
n→∞an = ∞ ,

dado K > 0, pela De�ni�c~ao 2.7.1, podemos encontrar no ∈ N, tal que

para n ≥ no

teremos an ≥ K . (2.210)

Assim,

se n ≥ no ,

segue que: bn

(2.207)

≥ an

(2.210)

≥ K ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.1, que

lim
n→∞bn = ∞ ,

completando a demonstra�c~ao do item 1. .

De 2. :

Como

lim
n→∞bn = −∞ ,

dado K > 0, pela De�ni�c~ao 2.7.2, podemos encontrar no ∈ N, tal que

para n ≥ no

teremos bn ≥ −K . (2.211)

Assim,

se n ≥ no ,

segue que: an

(2.207)

≤ bn

(2.211)

≤ −K ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.2, que

lim
n→∞an = −∞ ,

completando a demonstra�c~ao do item 2. e da Proposi�c~ao .

�
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2.9 Operações com sequências numéricas divergentes

Temos tamb�em o:

Teorema 2.9.1 Suponhamos que as a sequências num�ericas (an)n∈N, (bn)n∈N, (cn)n∈N,

(dn)n∈N, (en)n∈N, (fn)n∈N e (gn)n∈N, satisfazem:

lim
n→∞an = ∞ , (2.212)

lim
n→∞bn = ∞ , (2.213)

lim
n→∞ cn = −∞ , (2.214)

lim
n→∞dn = −∞ , (2.215)

lim
n→∞ en = e > 0 (2.216)

lim
n→∞ fn = f < 0 . (2.217)

e lim
n→∞gn = g ∈ R . (2.218)

Ent~ao:

1. a sequência

(an)n∈N + (bn)n∈N

(2.9)
= (an + bn)n∈N

ser�a divergente para ∞, ou seja,

lim
n→∞(an + bn) = ∞ . (2.219)

2. a sequência

(cn)n∈N + (dn)n∈N

(2.9)
= (cn + dn)n∈N

ser�a divergente para −∞, ou seja,

lim
n→∞(cn + dn) = −∞ . (2.220)

3. a sequência

(an)n∈N · (bn)n∈N

(2.14)
= (an bn)n∈N

ser�a divergente para ∞, ou seja,

lim
n→∞(an bn) = ∞ . (2.221)

4. a sequência

(an)n∈N · (cn)n∈N

(2.14)
= (an cn)n∈N

ser�a divergente para −∞, ou seja,

lim
n→∞(an cn) = −∞ . (2.222)
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5. a sequência

(cn)n∈N · (dn)n∈N

(2.14)
= (cn dn)n∈N

ser�a divergente para ∞, ou seja,

lim
n→∞(cn dn) = ∞ . (2.223)

6. a sequência

(an)n∈N + (gn)n∈N

(2.9)
= (an + gn)n∈N

ser�a divergente para ∞, ou seja,

lim
n→∞(an + gn) = ∞ . (2.224)

7. a sequência

(cn)n∈N + (gn)n∈N

(2.9)
= (cn + gn)n∈N

ser�a divergente para −∞, ou seja,

lim
n→∞(cn + gn) = −∞ . (2.225)

8. a sequência

(an)n∈N · (en)n∈N

(2.14)
= (an en)n∈N

ser�a divergente para ∞, ou seja,

lim
n→∞(an en) = ∞ . (2.226)

9. a sequência

(an)n∈N · (fn)n∈N

(2.14)
= (an fn)n∈N

ser�a divergente para −∞, ou seja,

lim
n→∞(an fn) = −∞ . (2.227)

10. a sequência

(cn)n∈N · (en)n∈N

(2.14)
= (cn en)n∈N

ser�a divergente para −∞, ou seja,

lim
n→∞(cn en) = −∞ . (2.228)

11. a sequência

(cn)n∈N · (fn)n∈N

(2.14)
= (cn fn)n∈N

ser�a divergente para ∞, ou seja,

lim
n→∞(cn fn) = ∞ . (2.229)
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12. Se

an ̸= 0 , para n ∈ N , (2.230)

temos que a sequência
1

(an)n∈N

(2.17)
=

(
1

an

)
n∈N

ser�a convergente para 0, ou seja,

lim
n→∞

1

an

= 0 . (2.231)

13. Se

bn ̸= 0 , para n ∈ N , (2.232)

temos que a sequência
1

(bn)n∈N

(2.17)
=

(
1

bn

)
n∈N

ser�a convergente para 0, ou seja,

lim
n→∞

1

bn

= 0 . (2.233)

Demonstração:

Do item 1. :

Como

lim
n→∞an = ∞

e lim
n→∞bn = ∞ ,

dado K > 0, pela De�ni�c~ao 2.7.1, podemos encontrar n1 , n2 ∈ N, tal que

para n ≥ n1 ,

teremos an ≥ K

2
(2.234)

e para n ≥ n2 ,

teremos bn ≥ K

2
. (2.235)

Consideremos

no
.
= max{n1 , n2} . (2.236)
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Assim,

se n ≥ no ,

de (2.236), segue que: n ≥ n1 e n ≥ n2 ,

e assim, de (2.234) e (2.235), teremos: an + bn

(1.4)

≥ K

2
+

K

2

= K ,

ou seja, para n ≥ no, teremos: an + bn ≥ K ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.1, que

lim
n→∞(an + bn) = ∞ ,

completando a demonstra�c~ao do item 1. .

Do item 2. :

Como

lim
n→∞ cn = −∞

e lim
n→∞dn = −∞ ,

dado K > 0, pela De�ni�c~ao 2.7.2, podemos encontrar n1 , n2 ∈ N, tal que

para n ≥ n1 ,

teremos an ≤ −
K

2
(2.237)

e para n ≥ n2 ,

teremos bn ≤ −
K

2
. (2.238)

Consideremos

no
.
= max{n1 , n2} . (2.239)

Assim,

se n ≥ no ,

de (2.239), segue que: n ≥ n1 e n ≥ n2 ,

e assim, de (2.237) e (2.238), teremos: an + bn

(1.4)

≤ −
K

2
+

(
−
K

2

)
= −K ,

ou seja, para n ≥ no, teremos: an + bn ≤ −K ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.2, que

lim
n→∞(cn + dn) = −∞ ,
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completando a demonstra�c~ao do item 2. .

Do item 3. :

Como

lim
n→∞an = ∞

e lim
n→∞bn = ∞ ,

dado K > 0, pela De�ni�c~ao 2.7.1, podemos encontrar n1 , n2 ∈ N, tal que

para n ≥ n1 ,

teremos an ≥
√
K > 0 (2.240)

e para n ≥ n2 ,

teremos bn ≥
√
K > 0 . (2.241)

Consideremos

no
.
= max{n1 , n2} . (2.242)

Assim,

se n ≥ no ,

de (2.242), segue que: n ≥ n1 e n ≥ n2 ,

e assim, de (2.240) e (2.241), teremos: an · bn

(1.5)

≥
√
K
√
K

=
√
K2

(1.11)
= |K|

K>0
= K ,

ou seja, para n ≥ no, teremos: an · bn ≥ K ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.1, que

lim
n→∞(an · bn) = ∞ ,

completando a demonstra�c~ao do item 3. .

Do item 4. :

Como

lim
n→∞an = ∞

e lim
n→∞ cn = −∞ ,
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dado K > 0, pelas De�ni�c~ao 2.7.1 e De�ni�c~ao 2.7.2, podemos encontrar n1 , n2 ∈ N, tal
que

para n ≥ n1 ,

teremos an ≥
√
K > 0 (2.243)

e para n ≥ n2 ,

teremos cn ≤ −
√
K < 0 . (2.244)

Consideremos

no
.
= max{n1 , n2} . (2.245)

Assim,

se n ≥ no ,

de (2.245), segue que: n ≥ n1 e n ≥ n2 ,

e assim, de (2.243) e (2.244), teremos: an · cn
(1.8)

≤ −
√
K
√
K

= −
√

K2 ,

(1.11)
= −|K| ,

K>0
= −K ,

= −K ,

ou seja, para n ≥ no, teremos: an · cn ≤ −K ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.2, que

lim
n→∞(an · cn) = −∞ ,

completando a demonstra�c~ao do item 4. .

Do item 5. :

Como

lim
n→∞ cn = −∞

e lim
n→∞dn = −∞ ,

dado K > 0, pela De�ni�c~ao 2.7.2, podemos encontrar n1 , n2 ∈ N, tal que

para n ≥ n1 ,

teremos cn ≤ −
√
K < 0 (2.246)

e para n ≥ n2 ,

teremos dn ≤ −
√
K < 0 . (2.247)
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Consideremos

no
.
= max{n1 , n2} . (2.248)

Assim,

se n ≥ no ,

de (2.248), segue que: n ≥ n1 e n ≥ n2 ,

e assim, de (2.246) e (2.247), teremos: cn · dn

(1.8)

≥ (−
√
K) (−

√
K)

=
√

K2 ,

(1.11)
= |K| ,

K>0
= K ,

ou seja, para n ≥ no, teremos: cn · dn ≥ K ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.1, que

lim
n→∞(cn · dn) = ∞ ,

completando a demonstra�c~ao do item 5. .

Do item 6. :

Como a sequência num�erica (gn)n∈N �e convergente (veja (2.218)), da Proposi�c~ao 2.3.2,

ou seja, (veja a De�ni�c~ao 2.3.2), podemos encontrar M > 0, de modo que

|gn| ≤ M, para todo n ∈ N ,

ou ainda, −M ≤ gn ≤ M, para todo n ∈ N . (2.249)

Dado, K > 0, consideremos

K ′ .
= K+M > 0 . (2.250)

Como lim
n→∞an = ∞ ,

pela De�ni�c~ao 2.7.1, podemos encontrar no ∈ N, tal que

para n ≥ no ,

teremos an ≥ K ′

(2.250)
= K+M. (2.251)

Logo

para n ≥ no ,

teremos:

an + gn

(2.250) e (2.249)

≥ (K+M) −M

= K ,

ou seja, an + gn ≥ K , para todo n ≥ no ,
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mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.1, que

lim
n→∞(an + gn) = ∞ ,

completando a demonstra�c~ao do item 6. .

Do item 7. :

Como a sequência num�erica (gn)n∈N �e convergente (veja (2.218)), da Proposi�c~ao 2.3.2,

ou seja, (veja a De�ni�c~ao 2.3.2), podemos encontrar M > 0, de modo que

|gn| ≤ M, para todo n ∈ N ,

ou ainda, −M ≤ gn ≤ M, para todo n ∈ N . (2.252)

Dado, K > 0, consideremos

K ′ .
= K+M > 0 . (2.253)

Como lim
n→∞ cn = −∞ ,

pela De�ni�c~ao 2.7.2, podemos encontrar no ∈ N, tal que

para n ≥ no ,

teremos cn ≤ −K ′

(2.250)
= −(K+M) . (2.254)

Logo

para n ≥ no ,

teremos:

cn + gn

(2.254) e (2.252)

≤ −(K+M) +M

= −K ,

ou seja, cn + gn ≤ −K , para todo n ≥ no ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.2, que

lim
n→∞(cn + gn) = −∞ ,

completando a demonstra�c~ao do item 7. .

Do item 8. :

Dado, K > 0, como

lim
n→∞an = ∞

e lim
n→∞ en = e > 0 ,
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considerando-se

K ′ .
=

2K

e
> 0 , (2.255)

e ε
.
=

e

2

(2.216)
> 0 , (2.256)

pelas De�ni�c~ao 2.7.1 e De�ni�c~ao 2.3.1 , podemos encontrar n1 , n2 ∈ N, tal que

para n ≥ n1 ,

teremos an ≥ K ′

(2.255)
=

2K

e
(2.257)

e para n ≥ n2 ,

teremos |en − e| < ε
(2.256)
=

e

2
. (2.258)

Notemos que, para n ≥ n2, de (2.259), segue que

−
e

2
< en − e <

e

2
,

ou seja, −
e

2
+ e︸ ︷︷ ︸

= e
2

< en < e+
e

2
,

ou ainda,
e

2
< en <

3e

2
,

em particular, temos: 0
(2.216)
<

e

2
< en . (2.259)

Consideremos

no
.
= max{n1 , n2} . (2.260)

Assim,

se n ≥ no ,

de (2.266), segue que: n ≥ n1 e n ≥ n2 ,

e assim, de (2.257) e (2.259), teremos: an · en
(1.6)

≥ 2K

e

e

2

= K ,

ou seja, para n ≥ no, teremos: an · en ≥ K ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.1, que

lim
n→∞(an · en) = ∞ ,

completando a demonstra�c~ao do item 8. .
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Do item 9. :

Dado, K > 0, como

lim
n→∞an = ∞

e lim
n→∞ fn = f < 0 ,

considerando-se

K ′ .
=

2K

|f|
> 0 , (2.261)

e ε
.
=

|f|

2

(2.217)
> 0 , (2.262)

pelas De�ni�c~ao 2.7.1 e De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar n1 , n2 ∈ N, tal que

para n ≥ n1 ,

teremos an ≥ K ′

(2.255)
=

2K

|f|
(2.263)

e para n ≥ n2 ,

teremos |fn − f| < ε
(2.262)
=

|f|

2
. (2.264)

Notemos que, para n ≥ n2, de (2.264), segue que

−
|f|

2
< fn − f <

|f|

2
,

ou seja, −
|f|

2
+ f︸ ︷︷ ︸

|f|
(2.217)

= −f
= − 3 f

2

< fn < f+
|f|

2︸ ︷︷ ︸
|f|

(2.217)
= −f
= f

2

,

ou ainda,
3 f

2
< fn <

f

2
,

em particular, temos: fn <
f

2

(2.217)
< 0 . (2.265)

Consideremos

no
.
= max{n1 , n2} . (2.266)

Assim,

se n ≥ no ,

de (2.266), segue que: n ≥ n1 e n ≥ n2 ,

e assim, de (2.263) e (2.265), teremos: an · fn
(1.7)

≤ 2K

|f|

f

2

f
|f|

(2.217)
= −1

= −K ,

ou seja, para n ≥ no, teremos: an · fn ≤ −K ,
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mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.2, que

lim
n→∞(an · fn) = −∞ ,

completando a demonstra�c~ao do item 9. .

Do item 10. :

Dado, K > 0, como

lim
n→∞ cn = −∞

e lim
n→∞ en = e > 0 ,

considerando-se

K ′ .
=

2K

e
> 0 , (2.267)

e ε
.
=

e

2

(2.216)
> 0 , (2.268)

pelas De�ni�c~ao 2.3.1 e De�ni�c~ao 2.7.2, podemos encontrar n1 , n2 ∈ N, tal que

para n ≥ n1 ,

teremos cn ≤ −K ′

(2.267)
= −

2K

e
(2.269)

e para n ≥ n2 ,

teremos |en − e| < ε
(2.268)
=

e

2
. (2.270)

Notemos que, para n ≥ n2, de (2.270), segue que

−
e

2
< en − e <

e

2
,

ou seja, −
e

2
+ e︸ ︷︷ ︸

= e
2

< fn <
3e

2
,

ou ainda,
e

2
< en <

3e

2
,

em particular, temos: 0
(2.216)
<

e

2
< en . (2.271)

Consideremos

no
.
= max{n1 , n2} . (2.272)
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Assim,

se n ≥ no ,

de (2.272), segue que: n ≥ n1 e n ≥ n2 ,

e assim, de (2.269) e (2.271), teremos: cn · en
(1.7)

≤ −
2K

e

e

2

= −K ,

ou seja, para n ≥ no, teremos: cn · en ≤ −K ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.2, que

lim
n→∞(cn · en) = −∞ ,

completando a demonstra�c~ao do item 10. .

Do item 11. :

Dado, K > 0, como

lim
n→∞ cn = −∞

e lim
n→∞ fn = f < 0 ,

considerando-se

K ′ .
=

2K

3 |f|
> 0 , (2.273)

e ε
.
=

|f|

2

(2.217)
> 0 , (2.274)

pelas De�ni�c~ao 2.7.2 e De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar n1 , n2 ∈ N, tal que

para n ≥ n1 ,

teremos cn ≤ −K ′

(2.273)
= −

2K

3 |f|
(2.275)

e para n ≥ n2 ,

teremos |fn − f| < ε
(2.274)
=

|f|

2
. (2.276)
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Notemos que, para n ≥ n2, de (2.276), segue que

−
|f|

2
< fn − f <

|f|

2
,

ou seja, −
|f|

2
+ f < fn < −

|f|

2
+ f︸ ︷︷ ︸

(2.217)

=−
(−f)
2

+f= 3 f
2

,

ou ainda,
f

2
< fn <

3 f

2
,

em particular, temos: fn <
3 f

2

(2.217)
< 0 . (2.277)

Consideremos

no
.
= max{n1 , n2} . (2.278)

Assim,

se n ≥ no ,

de (2.278), segue que: n ≥ n1 e n ≥ n2 ,

e assim, de (2.275) e (2.277), teremos: cn · en
(1.8)

≥
(
−
2K

3 |f|

) (
3 f

2

)
=

−f|

|f|︸︷︷︸
(2.217)

= 1

K

= −K ,

ou seja, para n ≥ no, teremos: en · fn ≥ K ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.1, que

lim
n→∞(en · fn) = ∞ ,

completando a demonstra�c~ao do item 11. .

Do item 12. :

Dado, ε > 0, como

lim
n→∞an = ∞

considerando-se

K
.
=

1

ε
> 0 , (2.279)
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pela De�ni�c~ao 2.7.1, podemos encontrar no ∈ N, tal que

para n ≥ no ,

teremos an ≥ K

(2.279)
=

1

ε
> 0 . (2.280)

Logo

se n ≥ no ,

teremos,∣∣∣∣ 1an

− 0

∣∣∣∣ an

(2.280)
> 0
=

1

an

(2.280) e (1.10)

≤ 1
1
ε

ε ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, que

lim
n→∞

1

an

= 0 ,

completando a demonstra�c~ao do item 12. .

Do item 13. :

Dado, ε > 0, como

lim
n→∞bn = −∞

considerando-se

K
.
=

1

ε
> 0 , (2.281)

pela De�ni�c~ao 2.7.2, podemos encontrar no ∈ N, tal que

para n ≥ no ,

teremos bn ≤ −K

(2.281)
= −

1

ε
< 0 ,

que, de (1.7), implicar�a que: − bn >
1

ε
> 0 . (2.282)

Logo

se n ≥ no ,

teremos,∣∣∣∣ 1bn

− 0

∣∣∣∣ bn
(2.282)

< 0
= −

1

bn

(2.282) e (1.10)

≤ 1
1
ε

= ε ,
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mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, que

lim
n→∞

1

bn

= 0 ,

completando a demonstra�c~ao do item 13., completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 2.9.1 Notemos que os itens do Teorema 2.9.1, de modo emp��rico,

"nos diz"em como "operar" com algumas express~oes matem�aticas que envolvem

+∞ e/ou −∞ .

Mais explicitamente:

1. O item 1. do Teorema 2.9.1, ""nos diz"" que:

∞+∞ = ∞ ;

2. O item 2. do Teorema 2.9.1, ""nos diz"" que:

−∞+ (−∞) = −∞ ;

3. O item 3. do Teorema 2.9.1, "nos diz" que:

∞ ·∞ = ∞ ;

4. O item 4. do Teorema 2.9.1, "nos diz" que:

∞ · (−∞) = −∞ ;

5. O item 5. do Teorema 2.9.1, "nos diz" que:

(−∞) · (−∞) = ∞ ;

6. Se g ∈ R, o item 6. do Teorema 2.9.1, "nos diz" que:

∞+ g = ∞ ;

7. Se g ∈ R, o item 7. do Teorema 2.9.1, "nos diz"em que:

(−∞) + g = −∞ ;

8. Se e > 0, o item 8. do Teorema 2.9.1, "nos diz"em que:

∞ · e = ∞ ;

Em particular,

1 ·∞ = ∞ ;
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9. Se f < 0, o item 9. do Teorema 2.9.1, "nos diz"em que:

∞ · f = −∞ ;

Em particular,

(−1) ·∞ = −∞ ;

10. Se e > 0, o item 10. do Teorema 2.9.1, "nos diz"em que:

(−∞) · e = −∞ ;

Em particular,

1 ·∞ = −∞ ;

11. Se f < 0, o item 11. do Teorema 2.9.1, "nos diz"em que:

(−∞) · f = ∞ ;

Em particular,

(−1) · (−∞) = ∞ ;

12. O item 12. do Teorema 2.9.1, "nos diz"em que:

1∞ = 0 ;

13. O item 13. do Teorema 2.9.1, "nos diz"em que:

1

−∞ = 0 .

Apliquemos os Teoremas 2.8.1 e 2.9.1 acima ao (compare com o Exemplo 2.5.1):

Exemplo 2.9.1 Mostre que a sequência num�erica (bn)n∈N, onde

bn
.
=

1√
n
+

1√
n+ 1

+ · · ·+ 1√
2n︸ ︷︷ ︸

(n+1)−parcelas

, para cada n ∈ N (2.283)

�e uma sequência num�erica �e divergente para ∞, isto �e,

lim
n→∞

 1√
n
+

1√
n+ 1

+ · · ·+ 1√
2n︸ ︷︷ ︸

(n+1)−parcelas

 = ∞ . (2.284)
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Resolução:

Para isto, observemos que, para cada n ∈ N teremos:

bn

(2.283)
=

1√
n
+

1√
n+ 1

+ · · ·+ 1√
2n︸ ︷︷ ︸

(n+1)−parcelas

1 ≤ n ≤ 2n

1 ≤ n+ 1 ≤ 2n
...

1 ≤ 2n− 1 ≤ 2n


e (1.10)

≥ 1√
2n

+
1√
2n

+ · · ·+ 1√
2n︸ ︷︷ ︸

(n+1)−parcelas

=
n+ 1√
2n

=

√
n√
2
+

1√
2n

.
= an , (2.285)

isto �e, an ≤ bn , para cada n ∈ N . (2.286)

Mas

lim
n→∞an

(2.285)
= lim

n→∞
(√

n√
2
+

1√
2n

)
(2.50) e (2.60)

=

(
lim
n→∞

1√
2

) (√
n
)
+

(
lim
n→∞

1√
2

) (
lim
n→∞

1√
n

)
(2.27)
=

1√
2︸︷︷︸

>0

lim
n→∞

√
n︸ ︷︷ ︸

Exerc��cio
= ∞

+
1√
2

lim
n→∞

1√
n︸ ︷︷ ︸

=0︸ ︷︷ ︸
=0

do item 5. da Proposi�c~ao 2.9.1
= ∞ .

Logo, pelo item 1. do Teorema 2.8.1 acima, segue que

lim
n→∞

 1√
n
+

1√
n+ 1

+ · · ·+ 1√
2n︸ ︷︷ ︸

(n+1)−parcelas

 (2.283)
= lim

n→∞bn = ∞ ,

mostrando a validade de (2.284).

�
O resultado a seguir pode ser importante para estudarmos a divergência para ±∞

de uma sequência num�erica.
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Teorema 2.9.2 Seja (an)n∈N uma sequência num�erica satisfazendo:

lim
n→∞an = 0 . (2.287)

Ent~ao se

an ̸= 0 , para n ∈ N , (2.288)

temos que a sequência num�erica

1

(|an|)n∈N

(2.17)
=

(
1

|an|

)
n∈N

ser�a divergente para ∞, ou seja,

lim
n→∞

1

|an|
= ∞ . (2.289)

Demonstração:

Dado K > 0, como

lim
n→∞an = 0 ,

da De�ni�c~ao 2.3.1, dado

ε
.
=

1

K
> 0 (2.290)

podemos encontrar no ∈ N ,

se n ≥ no ,

teremos 0
(2.288)
< |an| < ε

(2.290)
=

1

K
,

que, de 1.10, segue-se:
1

|an|
>

1
1
K

= K ,

isto �e,

para n ≥ no, teremos:
1

|an|
≥ K ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.7.1, que

lim
n→∞

1

|an|
= ∞ ,

completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 2.9.2 O Teorema 2.9.2 acima "nos diz" que:

1

0
= ±∞ ,

e o sinal ser�a + se a sequência num�erica (em (2.287)) aproxima-se de zero por

valores positivos e ser�a − se a sequência num�erica (em (2.287)) aproxima-se de

zero por valores negativos.
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2.10 Subsequência de uma sequência numérica

Definição 2.10.1 Seja (an)n∈N uma sequência num�erica e

A
.
= {n1, n2, · · · } ⊆ N

subconjunto in�nito dos n�umeros naturais, satisfazendo

n1 < n2 < n3 < · · · .

Como isto podemos construir a sequência num�erica (ani
)i∈N (isto �e, considera-

mos a restri�c~ao a|A : A ⊆ N → R).
Tal sequência num�erica ser�a denominada subsequência da sequência num�erica

(an)n∈N.

Observação 2.10.1

1. Um outro modo de de�nir subsequência de uma sequência num�erica (an)n∈N
seria a seguinte:

Considere uma fun�c~ao f : N → N que seja estritamente crescente.

A sequência num�erica
(
af(n)

)
n∈N

ser�a dita subsequência da sequência num�erica

(an)n∈N.

2. Em particular, uma subsequência de uma sequência num�erica �e uma sequência

num�erica.

Desta forma podemos estudar a convergência de subsequência de uma sequência

num�erica olhando a mesma como uma sequência num�erica, ou seja, a sub-

sequência (ani
)i∈N, da sequência num�erica (an)n∈N, ser�a convergente para

l ∈ R se, dado ε > 0, podemos encontrar no(ε) ∈ N, de modo que,

se ni ≥ no ,

deveremos ter |ani
− l| < ε . (2.291)

Temos os:

Exemplo 2.10.1 Consideremos a sequência num�erica (an)n∈N, onde

an = sen
(
n
π

2

)
, para cada n ∈ N . (2.292)

Encontre as subsequências da sequência num�erica (an)n∈N que têm ��ndices

��mpares e tê m ��ndices ��mpares.
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Resolução:

Se considerarmos somente os ��ndices ��mpares, isto �e

ni
.
= 2 i+ 1 , para cada i ∈ N ,

obteremos a subsequência (a2 i+1)i∈N, da sequência num�erica (an)n∈N, onde

a2 i+1

(2.292)
= sen

[
(2 i+ 1)

π

2

]
= (−1)i , para cada i ∈ N ,

ou seja, a subsequência (a2 i+1)i∈N, da sequência num�erica (an)n∈N, ser�a a sequência:

−1 , 1 ,−1 , 1 , · · ·

Se considerarmos somente os ��ndices pares, isto �e,

ni
.
= 2 i , para cada i ∈ N ,

obteremos a subsequência (a2 i)i∈N, da sequência num�erica (an)n∈N, onde

a2 n

(2.292)
= sen(2 i π)

= 0 , para cada i ∈ N ,

ou seja, a subsequência (a2 i)i∈N, da sequência num�erica (an)n∈N, ser�a a sequência:

0 , 0 , 0 , · · · .

�
Temos tamb�em o

Exemplo 2.10.2 Consideremos a sequência num�erica (an)n∈N, onde

an = n , para cada n ∈ N . (2.293)

Encontre as subsequências da sequência num�erica (an)n∈N que têm ��ndices ��mpares

e tê m ��ndices ��mpares.

Resolução:

Se considerarmos somente os ��ndices ��mpares, isto �e,

ni
.
= 2 i+ 1 , para cada i ∈ N ,

obteremos a subsequência (a2 i+1)i∈N, da sequência num�erica (an)n∈N, onde

a2 i+1

(2.293)
= 2 i+ 1 , para cada n ∈ N ,
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ou seja, a subsequência (a2 i+1)i∈N, da sequência num�erica (an)n∈N, ser�a a sequência

1 , 3 , 5 , 7 , · · ·

Se considerarmos somente os ��ndices pares, isto �e,

ni
.
= 2 i , para cada i ∈ N ,

obteremos a subsequência (a2 i)i∈N, da sequência num�erica (an)n∈N , onde

a2 i

(2.293)
= 2 i , para cada n ∈ N ,

ou seja, a subsequência (a2 i+1)i∈N, da sequência num�erica (an)n∈N, ser�a a sequência

2 , 4 , 6 , · · ·

�

2.11 Propriedades de uma subsequência de uma sequência

numérica

A seguir exibiremos alguns resultados importantes no estudo da convergência de sequências

num�ericas, utilizando-se subsequências da mesma.

Come�caremos pelo

Proposição 2.11.1 Se a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente para a, ent~ao

toda subsequência da mesma, ser�a convergente para a.

Em particular, se a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente para a, ent~ao

para cada ko ∈ N, a subsequência (an+ko)n∈N, da sequência num�erica (an)n∈N, ser�a

convergente para a.

Demonstração:

Se

lim
n→∞an = a ,

ent~ao dado ε > 0, pela De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar no ∈ N, tal que se

n ≥ no , temos que |an − a| < ε . (2.294)

Logo,

se ni ≥ no ,

de (2.294), teremos |ani
− a|

(2.294)
< ε , (2.295)
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mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1 (veja o item 2. da Observa�c~ao 2.10.1), que a sub-

sequência (ani
)i∈N, da sequência num�erica (an)n∈N, ser�a convergente para l ∈ R, ou

seja,

lim
i→∞ani

= a ,

como quer��amos demonstrar.

Observemos que para cada ko ∈ N �xado, temos que a sequência num�erica

(an+ko)n∈N

�e uma subsequência da sequência num�erica (an)n∈N.

Como a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente para a segue, do que mostramos

acima, que a subsequência (an+ko)n∈N ser�a convergente para a, completando a demons-

tra�c~ao do resultado. �
Temos tamb�em a:

Proposição 2.11.2 Se toda subsequência de uma sequência num�erica (an)n∈N �e

convergente para a, ent~ao a sequência num�erica (an)n∈N ser�a convergente para a.

Demonstração:

Observemos que para cada ko ∈ N �xado, a sequência num�erica (an+ko)n∈N ser�a

subsequência da sequência num�erica (an)n∈N.

Logo, por hip�otese, ser�a convergente para a, ou seja, dado ε > 0, pela De�ni�c~ao

2.3.1, podemos encontrar n1 ∈ N, tal que

se n ≥ n1 ,

teremos |an+ko − a| < ε ,

que �e equivalente a escrever

|an − a| < ε , para cada n ≥ no
.
= n1 + ko ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, que a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente para

a, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Um outro resultado importante e dado pela:

Proposição 2.11.3 Toda sequência num�erica (an)n∈N, possui uma subsequência

mon�otona.

Demonstração:

Consideremos

N .
= {n ∈ N ; xm ≤ xn , para todo n < m} . (2.296)
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Notemos que se o conjunto N ⊆ N for in�nito, ou seja,

se N = {n1 , n2 , n3 , · · · } ,
com ni < ni+1 , para todo i ∈ N , (2.297)

segue que a subsequência (xni
)i∈N ser�a decrescente.

De fato,

para i ∈ N ,

segue que ni , ni+1 ∈ N ,

de (2.297), temos que: ni < ni+1

e assim, de (2.296), teremos: xni+1
≤ xni

,

mostrando que a subsequência (xni
)i∈N ser�a decrescente.

Se o conjunto N ⊆ N for �nito ou vazio, a�rmamos que existe uma subsequência da

sequência num�erica (xn)n∈N que ser�a crescente.

De fato, se o conjunto N (dado por (2.296)) for �nito ou vazio, ou seja,

N =


{1 , 2 , · · · , no} para algum no ∈ N
ou

∅
. (2.298)

ent~ao o conjunto

P .
= N \N ser�a in�nito ,

que, de (2.298), teremos: P =


{no + 1 , no + 2 , · · · }
ou

N
. (2.299)

Sem perda de generalidade, podemos supor que

P = N .

Notemos que para cada

k ∈ P = N , (2.300)

teremos, k ̸∈ N .

Logo, de (2.296),

podemos encontrar nk ∈ N, como nk > k, de modo que xnk
> xk . (2.301)
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Logo,

se k = 1, de (2.300) e (2.301), podemos encontrar n1 > 1, de modo que: xn1
> x1 ;

se k = n1, de (2.300) e (2.301), podemos encontrar n2 > n1, de modo que: xn2
> xn1

;

se k = n2, de (2.300) e (2.301), podemos encontrar n3 > n2, de modo que: xn3
> xn2

;

...

Desta forma a subsequência (xni
)i∈N ser�a crescente, completando a demonstra�c~ao.

�
Temos tamb�em a:

Proposição 2.11.4 Toda sequência num�erica (an)n∈N limitada, possui uma sub-

sequência que �e convergente.

Demonstração:

Notemos que toda subsequência de uma sequência num�erica limitada (an)n∈N ser�a

limitada.

Por outro lado, pela Proposi�c~ao 2.11.3 acima, a sequência num�erica (an)n∈N possui

uma subsequência mon�otona, que indicaremos por (ani
)i∈N.

Assim, a subsequência (ani
)i∈N ser�a mon�otona e limitada.

Portanto, do Teorema 2.6.1, segue que a subsequência (ani
)i∈N ser�a convergente,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

2.12 Sequências numéricas de Cauchy

A seguir introduziremos uma nova classe de sequências num�ericas, a saber:

Definição 2.12.1 Diremos que uma sequência num�erica (an)n∈N ser�a dita uma se-

quência numérica de Cauchy, se dado ε > 0, podemos encontrar no ∈ N, de modo

para n ,m ≥ no ,

deveremos ter |an − am| < ε . (2.302)

Observação 2.12.1 Uma sequência num�erica (an)n∈N �e uma sequência num�erica

de Cauchy se a diferen�ca, em m�odulo, entre dois termos da mesma for arbitrari-

amente pequena, para ��ndices su�cientemente grandes.

Com isto temos o

Exemplo 2.12.1 A sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
=

1

n
, para cada n ∈ N (2.303)

�e uma sequência num�erica de Cauchy.
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Resolução:

De fato pois, dado ε > 0, considerarmos no ∈ N, tal que

no >
2

ε
,

ou seja,
2

no

< ε . (2.304)

Logo,

se n ,m ≥ no ,

teremos
1

n
,
1

m
<

1

no

, (2.305)

e assim:

|an − am|
(2.303)
=

∣∣∣∣ 1n −
1

m

∣∣∣∣
|a−b|≤|a|+|b|

<
1

n
+

1

m
(2.305)
<

1

no

+
1

no

=
2

no

(2.304)
< ε , (2.306)

que, pela De�ni�c~ao 2.12.1, �e o mesmo que dizer que a sequência num�erica (an)n∈N �e

sequência num�erica de Cauchy.

�

Observação 2.12.2 Como vimos no Exemplo 2.3.2, a sequência num�erica do Exem-

plo 2.12.1 acima �e convergente em R.
Isto �e, no caso do Exemplo 2.12.1 acima, a sequência num�erica (an)n∈N �e

convergente em R e �e uma sequência num�erica de Cauchy em R.
Isto ocorre em geral, como mostra o:

Teorema 2.12.1 Toda sequência num�erica convergente, �e uma sequência num�erica

de Cauchy.

Demonstração:

De fato, se a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente para a, ent~ao dado ε > 0,

pela De�ni�c~ao 2.3.1, podemos encontrar no ∈ N, de modo que

para n ≥ no ,

teremos |an − a| <
ε

2
. (2.307)
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Logo,

para n ,m ≥ no , (2.308)

segue que

|an − am| = |an + (−a+ a) − am|

= |(an − a) + (a− am)|

desigualdade triangular

≤ |an − a|+ |a− am|︸ ︷︷ ︸
=|am−a|

de (2.308) e (2.307) teremos:

≤ ε

2
+

ε

2
= ε ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.12.1, que a sequência num�erica (an)n∈N �e uma sequência

num�erica de Cauchy, completando a demonstra�c~ao.

�
A seguir trataremos do seguinte importante exemplo:

Exemplo 2.12.2 Consideremos a sequência num�erica (Sn)n∈N, onde

S1
.
= 1 ,

S2
.
= 1+

1

2
,

S3
.
= 1+

1

2
+

1

3
,

· · ·

Sn
.
= 1+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
, para cada n ∈ N . (2.309)

Mostre que a sequência num�erica (Sn)n∈N , �e divergente para +∞, ou seja,

lim
n→∞Sn = +∞ .

Resolução:

Mostraremos que a sequência num�erica (Sn)n∈N não �e uma sequência num�erica de

Cauchy.
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De fato, para k ∈ N, temos que

|S2 k − Sk|
(2.309)
=

∣∣∣∣(1+ 1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

k
+

1

k+ 1
+ · · ·+ 1

2 k

)
−

(
1+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

k

)∣∣∣∣
=

1

k+ 1
+ · · ·+ 1

2 k︸ ︷︷ ︸
k−parcelas

k+ 1 ≤ 2 k

k+ 2 ≤ 2 k
...

2 k− 1 ≤ 2 k

≥ 1

2 k
+ · · ·+ 1

2 k︸ ︷︷ ︸
k−parcelas

= k
1

2 k

=
1

2
,

ou seja,

|S2 k − Sk| ≥
1

2
, para cada k ∈ N .

Logo dado, por exemplo,

ε
.
=

1

3
> 0 , (2.310)

segue que não podemos encontrar no ∈ N, de modo

para n ,m ≥ no, ,

tenhamos |Sn − Sm| < ε =
1

3
.

De fato, pois para cada no ∈ N, se tomarmos m ≥ no, ent~ao para

n
.
= 2m ≥ no

(com isto teremos que n ,m ≥ no) segue que

|Sn − Sm| = |S2m − Sm|

≥ 1

2

>
1

3
(2.310)
= ε ,

ou seja, (Sn)n∈N não �e uma sequência num�erica de Cauchy.
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Logo, do Teorema 2.12.1, segue que num�erica (Sn)n∈N n~ao poder�a ser convergente

em R.
Para �nalizar, observemos que a sequência num�erica (Sn)n∈N acima �e estritamente

crescente, pois, para cada n ∈ N, teremos:

Sn+1

(2.309)
= 1+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n︸ ︷︷ ︸
(2.309)

= sn

+
1

n+ 1

= Sn +
1

n+ 1︸ ︷︷ ︸
>0

> Sn .

Como a sequência num�erica (Sn)n∈N �e estritamente crescente e n~ao �e convergente em

R, ela n~ao poder�a ser limitada.

De fato, pois se fosse, seria mon�otona (crescente) e limitada e assim, do Teorema

2.6.1, deveria ser convergente em R, o que contraria o fato dela ser divergente.

Portanto deveremos ter

lim
n→∞Sn = +∞ ,

completando a resolu�c~ao.

�

Observação 2.12.3

1. Com isto surge a pergunta: "vale a rec��proca do Teorema (2.12.1) acima? ".

A resposta ser�a positiva, se considerarmos a sequência num�erica tomando

valores sobre o todo o conjunto dos n�umeros reais, ou seja, em R.

Para mostrar isso precisaremos de alguns resultados que ser~ao exibidos a

seguir.

Proposição 2.12.1 Toda sequência num�erica de Cauchy �e uma sequência num�erica

limitada.

Demonstração:

De fato, se a sequência num�erica (an)n∈N �e sequência num�erica de Cauchy, ent~ao

dado

ε
.
= 1 ,

podemos encontrar no ∈ N, de modo que

para n ,m ≥ no ,

teremos |an − am| < ε = 1 ,

em particular, |an − ano
| < 1 , para cada n ≥ no . (2.311)
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Logo,

para n ≥ no ,

teremos:

|an|− |ano
|
desigualdade triangular

≤ |an − ano
|
(2.311)
< 1 ,

ou seja, |an| ≤ |ano
|+ 1 . (2.312)

Consideremos

M
.
= max{|a1| , |a2| , · · · , |ano−1| , |ano

|+ 1} . (2.313)

Ent~ao, para cada n ∈ N de (2.312) e (2.313), segue que

|an| ≤ M,

mostrando que a sequência num�erica (an)n∈N �e limitada, completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 2.12.4 A rec��proca do resultado acima não �e verdadeira, isto �e, nem

toda sequência num�erica limitada �e uma sequência num�erica de Cauchy, como

mostra o seguinte exemplo:

Consideremos a sequência num�erica (an)n∈N, onde

an
.
= (−1)n , para cada n ∈ N . (2.314)

A sequência num�erica (an)n∈N �e uma sequência num�erica limitada mas não �e

uma sequência num�erica de Cauchy.

De fato, se considerarmos, por exemplo,

ε
.
=

1

2
> 0 , (2.315)

segue que, para n ∈ N, teremos

|an − an+1|
(2.314)
= |(−1)n − (−1)n+1|

= |(−1)n [1− (−1)]|

= |(−1)n| |1+ 1|

= 2

>
1

2

(2.315)
= ε ,

mostrando que a sequência num�erica (an)n∈N não �e uma sequência num�erica de

Cauchy.

Temos tamb�em o:
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Proposição 2.12.2 Se a sequência num�erica (an)n∈N �e uma sequência num�erica

de Cauchy e possui uma subsequência convergente para a, ent~ao a sequência

num�erica (an)n∈N ser�a convergente para a.

Demonstração:

De fato, suponhamos que (an)n∈N �e uma sequência num�erica de Cauchy, de modo que

uma subsequência num�erica da mesma, que indicaremos por (ani
)i∈N, seja convergente

para a.

Como sequência num�erica (ani
)i∈N (que �e uma subsequência num�erica da sequência

num�erica (an)n∈N), �e convergente para a, dado ε > 0, pela De�ni�c~ao 2.3.1, podemos

encontrar n1 ∈ N, de modo que

para ni ≥ n1 ,

teremos |ani
− a| <

ε

2
. (2.316)

Como a sequência num�erica (an)n∈N �e uma sequência num�erica de Cauchy, pela

De�ni�c~ao ??, podemos encontrar n2 ∈ N, de modo

para n ,m ≥ n2

teremos |an − am| <
ε

2
. (2.317)

Seja

no
.
= max{n1 , n2} . (2.318)

Portanto,

para n ≥ no ,

ou seja, n ≥ n1 e n ≥ n2 ,

teremos

|an − a| = |an + (−ano
+ ano

) − a|

= |(an − ano
) + (ano

− a)|

desigualdade triangular

≤ |an − ano
|+ |ano

− a|

(2.317) e (2.316)
<

ε

2
+

ε

2
= ε ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.3.1, que a sequência num�erica �e convergente para a, com-

pletando a demonstra�c~ao.

�
Com isto podemos enunciar e demonstrar o:

Teorema 2.12.2 (crit�erio de Cauchy para convergência de sequências num�ericas)

Um sequência num�erica �e convergente em R se, e somente se, ela �e uma

sequência num�erica de Cauchy em R.
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Demonstração:

Seja (an)n∈N uma sequência num�erica em R.

O Teorema 2.12.1 a�rma que se a sequência num�erica (an)n∈N for convergente, ela

dever�a ser uma sequência num�erica de Cauchy.

Por outro lado, se a sequência num�erica (an)n∈N �e uma sequência num�erica de Cauchy

ent~ao, da Proposi�c~ao 2.12.1, segue que ela ser�a uma sequência num�erica limitada.

Mas, da Proposi�c~ao 2.11.2, temos que toda sequência num�erica (an)n∈N possui uma

subsequência que �e mon�otona, que indicaremos por (ani
)i∈N.

Como a sequência num�erica (an)n∈N �e limitada, seque que a subsequência num�erica

mon�otona (ani
)i∈N tamb�em ser�a limitada.

Logo, do Teorema 2.12.1, segue que a subsequência num�erica (ani
)i∈N dever�a ser

convergente em R.

Portanto a sequência num�erica (an)n∈N possui uma subsequência convergente em R.

Logo, da Proposi�c~ao 2.12.2 acima, segue que a sequência num�erica (an)n∈N ser�a

convergente em R, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 2.12.5 O Teorema 2.12.2 acima, n~ao "nos diz" para que valor a

sequência num�erica de Cauchy converge em R.

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 2.12.3 Seja (an)n∈N uma sequência num�erica que tem a seguinte propri-

edade:

|an+1 − an| ≤
1

2n
, para cada n ∈ N . (2.319)

A�rmamos que (an)n∈N �e convergente em R.

Resolução:
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De fato, de considerarmos n ,m ∈ N

com n ≤ m,

ou seja, m = n+ k , para algum k ∈ N ,

segue que

|an − am| = |an − an+k|

= |an + (−an+1 + an+1) + (−an+2 + an+2) + · · ·− an+k|

= |(an − an+1) + (an+1 − an+2) + (an+2 + · · ·− an+k)|

desigualdade triangular

≤ |an − an+1|+ |an+1 − an+2|+ |an+2 − an+3|+ · · ·+ |an+k−1 − an+k|

(2.319)

≤ 1

2n
+

1

2n+1
+

1

2n+2
+ · · ·+ 1

2n+k−1

=
1

2n

1+
1

2
+

1

24
+ · · ·+ 1

2k−1︸ ︷︷ ︸
k−parcelas


(2.320)

≤ 1

2n−1

pois,

1+
1

2
+

1

24
+ · · ·+ 1

2k−1
≤ 2 , para cada n ∈ N . (2.320)

Portanto

|an − am| ≤
1

2n−1
, para m ≥ n . (2.321)

Logo, dado ε > 0, considerando-se

no > 1+ log2
1

ε
, (2.322)

para m ≥ n ≥ no , (2.323)

segue que

|an − am|
(2.321)

≤ 1

2n−1

(2.323)

≤ 1

2no−1

(2.322)

≤ ε ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.12.1, que a sequência num�erica �e uma sequência num�erica

de Cauchy em R.
Logo, do Teorema 2.12.2, segue que a sequência num�erica (an)n∈N ser�a convergente

em R, completando a resolu�c~ao.

�
Uma generaliza�c~ao do exemplo acima �e dado pelo:
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Exerćıcio 2.12.1 Seja (an)n∈N uma sequência num�erica que tem a seguinte pro-

priedade:

|an+1 − an| ≤ rn , para cada n ∈ N , (2.324)

onde

r ∈ (0 , 1)

est�a �xado.

A�rmamos que a sequência num�erica (an)n∈N �e convergente em R.

Resolução:De fato, de considerarmos n ,m ∈ N

com n ≤ m,

ou seja, m = n+ k , para algum k ∈ N ,

segue que

|an − am| = |an − an+k|

= |an + (−an+1 + an+1) + (−an+2 + an+2) + · · ·− an+k|

= |(an − an+1) + (an+1 − an+2) + (an+2 + · · ·− an+k)|

desigualdade triangular

≤ |an − an+1|+ |an+1 − an+2|+ |an+2 − an+3|+ · · ·+ |an+k−1 − an+k|

(2.324)

≤ rn + rn+1 + rn+2 + · · ·+ rn+k−1

= rn

1+ r+ r4 + · · ·+ rk−1︸ ︷︷ ︸
k−parcelas


(2.325)

≤ 1

1− r

pois,

1+ r+ r2 + · · ·+ rk−1 ≤ r

1− r
, para cada n ∈ N . (2.325)

Portanto

|an − am| ≤
rn+1

1− r
, para m ≥ n . (2.326)

Logo, dado ε > 0, consideremos no ∈ N de modo que (que existe pela propriedade

arquimediana):

no >
ln[(1− r) ε]

ln(r)
− 1 . (2.327)

Notemos que

como 0 < r < 1 ,

segue que ln(r) < 0 . (2.328)
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Desta forma teremos:

no+ >
ln[((1− r) ε]

ln(r)
,

de (2.328), (no + 1) ln(r) < ln[(1− r) ε] ,

ou ainda, ln
(
rno+1

)
< ln[(1− r) ε] ,

como ln �e crescente : rno+1 < (1− r) ε ,

ou seja,
rno+1

1− r
< ε , (2.329)

para m ≥ n ≥ no , (2.330)

segue que

|an − am|
(2.321)

≤ rn+1

1− r
(2.330)

≤ rno+1

1− r
(2.329)

≤ ε ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.12.1, que a sequência num�erica �e uma sequência num�erica

de Cauchy em R.
Logo, do Teorema 2.12.2, segue que a sequência num�erica (an)n∈N ser�a convergente

em R, completando a resolu�c~ao.

�
Com isto podemos tratar o:

Exemplo 2.12.4 Mostre que a sequência num�erica (an)n∈N, onde

a1
.
= 1 ,

a2
.
= 1+

1

3
,

· · ·

an = 1+
1

3
+

1

9
+ · · ·+ 1

3n−1
(2.331)

�e uma sequência num�erica convergente em R.

Resolução:
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Notemos que, para cada n ∈ N, teremos

|an+1 − an|
(2.331)
=

∣∣∣∣(1+ 1

3
+

1

9
+ · · ·+ 1

3n−1
+

1

3n

)
−

(
1+

1

3
+

1

9
+ · · ·+ 1

3n−1

)∣∣∣∣
=

1

3n

= rn ,

onde r
.
=

1

3
∈ (0 , 1) .

Logo, do Exemplo (2.12.1) acima, segue que a sequência num�erica (an)n∈N �e conver-

gente em R.
�
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