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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste texto é exibir demonstracdes para a densidade de varios conjuntos em R.

Entre eles dos conjuntos dos niimeros racionais, dos ntimeros irracionais e do conjunto
das fragbes diddicas, no conjunto dos nimeros reais (o capitulo B, capitulo B e capitulo H,
respectivamente).

No capitulo B apresentamos uma generalizagdo para as fragdes p-adicas.

Para tanto precisamos da:

Definicao 1.0.1 Diremos que o subconjunto D C R é denso em R, se qualquer intervalo
aberto de (a,b) C R, temos:
DN(a,b) #0.



CAPITULO 1. INTRODUGCAO



Capitulo 2

Densidade do conjunto dos niimeros
racionais em R

Seja
L ym.
Q:{;,mEZenEN}, (2.1)

conjunto formado por todos os nimeros racionais.
Objetivo deste capitulo é mostrar que o conjunto (Q, é denso em R

2.1 Resultado principal

O objetivo desta é apresentar a demonstragdo do:
Teorema 2.1.1 O conjunto QQ é denso em R.

Para tanto, dividiremos a prova em quatro Lemas.
Comegaremos pelo:

Lema 2.1.1 Sejam a,b € R, satisfazendo

a<b,
de modo que o intervalo
(a,b)
tem comprimento mator que 1.
Entao, podemos encontrar
m, € ZN(a,b). (2.2)
Demonstragao:
Considere
x| =neZ (2.3)

onde, n<x<n+1,
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conhecida como parte inteira do niimero real x.
Desta forma teremos:

lal<a<[al+1.

Afirmamos que
[al+1€Zn(a,b).

De fato, suponhamos por absurdo que
b<lal+1.
Desta forma, de 23 e 24, segue que

(a>b) C ([a],[a]—i—ﬂ),

(2.4)

e o comprimento do intervalo ([a],[a] + 1]) é igual a 1, o que implicaria que o comprimento
do intervalo (a,b) seria menor ou igual a 1, contrariando a hipétese, o que seria um absurdo.

Portanto,
m,=l[al+1€ZnN(a,b),

completando a demonstragao.

Podemos agora tratar do:

Lema 2.1.2 Sejam a,b € R, tais
a<b.

Entao podemos encontrar n, € N, tal que

1
0<—<b—a;

No
Demonstragao:
Sabemos que
1
lim — =0.
n—oo N

Logo, da definigdo de limite, dado

. (23)
e=b—a >0,

podemos encontrar n, € N, de modo que

para n >n,,

1
tenhamos ‘E — O’ <€ =

—

b—a,

—_ 3=

ouseja, 0<—<b—a.

(2.5)

(2.6)

(2.7)



2.1. RESULTADO PRINCIPAL

Em particular, tomando-se

n=n,,

obtemos (E8), completando a demonstragéo do resultado.

Como consequéncia temos o:

Lema 2.1.3 Seja n, € N, obtido no Lema ET2.

Entao o intervalo

tem comprimento maior que 1;

Demonstragao:
Notemos que, do Lema 213, temos:

(noa,mn,b)

1
0<—<b—a,
o

multiplicando-se (EH) por n, > 0, obteremos: 1<n,b—n,a,

ou seja, o intervalo

(moa,nyb),

terd comprimento maior que 1, completando a demonstracdo do resultado.

Com o resultado acima, temos o:

Lema 2.1.4 Seja n, € N, obtido no Lema EZI2.

Entdo podemos encontrar m, € Z,
No

Em particular, seque que

de modo que

a<m,<mngb.

M,

Mo

a<

<b,

. m,
ou ainda, ¢ (a,b).

Demonstragao:

Pelo Lema I7T3 temos que o intervalo (E8) tem comprimento maior que 1.
Logo, do Lema 7T (ou seja, (E2)),

isto é,
ou seja,

ou ainda,

Mo

podemos encontrar

m, €ZN(M,a,ny,b),
m, € (noa,n,b),

Nea<m,<mngyb,

m,
— € (a)b))

N,

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)



10 CAPITULO 2. DENSIDADE DO CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS EM R

onde n, € N e m, € Z, completando a demonstracdo do resultado.

O
Podemos agora tratar da:
Demonstracao do Teorema ZT7T:
Seja
(a,b) CR
um intervalo aberto de R.
Do Lema IT4, podemos encontrar n, € N e m, € Z, de modo que
m
= — € (a ) b) )
Mo
ouseja, reQnN(a,b). (2.12)

Logo, de (E12) e da Definigdo [T, segue que o conjunto QQ, dado por (E1), é denso em

R, completando a demonstracdo do Teorema ETTI.
O

Como consequéncia do Teorema 2T temos o:

Corolario 2.1.1 Entre dois numeros reais, podemos encontrar um niumero racional, ou
ainda, se a,b € R satisfazem

a<b,
podemos encontrar
reQnfa,b),
ouseja, T€Q e a<r<b. (2.13)

Demonstragao:
Segue do Lema EZT4 que podemos encontrar n, € N e m, € Z, de modo que

m
> € (a,b)
Ny
Mas
. m
r=—=2¢cQ,
0

ouseja, Tr€Q e a<r<b,

completando a demonstragao do resultado.



Capitulo 3

Densidade do conjunto dos niimeros
irracionais em R

Seja
I=R\Q, (3.1)

conjunto formado por todos os niimeros racionais.
Objetivo deste capitulo é mostrar que o conjunto I, é denso em R.

3.1 Resultado principal

O objetivo desta é apresentar a demonstragdo do:
Teorema 3.1.1 O conjunto I é denso em R.

Para tanto, dividiremos a prova em 3 Lemas.
Comecaremos pelo:

Lema 3.1.1 Sejam a,b € R, tais

a<b. (3.2)

Entao podemos encontrar n, € N, tal que

2
O<\/—<b—a; (3.3)
No
Demonstracgao:
Sabemos que
2
tim Y2 Z 0.
n—oo M
Logo, da definigdo de limite, dado
. (B3)
e=b—a >0, (3.4)

11
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podemos encontrar n, € N, de modo que

para m > n,,

2
tenhamos \/?_ -0l <e¢ = b—a,
—_——
_V2
2
ou seja, 0< £<b—a.
n
Em particular, tomando-se

n=n,,

obtemos (B33), completando a demonstragdo do resultado.

Como consequéncia temos o:

Lema 3.1.2 Seja n, € N, obtido no Lema EI.

Entdo o intervalo
(noa nob)
V2 V2

tem comprimento maior que 1.

Demonstragao:
Notemos que, do Lema BT, temos:

2
O<£<b—a,
Mo

n,b mnya

V2o V2

Mo

V2

multiplicando-se (B33) por > 0, obteremos: 1<

ou seja, o intervalo

terd comprimento maior que 1, completando a demonstracdo do resultado.

O
Com o resultado acima, temos o:
Lema 3.1.3 Seja n, € N, obtido no Lema ETI.
Entdo podemos encontrar m, € Z, de modo que
n, a n,b
— <My < —=. 3.6
vi="™ (36)

Em particular, seque que

ou ainda,

€ (a,b). (3.7)
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Demonstragao:

Pelo Lema BT temos que o intervalo (E3) tem comprimento maior que 1.
Logo, do Lema 2T (ou seja, (E2)), podemos encontrar m, € Z, de modo que

e (noa nob)
(0} \/z)\/z b

ou seja, 2% <m, < Mo b
u , —— —
.] \/z (% \/z )
me V2
ou ainda, a < 0 V2 <b,
No
completando a demonstracdo do resultado.
O
Podemos agora tratar da:
Demonstracao do Teorema BT-T:
Seja
(a,b) CR
um intervalo aberto de R.
Do Lema ET3, podemos encontrar n, € N e m, € Z, de modo que
my V2
0 V2 € (a,b)
Mo
2
e, do Lema B4 (ou seja, (EXI)), temos: m;\/_ el,
()
. me V2
ou seja, 101\/_ eln(a,b). (3.8)

(0]

Logo, de (BE3) e da Definigdo [T, segue que o conjunto I, dado por (E), é denso em R,
completando a demonstracdo do Teorema BT
OJ

Como consequéncia do Teorema BT temos o:

Corolario 3.1.1 Entre dois numeros reais, podemos encontrar um numero irracional,
ou ainda, se a,b € R satisfazem

a<b,
podemos encontrar
iteln(a,b),
ou seja, i€l, tal que a<i<b. (3.9)
Demonstragao:
Segue do Lema BET3 que podemos encontrar n, € N e m, € Z, de modo que
me V2
0 V2 € (a,b). (3.10)

Mo
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Mas, pelo Lema BT abaixo, temos que

. omeV2
1= el,
o

que juntamente com (BTM), nos fornece: i€lN(a,b),

completando a demonstragdo do resultado.

O
Para finalizar temos o:
Lema 3.1.4 Sejam n, € N e m, € Z.
Entao
2
vam, el. (3.11)
Ny
Demonstracgao:

Suponhamos, por absurdo, que

poderiamos encontrar k, € Z e 1, € N, de modo que

kO 0 .
ou seja, V2= ol o Q (vejam),

que implicaria que V2 e Q,

0 que seria um absurdo, completando a demonstragao.



Capitulo 4

Densidade das fracoes diadicas em R

Seja

Dzi{zmn;meZenEZ’L}. (4.1)

denominado, conjunto das fragoes diadicas.

4.1 Resultado principal
O objetivo deste capitulo é mostrar que o conjunto D, é denso em R, como trata

Teorema 4.1.1 O conjunto formado pelas fragées diddicas (ou seja, o conjunto D,,
dado por (E)) é denso em R.

Para tanto, dividiremos a prova em quatro Lemas.
Comegaremos pelo:

Lema 4.1.1 Sejam a,b € R, tazs

a<b. (4.2)

Entao podemos encontrar n, € N, tal que

1
Demonstracgao:
Sabemos que
.1
i on =0

Logo, da definicao de limite, dado

e=b—a > 0, (4.4)
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podemos encontrar n, € N, de modo que

para mn>n,,

(=2)

1
tenhamos ‘2—n—0’<£ ="b—a,

——

-1
=5

1
ou seja, 0<2—n<b—a.

Em particular, tomando-se n = n,, obtemos (E33), completando a demonstragdo do re-
sultado.
O
Como consequéncia temos o:

Lema 4.1.2 Seja n, € N, dado pelo Lema [-1_1].
Entado o intervalo
(2" a,2™ b)

tem comprimento mator que 1;

Demonstracgao:
Notemos que, do Lema ET1 (ou ainda, (E3)), temos:

1
0< ZT" <b-— a,
multiplicando-se a desigualdade por 2™ > 0, obteremos: 1< 2™ b —2" qa,
ou seja, o intervalo

(2% a,2™b), (4.5)

terd comprimento maior que 1, completando a demonstracdo do resultado.

Com o resultado acima, temos o:

Lema 4.1.3 Seja n, € N, dado pelo Lema [-1_1].
Entao podemos encontrar m, € Z, de modo que

2" a<m,<2™b. (4.6)

Como consequéncia teremos

Demonstragao:
Do Lema BT, o intervalo (EH) tem comprimento maior que 1.
Logo, do Lema T , podemos encontrar m, € Z, de modo que

Mo € (2™ a,2™ b)

ouseja, 2™a<m,<2™b,
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completando a demonstracdo do resultado.

E assim, temos o:

Lema 4.1.4 Sejam n, € N e m, € Z, obtidos nos Lemas [-1-1 e [f-1-3, respectivamente.

Entdo a fragdo diddica ZTO' pertencente ao intervalo (a,b).

Demonstragao:
Dos Lemas ET, BT e ET3, temos:

2 a<m,<2™b,
m,

dividindo-se a desigualdade por 2™ > 0, obteremos: a < ZTO <b,
ou seja, zTO € (a,b),
completando a demonstragdo do resultado.
OJ
Podemos agora tratar da;
Demonstragao do Teorema BTk
Consideremos (a,b) C R um intervalo aberto de R.
Dos Lemas ET1, BT e E1T3, podemos encontrar n, € N e m, € Z, de modo que
. m
d - 211(: e (a)b)’
que, juntamente com (ED), implicard em: d € DN (a,b). (4.7)

Logo, de (E72) e da Definigdo [, segue que o conjunto D;, dado por (ET), é denso em
R, completando a demonstragdo do resultado
[
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Capitulo 5

Densidade das fracoes p-diadicas em R

Sejam p € N um nimero primo e
Dpi{g;meZen€Z+}. (5.1)

denominado, conjunto das fragoes p-adicas.

5.1 Resultado principal

O objetivo deste capitulo é mostrar que o conjunto D é denso em R, como trata

Teorema 5.1.1 O conjunto formado pelas fra¢bes p-ddicas (ou seja, o conjunto D,
dado por (BETD)) é denso em R.

Para tanto, dividiremos a prova em quatro Lemas.
Comegaremos pelo:

Lema 5.1.1 Sejam a,b € R, tazs

a<b. (5.2)

Entao podemos encontrar n, € N, tal que

0<—<b—a; (5.3)
p o]
Demonstracao:
Sabemos que
1
lim — =0
n—oo p"
Logo, da defini¢do de limite, dado
. (B2)
e=b—a >0, (5.4)

19
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podemos encontrar n, € N, de modo que

para n > n,,

1
tenhamos ‘—n—O‘ <e€ (E)b—a,
L’

1
P
1

ou seja, O<F<b—a.

Em particular, tomando-se n = n,, obtemos (E3), completando a demonstragdo do re-
sultado.

O
Como consequéncia temos o:

Lema 5.1.2 Seja n, € N, dado pelo Lema ET1.
Entdo o intervalo

(p™ a,p™b)

tem comprimento mator que 1;

Demonstracgao:
Notemos que, do Lema BT (ou ainda, (E33)), temos:

1
0< e < b—a,
P
multiplicando-se a desigualdade por p™° > 0, obteremos: 1<p™b—p™ a,
ou seja, o intervalo
(p"™ a,p™b), (5.5)

terd comprimento maior que 1, completando a demonstragdo do resultado.

Com o resultado acima, temos o:

Lema 5.1.3 Seja n, € N, dado pelo Lema ET1.
Entdo podemos encontrar m, € Z, de modo que

pa<m,<pb. (5.6)

Como consequéncia teremos
my,
Mo

a<<

<b;

Demonstragao:

Do Lema BT, o intervalo (E3) tem comprimento maior que T,.
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Logo, do Lema T , podemos encontrar m, € Z, de modo que

m, € (p™ a,p™b)

ou seja, pTa<m,<p™b,

completando a demonstragdo do resultado.

E assim, temos o:

Lema 5.1.4 Sejam n, € N e m, € Z, obtidos nos Lemas BT e T3, respectivamente.
Entdo a fragdo p-ddica p—no, pertencente ao intervalo (a,b).

Demonstracgao:
Dos Lemas BT, BT e ET3, temos:

pra<m,<phb,
M,

Mo

dividindo-se a desigualdade por p™ > 0, obteremos: a < <b,
ou seja, Mo € (a,b),
pre

completando a demonstracdo do resultado.

O
Podemos agora tratar da;
Demonstragcao do Teorema BETT:
Consideremos (a,b) C R um intervalo aberto de R.
Dos Lemas BT, BT e ET3, podemos encontrar n, € N e m, € Z, de modo que
. m
P = Pn(‘)’ € (a>b)>
que, juntamente com (BETT), implicard em: P € D, N (a,b),. (5.7)

Logo, de (ET0) e da Defini¢do [T, segue que o conjunto D, dado por (ET), é denso em
R, completando a demonstragdo do resultaldo.
[

FIM



